Resitve 1. kolokvija iz ANALIZE I z dne 27. 11. 2013

1. Dolo¢i vsa realna stevila, ki zado$¢ajo neenacbi

|z — 3|
r+1

>3 — 2.

RESITEV:

Zaradi dobre definiranosti korena na desni strani in ulomka na levi strani
neenacbe, moramo privzeti z < % inz # —1.

1. Ceje x < —1, velja 3 —x > 341 in torej 3—2|=4>0terz+1<0.
Leva stran neenacbe je tako negativna, desna pa vecja ali enaka 0, zato
neenacba v tem primeru ne velja.

2. Najboz € (—1, %] Tedaj velja 3—z > 3—% > 0, torej je |3—z| =3—x
in £ + 1 > 0 zato lahko neena¢bo pomnozimo z x + 1 in dobimo

3—z>(x+1)vV3 -2z

Ker sta obe strani zadnje neenacbe nenegativni, jo lahko kvadriramo in
dobimo neena¢bo

2% — 6z +9 > (2% + 22+ 1)(3 — 22),
ki jo preuredimo v neenacbo
22% + 22 — 10z + 6 > 0.

Oznagimo p(z) = 223 +22%—10z+6. Mozne celostevilske ni¢le polinoma p

so tedaj £1,+2,4+3 in £6. S pomocjo Hornerjevega algoritma ugotovimo,

da je 1 ni¢la polinoma p in velja p(z) = (z — 1)(z? + 22 — 3) = (z —

1)(x — 1)(z + 3). Ker je vodilni koeficient polinoma p pozitivno stevilo 2,

je vrednost p(x) pozitivna natanko tedaj, ko je x € (—3,1) U (1,00). Ce

zadnjo ugotovitev zrduzimo s pogojem z € (—1, %], dobimo kon¢no resitev
3

re(-LYU 3]



2. Dan je izraz
(1+i)(z—2-1)
z—1 '

f(z) =
a) Naj bo z # 1 kompleksno stevilo, za katero velja
|z —i—1] =1

Dokazi, da je f(z) ¢isto imaginarno kompleksno Stevilo.

b) Dolo¢i mnozico

A={z] f(z) =2},

RESITEV:

a) Naj bow = z—14i—1. Tedaj je z = 1+ i+ w, kjer je |w| =1 in
flz)= % Ulomek razsirimo s konjugirano vrednostjo imenovalca,

ki je enaka w — ¢ in dobimo

f(z) = A+ )(w—1)@—14) _ (1+49)(wd —iw - +1)

jw + 4> jw + 4>

Ker je ww = |w|? = 1, dobimo

A+ )1 +i—iw—w)  2—iw—iw0+w—
jw+i|? - lw+ i

fz) =

Ce upostevamo e, da je w + @ = 2Re(w) in w — w = 2iIm(w), velja

_2i(1 — Re(w) + Im(w)
flz)= [ + P

)

torej je f(z) res imaginarno Stevilo.

b) Iz enacbe f(23) = %ﬁfﬂ) = 2{ izratunamo

1+i
3 _
ST

:7;’

jus

torej je z = /1. Stevilo i zapiSemo v polarnem zapisu i = cos 5 +isin 3,

od koder dobimo

Z = CcOoS er%—ﬂ + 7sin E+2k—7r
B 6 3 6 3 )’

kjer je k = 0,1,2. Mnozica A je tako enaka

V3 1 V3 o1
A_{2+’2’_2+Z2’_Z :



3. Zaporedje ustreza rekurzivni zvezi a,1 = %
n

Dokazi, da zaporedje konvergira in in dolo¢i limito, ¢e je zacetni ¢len enak
a; = 2.

RESITEV:

Graf funkcije f(z) = 2 — 2, ki dolo¢a dano rekurzivno formulo (ap4+1 =
f(ay)), je hiperbola s polom pri = 0 in vodoravno asimptoto y = 2.
Presecisca grafa y = f(z) in premice y = 2 dobimo iz enacbe xz = 2 — %,
ki ima eno samo resitev x = 1. Iz grafitnega prikaza, se hitro vidi, da je
pri zacetnem ¢lenu a; > 1 zaporedje padajoce in navzdol omejeno z 1.

1. Z indukcijo dokazimo, da velja a,, > 1.

'n = 1": Po predpostavki je a; > 1.
'n = n + 1’: Denimo, da je a,, > 1. Tedaj je E% < 1, zato je apt1 =

2— i >2—1=1. S tem je indukcijski korak koncan.

2. 7 indukcijo dokazimo, da zaporedje pada, tj. an41 < an.

m=1": Veljaay = f(a1) = f(2) = 2 <2=a;.

'n = n + 1’: Denimo, da je ap+1 < a,. Ker na intervalu (0, 00) funkcija

f narasca in so ¢leni zaporedja veé¢ji od 1, dobimo anio = f(ant1) <
f(ayn) = an41, kar je bilo potrebno dokazati.

3. Iz tock 1. in 2. sledi, da obstaja limita a = lim,,_, s ay,. Ce v rekurzivni
formuli posljemo "n — 00”, dobimo ena¢bo a = f(a), ki ima edino resitev
a=1



4. Dana je mnozica
N={(z,) eR*|0<z<20<y<1}U{(z,y) eR* |1 <y <2 =2y}

a) Konstruiraj bijektivno preslikavo f: N — [0,1) x [0, 1].
b) Dokazi, da imata mnozici N in [—1,1] x (—1,1) enako mo¢.
RESITEV:

a) Mnozica N je unija 'pravokotnika’ P = [0, 2) %[0, 1] in 'polodprte’ daljice
D={(z,y) e R?* |1 <y <2, x=2y}. S preslikavo f(z,y) = (£,y) se
pravokotnik bijektivno preslika na ’kvadrat’ K = [0, 1) x [0, 1], daljica D pa
v daljico S = {(z,y) € R? | 1 <y < 2, x = y}. Definirajmo 8e bijektivno
preslikavo g mnozice K U S na zeljeni kvadrat @ = [0, 1) x [0, 1], ki je unija
diagonale L = {(x,y) € R? |1 <z < 1, x = y} in preostanka Q\ L. Tocke
(z,y) € K\ S = @\ L ’pustimo pri miru’, kar pomeni, da predpisemo
g(z,y) = (z,y), daljico S pa bijektivno preslikamo na daljico L tako, da za
tocke (z,y) € S predpiSemo g(x,y) = (5, %). Iskana bijektivna preslikava
je tedaj kompozitum F =go f: N — [0,1) x [0, 1].

b) Ker vemo, da sta poljubna intervala neni¢elne dolzine ekvipolentna,
obstajata bijekciji f1 : [0,1) — [-1,1] in f5 : [0,1] — (—=1,1). Zato lahko
definiramo bijektivno preslikavo G : [0,1) x [0,1] — [-1,1] x (=1,1) s
predpisom G(z,y) = (f1(x), f2(y)). Kompozitum preslikav F' in G je tedaj
bijekcija Go F : N — [—1,1] x (—1,1), kar pomeni, da imata mnozici N
in [-1,1] x (=1,1) enako mo¢.



