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Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Veliko uspeha!

Sedez (2.01)

Ime in priimek

1. naloga (25 tock)

Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe
322y%y" + 62%yy™? — 9xy'y? + 5y = 0.
Nasvet: oglej si funkcijo z = y*.
Pisimo y = 2. Tedaj je
y = AL in Y= A\ — 1) 222 AL
Pravkar izrac¢unano vstavimo v enac¢bo in dobimo
322 3NN — D22 222 — 92PN 45220 = 0.
V primeru, ko je A = %, dobimo Cauchy-Eulerjevo ena¢bo
222" — 3z + 52 = 0.
Resujemo jo z nastavkom z = z#. Karakteristi¢ni polinom je enak
p(p—1) =3u+5=p* —4p+5
z niclama f11 2 = 2 4. Splosna resitev Cauchy-Eulerjeve enacbe je torej enaka
z = Az® 4+ Ba¥' = 2?(Az' 4+ Bz %) = 2®(Acos(Inz) 4+ Bsin(In(z)).

Splosna resitev diferencialne enacbe iz naloge je

y = V/22(Acos(Inz) + Bsin(In(z)).

Vpisna Stevilka

M o w




2. naloga (25 tock)

Poisci tisto reSitev sistema diferencialnih enacb

. —tx . . —ty
r=——— in =<
212 Y= 2 2

ki zadosca z(1) =1 in y(1) = 2.
Mnozimo prvo enacho z x, drugo z y, da dobimo
T+ yy = —t.

7 integracijo dobimo
22+t = -2+ C.

Opazimo, da velja

Odtod sledi x = Dy. Upostvajmo zacetna pogoja in imamo D = % in C' = 6. Odtod sledi

6 — t2 . 6 — t2
in Yy =2 .
5 5)

€Tr =

Nalogo bi lahko resili tudi drugace. Eden od prvih integralov je enak x = Dy. Vstavimo v
prvo enacbo sistema in imamo

~ —Dty
(14 D?)y?
oziroma
. tdt
WETTypr
Z integracijo dobimo
42
2
=——+ F
4 1+ D2 +
in zato 9
D
2 2 2
= — t ED~.
T 1+ D2 +

7 upostevanjem zacetnih pogojev dobimo zgornjo resitev.



3. naloga (30 tock)

Naj bo G : R? — R funkcija razreda C?. Dokazi, da sta pripadajo¢i Euler-Lagrangeevi enacébi
funkcionalov

Iiy] —/abL(a:,y,y’) in Ly —/ab <L(a:,y,y’)+CZ:G(x,y)) dz.

enaki. Pois¢i vsaj eno ekstremalo funkcionala

2 1 N
Ily] = /1 <2wy’2 —y+e(y+ ﬂfy')) dr,

ki zadosca y(2) = —1.

Euler-Lagrangeeva enacba funkcionala I je enaka

Euler-Lagrangeeva enac¢ba funkcionala I pa je enaka

L+ (% (ia@,@) _ d% (Ly/ + aay, (dde(a;,y)>> . (1)

Ker je %G(m, y) = Gy + Gyy/, je Euler-Lagrangeeva enacba funkcionala I enaka

0 d 0
L — (G, N=_"1(L., . /
y+ay(G +ny) da:(y+8y’(G +ny))
oziroma
, d d
Ly + Gzy + nyy = %Ly/ + %Gy

Ker je %Gy = Gyo + Gyyy' in ker je Gy = Gye (zakaj), sta Euler-Lagnrangeevi enacbi funkci-
onalov Iy in Is res enaki.

Konkretni primer bo sledil direktno iz pravkar dokazanega (ali pa ¢e napisemo Euler-Lagrangeevo
enacbo za Iy in jo re§imo), saj je e™¥(y + xy’) = %(exy). Torej, i8¢emo ekstremalo funkcionala

2
1
Li[y) =/ (52" = y)da,
1
ki ustreza y(2) = —2. Euler-Lagrangeeva enacba funkcionala I se glasi
d
—1=—(xv).
72 (@)
Vidimo, da lahko enacbo direktno integriramo. Dobimo zy + z = C oziroma y' = % — 1.

Splosna resitev je enaka y = Clnz — x + D. V krajis¢u x = 1 imamo prost geometrijski pOgOJ,
kar pomeni, da ekstremala zadosca L,/ (1) = (zy’ + ze™)(1) = 0. Torej je

y'(1) 4+ evM =0

oziroma C' +eP~1 =0. V2 =2 velja —1 = CIn2 — 2+ D oziroma CIn2+ D = 1. Eno od iskanih
reSitev sistema enacb za C' in D uganemo. Dobimo C'= 0 in D = 1. Ena od ekstremal je torej
enaka y =1 — x.



4. naloga (20 tock)

Naj bo A = [a;;]}';—; € R™" realna konstantna matrika velikosti n x n in

T T a1171

) ) 2272
frg A —

T, Tn AnnTn

linearen homogen sistem diferencialnih ena¢b. Dolo¢i potreben in zadosten pogoj, da za poljubno
resitev & zgornjega sistema lim;_, o, & obstaja. V primeru, ko lim;_,~, Z(t) obstaja, dolo¢i splosno
reSitev zgornjega sistema.

Sistem diferencialnih enacb lahko prepisemo v sistem z= BZ, kjer je

b — ) @i i
YL 0 =g

Predpostavimo, da obstaja lim;_,o Z(t) za poljubno resitev sistema iz naloge in naj bo B =
PJP~! Jordanska forma matrike B.

Ker limita iz naloge obstaja za poljubno resitev, ima vsaka lastna vrednost matrike B nepo-
zitiven realni del. Ker je sled matrike B enaka 0, je realni del vsake lastne vrednosti enak 0.
Torej so lastne vrednosti matrike B nicelne in/ali imaginarne. Naj bo sedaj A = iu poljubna
imaginarna lastna vrednost matrike B in vy, v zaporedoma lastna vektorja matrike B glede na A
in \. Tedaj Re(v1 +wv2) cos(ut) in Im(vy +ve) sin(ut) tudi resita sistem. Odtod pa sledi, da limita
iz naloge ne more obstajati za poljubno resitev sistema. Torej je matrika B nilpotentna. Ce ni
diagonalizabilna, ima vsaj eno netrivialno Jordansko kletko in limita zopet ne more obstajati.
Torej je B nilpotentna in diagonalizabilna, kar pomeni, da je B = 0 in zato je A diagonalna
matrika. V tem primeru je splosni vektor konstant splosna resitev sistema. Velja tudi obratno.
Ce je matrika A diagonalna, se sistem iz naloge glasi Z = 0. Splosna resitev tega sistema je
splosni vektor konstant in zadoS¢a pogoju naloge.



