1. kolokvij iz diskretne matematike
Ljubljana, 22. april 2005

1. Resi naslednjo rekurzivno nehomogeno enacho
(pt3 + Apy2 — 5an+1 + 3a, = 16

pri zacetnih pogojih ag = 0, a; = 10 in ay = 8.

Resitev. Najprej resimo homogeni del. Karakteristi¢ni polinom je:
Q) =X+ X =5x+3=A—1>*\+3).
Splosna homogena resitev je torej.
a’ = A+ Bn+C(-3)", ABCEcR

Pois¢imo Se partikularno resitev. Ker je 16 = 16(1)™ in je 1 dvojna ni¢la karakteristicnega
polinoma Q(\), je ustrezen nastavek za partikularno resitev b, = Dn? Tega vstavimo v
zacetno rekurzivno enacbo in dobimo

(D(n+3)) + (D(n+2)?) —5D(n +1)* + 3Dn? = 16,
8D = 16,
D=2

Splosna resitev je torej:
an =2n*+ A+ Bn+C(-3)", A BCcR.
Upostevamo Se zacetne pogoje in dobimo naslednji sistem enacb:

0=A+C,
10=2+ A+ B—3C,
8 =8+ A+2B+9C,

ki ima resitev A =1, B =4,C = —1. Torej:
ap = 2n% + 1+ 4dn — (=3)™
Resitev lahko enostavno preverimo tako, da jo vstavimo v zacetno rekurzivno enacbo.

2. Dan je graf G.

(a) Ali graf vsebuje Hamiltonov cikel? Kaj pa Hamiltonovo pot?
(b) Z najmanj koliko potezami lahko narises graf G. Katere so te poteze?

(c) Najdi kak graf, ki ima isto grafovsko zaporedje, ni pa izomorfen grafu G.
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Resitev. Graf ostevil¢imo. 13
(a) Graf ni Hamiltonov, ker ¢e odstranimo tocke 2,4,7,10,12 razpade na 6 komponent.
Ima pa Hamiltonovo pot, ki je oznacena na sliki.

(b) Grafima 8 tock lihe stopnje, kar pomeni, da se ga ne da narisati z manj kot 4 potezami.
Dolo¢imo te 4 poteze. Najprej dodamo pomozne povezave in dobimo spodnji graf
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Ta graf je Eulerjev, saj je povezan in vse tocke imajo sodo stopnjo. S pomocjo al-
goritma za iskanje Eulerjevega obhoda najdemo Eulerjev obhod. Najprej poiséemo

”blodece” obhode.
1-4-9-12—-13-10—-5-2-1
1-13—-11-7—-3-1
5-9—-8—-7-6—-2—-3-4—-8-12—-11-10—-6-5

Dobljene obhode zdruzimo v Eulerjev obhod

1-4-9-12-13-10-5-9—-8—-7—-6—2—-3—-4—8—
-12-11-10-6—-5-2—-1-13—-11-7—-3—-1
Iskane poteze so:
§—-7—-6—-2—-3—-4-8—-12—-11-10—-6
5—2—-1-13
11-7-3
1-4-9-12-13-10—-5-9
(¢) Npr. v grafu povezavo 5-9 prevezemo na 5-1, povezavo 1-13 pa na povezavo 13-9. S

tem dobimo graf z istim grafovskim zaporedjem. Originalni graf nima trikotnika, novi
graf pa ga ocCitno ima. Zato sta grafa neizomorfna. Da originalni graf nim trikotnika

3. Naj bo a,,, Stevilo vseh matrik velikosti n X m iz nicel in enic, ki imajo v vsaki vrstici in
vsakem stolpcu vsaj ena enico. Dokazi enakost

Uy, = i(—w (Z) (27— 1)m,

k=0



Nasvet: izracunaj najprej stevilo vseh matrik, ki imajo v vsakem stolpcu vsaj eno enico.
Nato si lahko pomagas s pravilom vkljucitev in izkljucitev.

Resitev. Upostevajmo namig. Stevilo vseh matrik, ki imajo v vsakem stolpcu vsaj eno
enico je N = (2" — 1)™. Za vsak stolpec namre¢ lahko izberemo vsa mozna zaporedja
iz 0 in 1, razen tistega, ki ima same nicle, izbori v posameznih stolpcih pa so med sabo
neodvisni. Definirajmo:

A; .. .mnozica vseh matrik, ki imajo v vsakem stolpcu vsaj eno enico in imajo v i-ti vrstici

same nicle. O¢itno velja
n

A4l

=1

U = N —

Po nacelu vkljucitve in izkljucitve velja:

a n:N_Z(_1>k+l Z

— (@ —1)" - i(—nkﬂ (Z) 2k —1)m

N
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k=1
=St -
k=0
Pri tem smo upostevali, da je
'ﬂA (2nF — 1),
i€l

saj zgornji presek oznacuje vse matrike z vsaj eno enico v vsakem stolpcu in k& nic¢elnimi
vrsticami. Upostevali smo tudi, da je izborov indeksne mnozice I z mocjo |I| = k ravno
(5):

. Naj bo u poljubna tocka 3-povezanega grafa G. Pokazi, da graf G — u vsebuje cikel C,
tako da je G — V(C') povezan.

S protiprimerom pokazi Se, da samo zahteva, da je G — u 2-povezan, brez zahteve, da je
G 3-povezan, ni dovolj.

Resitev. Uporabimo izrek, ki pravi, da za vsak 3-povezan graf G razlicen od K, obstaja
povezava e, da je G/e 3-povezan. Dokaz bomo izvedli z indukcijo po velikosti grafa.
Vzamimo poljuben 3-povezan graf G. Ce je G = Kj, je trditev o¢itno resni¢na. Sicer
naj bo u poljubna tocka grafa G. Po omenjenem izreku obstaja povezava e, da je G/e
3-povezan. Denimo najprej, da u ¢ e. Potem po indukcijski predpostavki velja trditev za
G/e in tocko u € G//e. Obstaja cikel C' v G/e, ki ne gre skozi tocko u in G /e — C povezan.
Ce C ne gre skozi tocko, ki je dobljena s skréitvijo e, je C iskani cikel v G. Sicer ustrezen
cikel v G dobimo tako, da vzamemo povezave C' ter dodamo povezavo e in tako dobimo
cikel C" € G. Ker je v tem primeru G —C" = G/e — C, je C' iskani cikel. Recimo sedaj, da
je u € e. Ce skréimo e, po indukcijski predpostavki obstaja cikel C, ki ne gre skozi tocko
dobljeno iz povezave e in G/e — C' je povezan. Ce bi bil G — C nepovezan, potem bi moral
biti (G —C')/e prav tako nepovezan. Ker pa C ne gre skozi e, velja (G—C) /e = (G/e—C),
protislovje.

Protiprimer je npr. graf Kj4, kjer je u katera koli tocka stopnje 2. Ce odstranimo tako
tocko, dobimo Ks 3, ki je o¢itno 2-povezan (npr. preverimo, da sta vsaki dve povezavi na
skupnem ciklu). V tem grafu od ciklov obstajajo le 4-cikli, saj mora vsak cikel izmeni¢no
potovati med obema particijama, ena particija pa ima le 2 tocki. Poleg mora biti zaradi
dvodelnosti vsak cikel sode dolzine. Ce kak tak cikel odstranimo iz K4, ta razpade na
dve izolirani tocki.



