Osnove kombinatornega preStevanja
Oznake: N, = {0,1,2, ...}, N={1,2,3, ...}

Stevilo elementov (mo¢) kon¢ne mnoZice A oznac¢imo z |A|.
Padajoca potenca: x"- = produkt ¢ <= <=1 (X - k) (n iz N)
Rastoca potenca: x" = produkt g <-x<- .1 (X + k) (n iz N)
Binomski koeficient: (x nad k) = x*~ / k! (k iz Np)

(xnad k) =0 (kiz -N)

Definicija. Stirlingovo Stevilo 2. vrste S(n,k) je Stevilo razdelitev (particij) mnoZice moci n na
k nepraznih blokov.

Rekurzivna enacba za Stirlingova Stevila 2. vrste: Za n, k >=1 je
S(n,k) = S(n-1,k-1) + k S(n-1,k).

Definicija. Bellovo Stevilo B, je Stevilo vseh razdelitev (particij) mnoZice moc¢i n na neprazne
bloke. Velja: B, = vsota g <= k <= n S(n,k).

Rekurzivna enacba za Bellova Stevila: Za n >= 0 je
B,+1 = vsota g <=k <=, (n nad k) B.
Dvanajstera pot

PreStevamo preslikave iz mnoZice A v mnoZico B, kjer je |A| = n in |B| = k. Pri tem lo¢imo 4
primere glede na to, ali elemente mnoZice A oziroma elemente mnoZice B razlikujemo med
seboj ali ne, in 3 primere glede na to, ali preStevamo vse preslikave, injektivne preslikave ali
surjektivne preslikave. Rezultate prikazuje tabela:

||elemente A ||elemente B ||vse preslikave injekcije |Isurjekcije
||razlikujemo “‘azlikujemo W{" k" ||S( nk) k!
||ne razlikujemo |kazlikujemo |kn +k-1 nad n) k nad n) |kn-1 nad n-k)
azlikujemo e razlikujemo sota g<=j<=n S(n,j) |{ 1, Ce k>=n (n,k)
{0, sicer
e razlikujemo e razlikujemo sota g<=j<=np(n,j) |{ 1, Ce k>=n (n,k)
{0, sicer




Definicija. Razclenitev ali particija naravnega Stevila n na k ¢lenov je urejena k-terica
naravnih stevil [ = (I3, L, ..., li), za katera velja:

1. I, +l2+...+lk=n,
2. I1>=L>=..>=[>=1.

Stevilo raz¢lenitev Stevila n na k €lenov oznacimo s p(n,k), Stevilo vseh raz¢lenitev Stevila n
pa s p(n). Velja: p(n) = vsota g <=k <= n p(n,k).
Rekurzivna enacba za Stevila p(n,k): Zan >=k>=1 je

p(n,k) = p(n-1,k-1) + p(n-k,k).
Zgled uporabe dvanajstere poti:

Definicija. Urejena razclenitev ali dekompozicija naravnega Stevila n na k ¢lenov je urejena
k-terica naravnih Stevil | = (I3, I, ..., I), za kateraje I; +I; + ... + [k =n.

Trditev.
1. Stevilo dekompozicij Stevila n na k €lenov je enako (n-1 nad n-k).
2. Stevilo dekompozicij tevila n je enako 1, e je n = 0, oziroma 2™, ¢e je n >= 1.

Definicija. Lahovo Stevilo L(n,k) je Stevilo razdelitev (particij) mnoZice moci n na k linearno
urejenih nepraznih blokov.

Trditev. L(n,k) = n!/k! (n-1 nad n-k).

Definicija. Stirlingovo stevilo 1. vrste s(n,k) je Stevilo razdelitev (particij) mnoZice moci n na
k cikli¢no urejenih nepraznih blokov.

Rekurzivna enacba za Stirlingova Stevila 1. vrste: Za n, k >=1 je
s(n,k) = s(n-1,k-1) + (n-1) s(n-1,k).

Stirlingova in Lahova Stevila igrajo vlogo povezovalnih koeficientov med bazami prostora
polinomov, ki jih sestavljajo navadne, padajoce in rastoCe potence. Veljajo naslednje zveze:

a) X" = vsota g <- k<= n S(n,k) X

b) X" = vsotag <=k <= L(n,k) X*-

C) X" = vsotag«-k <= S(n,k) X*

a") X" = vsota g <= k<= (-1)"* S(n,k) x*
b") x™ = vsotag <= k<=n (-1)"*L(n,k) x*

') X~ = vsota g <= k<= (-1)"*s(n,k) x*

Definicija. Permutacija mnoZice A je bijekcija mnoZice A vase.

Vse permutacije mnoZice A z operacijo komponiranja sestavljajo grupo S(A), ki jo imenujemo
simetricna grupa mnoZice A. Simetri¢no grupo mnoZzice {1,2,...,n} oznac¢imo tudi S,. Velja: |S,|
=nl.

Razcep permutacije na disjunktne cikle nam pokaZe, da so permutacije iz S, v bijektivni zvezi
z razdelitvami mnoZice {1,2,...,n} na neprazne ciklicno urejene bloke. Torej je Stevilo
permutacij iz S, z natanko k cikli enako s(n,k) in velja: vsota g <=k <= S(n,k) = n!.



Definicija. MnoZica s ponovitvami ali multimnozZica je preslikava m neke kon¢ne mnoZice A
v mnoZico naravnih Stevil Ny. Za element a iz A imenujemo Stevilo m(a) kratnost elementa a v
multimnoZici m. Mo¢ multimnoZice m: A -> Njje vsota kratnosti vseh elementov mnoZice A.
Oznacimo jo |m|.

Definicija. Permutacija multimnoZice m: A -> Ny, kjer je [m| = n, je urejena n-terica (x;,
X, ..., Xn), v kateri vsak a iz A nastopa natanko m(a)-krat.

Izrek. Stevilo vseh permutacij multimnoZice m: A -> N, kjer je |A| = r in |m| = n, je enako
(n nad k1, kg, veey kr) = n’/(k1’ kz’ kr.’),

kjer je ki kratnost i-tega elementa mnoZice A v multimnoZici m. Stevilo (n nad ki, k, ..., k)
imenujemo multinomski koeficient.

Multinomski izrek. (x; + x; + ... + x,)" = vsota (n nad ky, ks, ..., k) x;*; x> ... x.*,

kjer v vsoti na desni seStevamo po vseh urejenih r-tericah (ki, ko, ..., k) iz N/, za katere je k; +
k2+... +kr=n.



