
L(p, q)-barvanjeRok Erman2. 11. 2006PovzetekPri navadnem barvanju to£k grafa je pomembno, da sta sosednji to£ki razli£nopobarvani. Torej smo upo²tevali le to£ke na razdalji ena. Mi pa bomo obravnavalibarvanja pri katerih se bodo barve to£k morale razlikovati, ne le na razdalji ena,ampak tudi na ve£jih razdaljah. Obstaja ve£ razli£nih koneptov za taka barvanja.Mi si bomo ogledali L(p1, . . . , pk)-barvanja. Podrobneje bomo obravnavali taka bar-vanja za ikle, poti in drevesa. Poiskali bomo zgornjo mejo za razpon nekega grafa Gin pokazali tesno povezavo med na²im barvanjem in NP-polnim problemom Hamil-tonske poti.1 De�niije.Imejmo kon£en graf G in nenegativna ela ²tevila p1, . . . , pk. L(p1, . . . , pk)-barvanje(L(p1, . . . , pk)-labeling) grafa G je barvanje njegovih to£k pri £emer morata to£ki narazdalji i ≤ k imeti barvi razli£ni vsaj za pi. S simboli zapisano to pomeni
L(p1, . . . , pk) : V (G) → N ∪ {0}in £e sta to£ki u in v na razdalji d(u, v) = i, mora veljati

|L(p1, . . . , pk)(u) − L(p1, . . . , pk)(v)| ≥ pi.Razpon (span) L(p1, . . . , pk)-barvanja je razlika med najve£jo in najmanj²o barvo.Tukaj velja omeniti, da lahko lahko brez izgube za splo²nost najmanj²o barvovedno postavimo na ni£, kar se ve£inoma kar privzame. To je o£itno, saj lahko odpoljubnega L(p1, . . . , pk)-barvanja od²tejemo najniºjo barvo in tako dobimo barvanjez najniºjo barvo ni£. Tako razpon postane najve£ja barva v na²em grafu. Na² iljje seveda najti L(p1, . . . , pk)-barvanje z najmanj²im moºnim razponom.Najmanj²i moºen razpon ozna£imo z λp1,...,pk
(G) ali λ(G; p1, . . . , pk). Tako

L(p1, . . . , pk)-barvanje imenujemo razdaljno barvanje.Uporaba v telefoniji. Ta in podobna barvanja so se pojavila kot model zadodeljevanje frekven radio oddajnikom ali antenam za mobilna omreºja. Oddajnikepredstavimo kot to£ke v grafu in tiste, ki so zelo blizu poveºemo s povezavami.Najve£ interferene seveda povzro£ijo oddajniki, ki so zelo blizu manj pa tisti, ki sodale£ narazen. Zakup frekven£nega pasu je seveda drag in tako i²£emo £im manj²ifrekven£ni pas, tako da se frekvene bliºnjih oddajnikov zelo razlikujejo, frekvenetistih ki so blizu a ne zelo blizu pa se razlikujejo le nekoliko. Tako razmi²ljanje nasvodi prav do de�niije razdaljnega barvanja, kot smo ga opisali zgoraj.1



Povezava z navadnim barvanjem. Razdaljna barvanja so povezana z navad-nim baravnjem. �e je k = 1 in p1 = 1 je to navadno barvanje in velja λ(G; 1) =
χ(G) − 1. �e je reimo p1 = . . . = pk = 1 se na² problem prevede na navadnobarvanje k-te potene na²ega grafa G. Spomnimo se, da je k-ta potena grafa G graf
Gk za katerega velja:

V (Gk) = V (G) in uv ∈ E(Gk) ⇔ dG(u, v) ≤ k.Torej povezava uv je v grafu Gk £e velja da sta to£ki u in v v grafu G na razdaljimanj²i ali enaki k. Tako velja λ(G; p1, . . . , pk) = χ(Gk) − 1.2 Hipoteza ∆2Ve£ina raziskovanja se dela na osnovnem primeru, ko je p1 = 2 in p2 = 1, torej
L(2, 1)-barvanje. Ena najpomembnej²ih hipotez na tem podro£ju, ki sta jo postavilaGriggs in Yeh [1℄:Hipoteza 1 Vsak graf G z maksimalno stopnjo ∆ ≥ 2 ima L(2, 1)-barvanje z ob-segom najve£ ∆2.Hipoteza ²e vedno ni ne potrjena ne ovrºena skoraj petnajst let po njeni objavi.Uspe²no so jo dokazali za nekatere posebne razrede grafov kot so ravninski gra� znajvi²jo stopnjo ∆ 6= 3, Hamiltonski gra�, gra� z najvi²jo stopnjo dva in drugi.Gonçalves [2℄ pa je postavil trenutno najbolj²o zgornjo mejo ∆2 + ∆ − 2.Naslednji korak v raziskovanju je bil prehod na realna ²tevila. V praksi sevedani nobenega razloga, da bi razlika frekven bila elo²tevilska. Tako de�niramo

L(p1, . . . , pk) : V (G) → [0,∞) za p1, . . . , pk ∈ R.Ostale de�niije pa ostanejo enake.Tukaj opazimo lastnost razmerja (saling property):Trditev 1 Za vsako realno ²tevilo α > 0 velja:
αλ(G; p1, . . . , pk) = λ(G;αp1, . . . , αpk).Dokaz. Naj bo f L(p1, . . . , pk)-barvanje grafa G z razponom λ(G; p1, . . . , pk). �ega pomnoºimo z α o£itno dobimo L(αp1, . . . , αpk)-barvanje f ′ z najmanj²im moºnimrazponom αλ(G; p1, . . . , pk), saj smo najve£jo barvo pomnoºili z α. �e razpon nebi bil najmanj²i moºen bi imeli barvanje z manj²im razponom, ki bi ga delili z α indobili L(p1, . . . , pk)-barvanje z manj²im razponom, kar pa je protislovje. Dokaz vdrugo smer je identi£en, le da sedaj delimo z α.V posebnem £e je k = 2 lahko vrednost λ(G; p1, p2) povsem dolo£imo ºe s funkijoza p2 = 1. Torej lahko za ²tudij L(p, q)-barvanj ²tudiramo kar L(x, 1)-barvanja.Griggs in Jin [3℄ sta dokazala, da je λ(G;x, 1) zvezna odeskoma linearna funkija.Dokaºimo sedaj prvo zgornjo mejo za razpon, ki sta jo postavila Griggs in Yeh [1℄:Trditev 2 Naj bo G graf z najvi²jo stopnjo ∆. Potem velja λ(G; 2, 1) ≤ ∆2 + 2∆.2



Dokaz. Poljubno uredimo to£ke grafa in jih po vrsti barvamo z najniºjo dovoljenobarvo. To£ka v ∈ V (G) ima najve£ ∆ sosedov in tako najve£ ∆(∆ − 1) to£k narazdalji dva. Ko ºelimo pobarvati v je tako prepovedanih najve£ 3∆+∆2 −∆ barv.Torej je razpon kve£jemu ∆2 + 2∆, saj za£nemo z barvo 0 in imamo tako na voljo
∆2 + 2∆ + 1 barv.O£itna spodnja meja pa je ∆ + 1, ki jo doseºemo z grafom K∆,1 za ∆ ≥ 2.Kon£na projektivna ravnina reda n je mnoºia n2 + n + 1 to£k s slede£imi last-nostmi:

1. Poljubni dve to£ki tvorita premio,
2. Poljubni dve premii se sekata v eni to£ki,
3. V vsaki to£ki se seka n + 1 premi in
4. Vsaka premia vsebuje n + 1 to£k.Taka projektivna ravnina obstaja £e je n potena pra²tevila. Znana hipotezapravi, da so to edine kon£ne projektivne ravnine, ki obstajajo. Dokaz te hipoteze paje eden izmed pomembnej²ih nere²enih problemov v diskretni matematiki.Pravimo, da je graf G iniden£ni graf projektivne ravnine Π(n) reda n, £e je

G = (A,B,E) dvodelen graf, da velja
(1) |A| = |B| = n2 + n + 1,
(2) vsak a ∈ A predstavlja to£ko pa v Π(n) in vsak b ∈ B predstavlja premio

lb v Π(n),
(3) E = {{a, b} : a ∈ A, b ∈ B tako da velja ta ∈ pbvΠ(n)}.

Slika 1: Kon£na projektivna ravnina reda 2 (Fanova ravnina)Iz de�niije Π(n) vemo, da je tak G (n + 1)-regularen. Za vsak x, y ∈ A je
dG(x, y) = 2 in za vsak u, v ∈ B je dG(u, v) = 2. Prav tako, £e a ∈ A in b ∈ B nistasosednja, sta na razdalji dG(a, b) = 3. V [4℄ imamo slede£i izrek.Trditev 3 �e je G = (A,B,E) iniden£ni graf projektivne ravnine reda n je λ(G; 2, 1) =
n2 + n = ∆2 − ∆, kjer je ∆ = n + 1 maksimalna stopnja grafa G.
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Dokaz. Pokaºimo najprej spodnjo mejo. V A imamo n2 + n + 1 to£k in poljubnidve sta na razdalji dve. Torej morata poljubni dve to£ki biti pobarvani razli£no.Torej potrebujemo razpon enak vsaj n2 + n = ∆2 − ∆.Pomoºna de�niija: Prirejanje (mathing) grafa G je mnoºia disjunktnih povezav,torej mnoºia povezav, za katero velja, da poljubni dve povezavi nimata skupneto£ke. Popolno prirejanje (perfet mathing) je prirejanje z n
2
povezavami torej na-jve£je moºno. To seveda pomeni, da imajo lahko le gra� s sodo mnogo to£kamipopolna prirejanja.Lema 4 (Hallov kriterij): Naj bo A neka mnoºia to£k, potem je mnoºia N(A)mnoºia sosedov to£k iz A. Dvodelen graf G s partiijama X in Y ima popolnoprirejanje natanko tedaj ko velja |N(A)| ≥ |A| za vse podmnoºie A ⊂ X. Brezdokaza.Za zgornjo mejo si oglejmo komplementarni dvodelen graf G′ = Kn,n − E(G). Tagraf je dvodelen in n2 regularen, saj je G n + 1-regularen. Pogoj Hallovega kriterijaje torej izpolnjen, torej ima G′ popolno prirejanje. To pomeni, da imamo n2 + n + 1povezanih parov to£k. Graf je dvodelen torej ima vsak tak par eno to£ko v A indrugo v B. Vsakega od teh parov to£k lahko v originalnem grafu G pobarvamo zisto barvo, saj tam te to£ke niso povezane in hkrati niso na razdalji dve. Iz dokazaspodnje meje vidimo, da bo barvanje pravo, £e bodo te barve paroma razli£ne intako smo dokazali ²e zgornjo mejo.3 Barvanja poti, iklov in drevesPoglejmo si sedaj L(2, 1)-barvanja za poti, ikle in drevesa.Trditev 5 Naj bo Pn pot na n to£kah. Potem velja:

(i) λ(P2; 2, 1) = 2;
(ii) λ(P3; 2, 1) = λ(P4; 2, 1) = 3;

(iii) λ(Pn; 2, 1) = 4 za n ≥ 5.Dokaz. (i) O£itno. (ii) Barvanji: 0, 3, 1 in 1, 3, 0, 2 Poti dolºine tri ne moremo
L(2, 1)-pobarvati s tremi barvami, saj moramo P2 pobarvati z najmanj dvema. Pre-ostala tretja barva pa ne more biti sosednja nobeni ºe pobarvani to£ki. (iii) Potbarvamo z barvami v tem vrstnem redu: 1, 3, 0, 2, 4, . . . P5 pa se ne da pobarvati s²tirimi barvami saj imamo v mnoºii {0, 1, 2, 3} le tri moºne pare za sosednje to£ke
(0, 2), (0, 3) ter (1, 3), kar pa ni dovolj, da bi sestavili pot dolºine pet.Trditev 6 Naj bo Cn ikel na n to£kah. Potem je λ(Cn; 2, 1) = 4 za katerikoli n.Dokaz. Za n = 3, 4 je zelo lahko pokazati trditev. Naj bo sedaj n ≥ 5. Vsakikel dolºine vsaj pet vsebuje kot podgraf pot dolºine pet. Za to pa ºe vemo, da imarazpon λ(P5; 2, 1) = 4 iz prej²nje trditve. Torej imamo spodnjo mejo λ(Cn; 2, 1) ≥ 4,sedaj pa ºelimo dokazati, da velja ²e λ(P5; 2, 1) ≤ 4. Dovolj je torej pokazati, da4
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1 3 0 2 4Slika 2: L(p, q)-barvanje potiobstaja L(2, 1)-barvanje ikla s petimi barvami. Uredimo to£ke ikla v0, . . . , vn−1kot se nahajajo na iklu, torej vi je sosednja z vi+1, 0 ≤ i ≤ n − 2 in v0 je sosednjaz vn−1. De�nirajmo barvanje:(1) �e je n ≡ 0 (mod 3) naj bo
f(vi) =







0, £e i ≡ 0 (mod 3);
2, £e i ≡ 1 (mod 3);
4, £e i ≡ 2 (mod 3).(2) �e je n ≡ 1 (mod 3) prede�niramo kone barvanja iz (1) tako:

f(vi) =















0, i = n − 4;
3, i = n − 3;
1, i = n − 2;
4, i = n − 1.(3) �e je n ≡ 2 (mod 3) prede�niramo kone barvanja iz (1) tako:

f(vi) =

{

1, i = n − 2,
3, i = n − 1.

f je o£itno L(2, 1)-barvanje ikla Cn za vsak n. Torej λ(Cn; 2, 1) ≤ 4 in s tem jena²a trditev dokazana.Trditev 7 Naj bo T drevo z najve£jo stopnjo ∆ ≥ 1. Velja
∆ + 1 ≤ λ(T ; 2, 1) ≤ ∆ + 2.Dokaz. Ker T vsebuje K∆,1, vemo da velja λ(T ; 2, 1) ≥ ∆ + 1. Zgornjo mejo padobimo s poºre²nim algoritmom. Najprej uredimo to£ke V (G) = {v1, . . . , vn} tako,da za vsak i > 1 velja vi je sosednja le z to£ko eno iz {v1, . . . , vi−1}. To je moºno, sajje T drevo. Pobarvajmo v1 z barvo ni£. Sedaj po vrsti barvamo to£ke z najmanj²omoºno barvo. V i-tem koraku je to£ka vi sosednja z eno vj , j < i in za dva oddaljenaod najve£ ∆ − 1 to£k. To da skupaj najve£ ∆ + 2 prepovedi, mi pa imamo ∆ + 3barv. 5



Slika 3: n ≡ 0 (mod 3) Slika 4: n ≡ 1 (mod 3) Slika 5: n ≡ 2 (mod 3)Oglejmo si ²e eno zanimivo povezavo med razdaljnim barvanjem in iskanjemHamiltonske poti.Trditev 8 Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
(1) Obstaja injekija f : V (G) → [0, |V | − 1], da velja |f(u) − f(v)| ≥ 2 za vsakopovezavo u, v ∈ E(G);
(2) Gc ima Hamiltonsko pot.Dokaz. (1) ⇒ (2): Naj bo f injekija kot v (1). Ker je f injektivna obstaja inverz

f−1. Uredimo to£ke V (G): vi = f−1(i), 0 ≤ i ≤ |V | − 1. Potem je vi sosednja vi+1v Gc za 0 ≤ i ≤ |V | − 1. Torej je pot v0v1 . . . v|V |−1 Hamiltonska pot v Gc.
(2) ⇒ (1): Naj bo P = v0, v1 . . . v|V |−1 Hamiltonska pot v Gc. De�niramofunkijo f : V (G) → [0, |V | − 1] f(vi) = i, 0 ≤ i ≤ |V | − 1. f je o£itno injektivna.Naj bo sedaj {t, u} ⊆ V (G). Velja f(t) = f(vi) = i in f(u) = f(vj) = j za neka i, jhkrati pa velja ²e |i − j| ≥ 2, saj t in u nista povezani v Gc. Torej je f injekija, kijo potrebujemo.Zaklju£ekPovedali smo kaj je razdaljno barvanje in zakaj je pomembno pri dolo£anju frekvenoddajnikov. Sedaj to£no poznamo L(2, 1)-barvanja poti, iklov, dreves in ini-den£nih grafov projektivnih ravnin. Nakazali smo pomembno hipotezo ∆2 in pokazali,da mora biti dejanska meja blizu ∆2. Ugotovili smo tudi, da je razdaljno barvanjeteºak problem, torej NP poln. Brale, ki ga zanima ve£, si lahko ogleda £lanek [5℄.Tam je natan£no obdelano L(x, 1)-barvanje posebne druºine Kneserjevih grafov, kijih dobimo kot komplement povezavnega grafa na polnem grafu Kn.
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