
Realna barvanja grafov s pogoji na razdaljahMotivaija - Problem dodeljevanja frekven:Postaviti ºelimo mreºo radijskih oddajnikov. Pri tem poznamo lokaijo vsakega odda-jnika. Oddajnikom moramo dodeliti frekvene, v katerih bodo oddajali. Vemo, da semorajo frekvene bliºnjih oddajnikov razlikovati za neko �ksno ²tevilo, sier bi se medsabo motili. Bliºje kot sta si dva oddajnika, ve£ja mora biti razlika med njunima frekven-ama. Poleg tega ºelimo dose£i, da je razlika med najve£jo in najmanj²o frekveno £immanj²a.Navadna in realna barvanja:Pri navadnih barvanjih moramo graf obarvati tako, da so sosednja vozli²£a razli£ne barve.Zanima pa nas predvsem kromati£no ²tevilo grafa, torej najmanj²e ²tevilo barv, ki jih zatako barvanje potrebujemo.Pri realnih barvanjih imamo dana nenegativna ²tevila k1, k2, . . . , kp. Vozli²£a grafa oz-na£ujemo (barvamo) z realnimi ²tevili. Graf moramo obarvati tako, da se oznake vozli²£,ki so v grafu G na razdalji i, med seboj razlikujejo za vsaj ki. Zanima pa nas predvsemrazlika med najve£jo in najmanj²o oznako v grafu. Na² ilj je to razliko minimalizirati.De�niija in oznake:Naj bo G kon£en graf in ki; i = 1, . . . , p nenegativna realna ²tevila. L(k1, . . . , kp)-barvanjegrafa G je taka funkija f : V (G) → [0,∞), da za vsaki dve vozli²£i u in v, ki sta v grafu
G na razdalji i; i = 1, . . . , p, velja |f(u) − f(v)| ≥ ki.Mnoºio vseh L(k1, . . . , kp)-barvanj grafa G ozna£imo z L(k1, . . . , kp)(G).�tevilo max{|f(u)−f(v)|; u, v ∈ V (G)} imenujemo razpon barvanja f . In�mum razponovpo vseh barvanjih iz L(k1, . . . , kp)(G) ozna£imo z λ(G; k1, . . . , kp).Mnoºio vseh linearnih kombinaij Σp

i=1
aiki z nenegativnimi elimi koe�ienti ai ozna£imoz D(k1, . . . , kp).

L(k1, . . . , kp)-barvanje je optimalno, £e je njegov razpon enak λ(G; k1, . . . , kp).D-Set Theorem:Naj bo G kon£en graf in ki; i = 1, . . . , p nenegativna realna ²tevila. Tedaj obstaja opti-malno L(k1, . . . , kp)-barvanje f pri katerem je najmanj²a oznaka enaka 0 in vse oznake pri-padajo mnoºii D(k1, . . . , kp). Torej tudi λ(G; k1, . . . , kp) pripada mnoºii D(k1, . . . , kp).Za vsako oznako in razpon f velja Σp
i=1

ai ≤ |V (G)|.Ta izrek nam zagotavlja obstoj optimalnega barvanja, ki ima poleg tega ²e oznake lepeoblike. Zaradi tega izreka so elo²tevilska barvanja kompatibilna z realnimi barvanji.Saling Property:Za kon£en graf G in realna ²tevila d, ki ≥ 0; i = 1, . . . , p velja
λ(G; d · k1, . . . , d · kp) = d · λ(G; k1, . . . , kp).Ostale lastnosti λ(G; k1, . . . , kp):

• λ(G; k1, . . . , kp) je zvezna kosoma linearna funkija spremanljivk ki; i = 1, . . . , p izkon£nega ²tevila kosov z nenegativnimi elimi koe�ienti.1



• Zaradi zveznosti je dovolj dolo£iti λ(G; k1, . . . , kp) za raionalne ki, zaradi SalingProperty pa je dovolj dolo£iti λ(G; k1, . . . , kp) za elo²tevilske ki.
• Primer p = 2:Vemo ºe, da je dovolj dolo£iti λ(G; k1, k2) za elo²tevilske k1 in k2. Zaradi SalingProperty pa lahko funkijo λ(G; k1, k2) obravnavamo kot funkijo λ(G; k, 1) ene samespremenljivke k = k1

k2

. Torej je dovolj, da poznamo λ(G; k, 1) za raionalne k. D-SetTheorem nam zagotavlja, da je to zvezna kosoma linearna nepadajo£a funkija izkon£nega ²tevila kosov oblike mk + n; 0 ≤ m, n ∈ Z.
• λ(G; 1, 0) = χ(G) − 1, λ(G; 1, 1) = χ(G2) − 1Domneva (Griggs, Yeh):Za vsak graf maksimalne stopnje ∆ ≥ 2 obstaja L(2, 1)-barvanje z razponom najve£ ∆2.Trenutno najbolj²a zgornja meja je ∆2+∆−2. Znani so gra�, ki zahtevajo razpon ∆2−∆,ne pa tudi gra�, ki zahtevajo ve£ji razpon.
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