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Poglavje 1

Osnovni pojmi verjetnostnega rac¢una

Osnovno orodje verjetnostne metode je verjetnostni racun. V tem poglavju defini-
ramo osnovne pojme, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju.

1.1 Dogodki in verjetnostni prostor

Dogajanju, ki ga opazujemo pravimo verjetnostni poskus, rezultatom poskusa pa
izid. Mnozico vseh moznih izidov oznac¢ujemo z €2. Poljubna podmnozica £ mnozice
Q pa se imenuje dogodek. Druzino mnozic {F|E C Q} bomo oznadevali z F'.
Med priljubljene primere verjetnostnega poskusa sodi metanje kocke. Izid poskusa
metanja kocke je Stevilo pik, primer dogodka pa je, da pade sodo Stevilo pik.
Nadaljujmo z verjetnostno funkcijo.

Definicija 1.1 Verjetnostna funkcija je poljubna funkcija P : F — R, ki zadosca
naslednjim pogojem:

(a) Za vsak dogodek E € F velja 0 < P(F) < 1;

(b) P(Q) =1,
(c) Za vsako Stevno zaporedje paroma disjunktnih dogodkov FEj, Es, ..., velja:
P(UEi) => P(E).
i>1 i>1

Vrednosti P(F) bomo rekli verjetnost dogodka E. Ko poznamo mnozico izidov,
mozne dogodke ter verjetnostno funkcijo nad dogodki, lahko definiramo verjetnostni
prostor kot trojico (Q, F,P).

Navadno nas zanima le verjetnost nekega doloc¢enega dogodka, vendar je izracun
lazji, ¢e dogodek zapiSemo kot skupek preprostejsih dogodkov, katerih verjetnosti
poznamo. Zato si oglejmo, kako lahko dogodke sestavljamo. Operacije med dogodki

LF je o-algebra nad (.



bomo opisovali s standardno notacijo iz teorije mnozic. Presek dogodkov E; N Es,
ponavadi ga oznacujemo kar kot produkt E) Fs, je dogodek, ko se zgodita oba do-
godka hkrati. Za primer ponovno vzemimo kocko in jo vrzimo dvakrat. Naj bo
E; dogodek, da smo v prvem metu vrgli 6 in E5, da smo vrgli 6 v drugem metu.
Presek dogodkov E; N Es je dogodek, da smo v dveh metih kocke dvakrat vrgli 6.
Po drugi strani je unija dogodkov E; U E5 dogodek, da se je zgodil vsaj eden izmed
obeh dogodkov, torej da smo vrgli 6 vsaj enkrat.

Komplement dogodka E bomo oznacevali z E, zgodi pa se, ko izid poskusa ni
vsebovan v dogodku E. Torej, ¢e je dogodek E, da smo vrgli liho pik, je njegov
komplement met sodega Stevila pik.

Naslednja lema govori o odnosu med verjetnostjo unije dogodkov in vsoti verjet-
nosti le-teh.

Lema 1.2 Za stevno zaporedje dogodkov E., Es, .. 2, velja
P(UE,-) <> P(E).
i>1 i>1
Za unijo dogodkov F4 in Ey velja enacba
P(E,UEy) =P(E)) +P(Ey) —P(ELNE,).
Seveda poznamo tudi njeno posploSitev, ki jo opiSe spodnja lema.
Lema 1.3 Za poljubne dogodke FEy, Fs, ..., E, velja

P(OEi):i(—1)i—1 >  PE,NE,N---NE).

=1 k1 <ko<---<k;

Naslednja pomembna relacija med dogodki je neodvisnost. Dogodka E; in E5 sta
neodvisna natanko tedaj, ko velja

P(E; N Ey) = P(E,) - P(Ey).

Ali splosneje, dogodki Ey, Es, ..., E, so medsebojno neodvisni natanko tedaj, ko za
vsako podmnozico I C {1,2,...,n} velja

P(ﬂEZ) =[[PE).

i€l i€l

2Razlika s tocko (c) v Definiciji 1.1 je, da tukaj dogodki niso nujno disjunktni.



1.2 Pogojna verjetnost

Vcasih nas zanima, kakSna je verjetnost, da se nek dogodek zgodi, takrat ko se
zgodi nek drug dogodek. Na primer, kakSna je verjetnost, da je Stevilo pik pri metu
kocke enako 6, takrat ko se zgodi dogodek, da smo vrgli sodo pik. Taksne situacije
obravnavamo s pomocjo pogojne verjetnosti.

Pogojna verjetnost, da se zgodi dogodek E ob dogodku F', za katerega je P(F') >
0, je
P(ENF)

P(F)

Pojav dogodka E torej gledamo na podprostoru nasega verjetnostnega prostora,
kjer se dogodek F' zgodi, zato moramo verjetnosti normirati s P(F).

P(E|F) =

1.3 Matemati¢no upanje

Matematicno upanje sluc¢ajne spremenljivke X : Q@ — R kon¢nega prostora (€2, p) je
definirano kot vsota produktov vrednosti slu¢ajne spremenljivke ter verjetnosti, da
spremenljivka to vrednost zavzame. Torej

E(X) =) pw)X(w).

we

Iz definicije sledi, da vedno obstaja elementarni dogodek wy, € €2, za katerega
velja X(w1) > E(X). Podobno, vedno lahko najdemo dogodek X (wp) < E(X) iz
Q). Tako lahko minimalno oziroma maksimalno vrednost slu¢ajne spremenljivke X
ocenimo zgolj s pomocjo matemati¢nega upanja:

min X(w) <E(X) in maxX(w) > E(X).

weN weN

Uporabnost matemati¢nega upanja temelji na njegovi linearnosti.

Trditev 1.4 Upanje je linearen operator, t.j. za vsak par slucajnih spremenljivk X,
Y in konstanti o, 3 € R velja

E(aX +5Y)=aEX)+BE(®Y).
Dokaz.

E(aX +8Y) = ) p(w)(aX +6Y)(w)

= « Zp(w)X(w) + 4 ZP(W)Y(W>

= aE(X)+BE(Y).



O
Iz zgornje leme sledi, da je matemati¢no upanje vsote slu¢ajnih spremenljivk
X=X+ Xo+ -+ X, enako

E(X)=E(X)) +E(Xy)+---+E(X,).

Trditev 1.5 Ce sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni, potem je E(XY) =
E(X)E(Y).

Dokaz. Za poljubna dva elementa w;,w; € 2 velja P(X = X (w;) in Y =Y (w;)) =
P(X = X(w))P(Y =Y (w;)). Od tod izpeljemo:

E(XY) = > PX=Xw)inY =Y(w))X(w)Y (w)

w;,w; €N

= D ) P(X =X(w)PY =Y ()X ()Y (w))
= ) P(X = X(w))X(w) Y P(Y =Y (W)Y (w)

w; w;

= E(X)E(Y).

O
Za slucajen dogodek A definiramo indikatorsko spremenljivko I4 na naslednji
nacin: A
1, we
Law) = { 0, we¢ A.

O¢itno dogodek A enoli¢no doloc¢a I4 in obratno. Velja naslednje:
Trditev 1.6 Za vsak dogodek A velja E(14) = P(A).
Dokaz. Izpeljemo takole: E(14) =) .qp(w)la(w) = cap(w)=P(A).

g

V veliko primerih obravnavano sluc¢ajno spremenljivko lahko zapiSemo kot vsoto
indikatorskih spremenljivk

X =1Ia+1a,+-+1a,
kjer poznamo verjetnosti dogodkov Ay, A, ..., A,. Potem velja

E(X) =P(A) + P(4Ay) + -+ P(A4,).



1.4 Varianca in deviacija

Poleg matemati¢nega upanja, je pomembna Stevilska karakteristika slucajne spre-
menljivke tudi varianca. Redkeje jo imenujemo tudi razprsenost ali disperzija. Vari-
anca meri odstopanje vrednosti slucajne spremenljivke od matemati¢nega upanja
(npr. varianca konstantne slu¢ajne spremenljivke je 0).

Varianca realne slucajne spremenljivke X je

Var(X) = E(X — E(X))*) = E(X?) — (E(X))*.

Prva enakost sledi iz definicije, drugo pa dobimo po lazjem izra¢unu. Standardna

deviacija X je
o(X) =4/ Var(X).

V primerjavi z matemati¢nim upanjem, pa varianca ni linearen funkcional. Zato
moramo, Ce zelimo izraCunati varianco vsote slu¢ajnih spremenljivk, vedeti nekaj o
njihovi (paroma) medsebojni odvisnosti. Kovarianca slu¢ajnih spremenljivk X in
Y je

Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =EXY) -EX)E(Y).
Iz Trditve 1.5 neposredno sledi, da je kovarianca neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk

enaka 0. Po drugi strani pa iz Cov(X,Y) = 0 ne moremo sklepati na neodvisnost
spremenljivk X in Y.

Lema 1.7 Varianca vsote slucajnih spremenljivk je enaka

Var(z X;) = ZVar(XZ-) + Z Cov(X;, X;).

i#]
Dokaz. Iz definicije sledi

n

Var(z X;) = E(Z X; ZXj> — E(Z Xi)

i=1

n

E(} X)) = Z E(X?) + ) E(X:X)) - ) (E(X))’ - ) E(X)E(X))

i#j i=1 i#j
= > Var(X;)+ > Cov(X;, X;).
i=1 i#j
O

Ce so Xi,..., X, neodvisne spremenljivke, je kovarianca vsakega para enaka 0.
V tem primeru je

Var(z X)) = Z Var(X;) .



Poglavje 2

Osnovna metoda

S pomocjo osnovne metode se dokazuje obstoj kombinatori¢nih objektov z dolocen-
imi znacilnostmi. Metoda temelji na verjetnosti, vendar se z njo dokazuje izreke, ki
so popolnoma nepovezani z verjetnostjo.

Ko zelimo dokazati obstoj kombinatori¢nega objekta z doloCenimi znacilnostmi,
je lahko dokaz s konstrukcijo takega objekta zelo tezak. V tem primeru z uporabo
osnovne metode dokazemo njegov obstoj oziroma dokazemo, da se v verjetnostnem
prostoru vsi ostali objekti zgodijo z verjetnostjo strogo manjso od 1.

Trditev 2.1 Ce so dogodki A1, As, ..., A, slabi in velja S P(A) < 1, potem se
s pozitivno verjetnostjo nobeden od njih ne zgods.

Dokaz. Za dogodke A, Ay, ..., A, velja P(A; UAU...UA,) <> P(A4;). Zato
je

P(NAY) =1-P(AUAU...UA,)
>1- Z P(4;)
=1

> 0.

2.1 Ramseyeva Stevila

Preden definiramo Ramzeyevo Stevilo, se spomnimo, kaj je to klika in kaj neodvisna
mnozica. Klika je mnozica tock, ki tvori poln podgraf in neodvisna mnoZica je
mnozica paroma nesosednjih tock.

Ramseyevo Stevilo R(k,l) je najmanjSe celo §tevilo n, tako da poljuben graf na
n tockah vsebuje kliko velikosti £ ali neodvisno mnozico velikosti [. Ramsey je
pokazal, da stevilo R(k,[) obstaja za katerikoli §tevili k in [, torej vsak dovolj velik
graf vsebuje kliko ali neodvisno mnozico predpisane velikosti.



Obstoj Ramseyevih stevil sledi iz naslednje rekurzivne zveze:
R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,l —1).

Kljub temu so to¢ne vrednosti R(k,[) Se vedno neznane, razen za majhen k in/ali [.
Ni tezko opaziti, da velja R(1,]) = 1in R(k,1) = 1 ter R(k,l) = R(l, k) za poljubni
pozitivni celi §tevili k in . Velja tudi R(3,3) = 6, R(3,4) = 9, R(3,5) = 14,
R(4,4) = 18 in R(4,5) = 25. Opazi Se, da velja R(a,b) > R(c,d) kadar a > cin b >
d. Stevilom R(k, k) pravimo diagonalna Ramseyeva Stevila. V dokazu naslednjega
izreka uporabimo verjetnostno metodo, da dokaZemo spodnjo mejo za R(k, k). Ta
nam pove, da Ramseyeva §tevila hitro narascajo.

Izrek 2.2 Za vsak k > 3 velja
R(k, k) > 2~/21,

Dokaz. Zelimo pokazati, da za n < 2%/2-! obstaja graf, ki nima ne klike ne neod-
visne mnozice velikosti k. Potem bo sledilo R(k, k) > 2+/271,

Naj bo G graf na n toc¢kah, kjer vsak par tock tvori povezavo z verjetnostjo % in
je vsaka povezava izbrana neodvisno od ostalih povezav. Za vsako fiksno mnozico k

tock izracunajmo verjetnost, da tvorijo kliko. Verjetnost, da izberemo vse povezave
oziroma kliko na k tockah, je enaka 9-(2). 7 enako verjetnostjo izberemo neodvisno
mnozico velikosti k. Ker imamo n tock v grafu, lahko k£ tock izberemo na (Z)
nacinov.

Naj bo Ax dogodek, da graf vsebuje kliko velikosti k, By pa dogodek, da graf
vsebuje neodvisno mnozico velikosti k. Tako je AU By dogodek, da G vsebuje kliko

ali neodvisno mnozico velikosti k. Velja
n k
P(A,UBy) < P(4,) + P(By) =2 (k) 9-(5),

Vemo, da je n < 2¢/271in k > 3, torej je n* < 2(/2-Dk in od tod

mk < ok®/2—k/2—k/2+1 _ 2@ Lgl-k/2 2@‘

Ker velja (}) < n*, ocenimo
5. (Z) o-(8) < apa-(5) < 952 o-(5) _ 1,

Torej je P(Ar U Bi) < 1 in je zato verjetnost nasprotnega dogodka pozitivna.
Torej obstaja tak graf na |[2%/27'| tockah, ki ne vsebuje niti klike velikosti k& niti
neodvisne mnozice velikosti k. Torej je R(k, k) > 2F/271,

O
V resnici se da dokazati, da je R(k, k) > 2¥/2, vendar je dokaz bolj zapleten, zato
ga obravnavamo kasneje.

10



2.2 Barvanje hipergrafa

Hipergraf je posploSitev grafa, kjer so povezave mnozice tock poljubne velikosti.
Par (V, E) je k-enolicen hipergraf, pri ¢emer je V mnozica tock in £ C (Z) mnozica
hiperpovezav. Torej enostavni grafi so 2-enoli¢ni hipergrafi. Hipergraf je k-obarvljiv,
¢e lahko njegove tocke pobarvamo s k£ barvami tako, da nobena hiperpovezava ni
monokromatska, t.j. vsaj dve razli¢ni barvi se pojavijo na vsaki hiperpovezavi.

Naj bo m(k) najmanjse stevilo hiperpovezav v k-enoli¢nem hipergrafu, ki ni 2-
obarvljiv. Za grafe velja m(2) = 3, ker K3 ni 2-obarvljiv. Hipergraf Fanove ravnine
je najmanjsi 3-uniformen hipergraf, ki ima 7 tock, 7 povezav in ni 3-obarvljiv. Zato
je m(3) = 7. Za vedji k je veliko tezje dolo¢iti m(k). Natan¢na vrednost m(k) je
neznana za k > 3. Lahko pa dobimo spodnjo mejo m(k) s pomocjo verjetnostne
metode.

Izrek 2.3 Za vsak k > 2 velja
m(k) > 281,

Dokaz. Imamo k-enoli¢en hipergraf H = (V, E') z manj kot 2*~! hiperpovezavami.
Pokazali bomo, da je 2-obarvljiv. Pobarvajmo vsako to¢ko hipergrafa H neodvisno

z rde¢o ali modro z verjetnostjo . Verjetnost, da so tocke dane hiperpovezave vse

2
rdece ali vse modre, je

1+1
Predpostavili smo, da za H velja |E| < 2*~!. Ozna¢imo z A dogodek, da obstaja
monokromatska hiperpovezava, in ocenimo P(A):

o1k,

P(A) <p-|E| <p-2Ft =2k okt =1

Torej nobena hiperpovezava ni monokromatska s pozitivno verjetnostjo t.j. P(A4) =
1 —P(A) > 0 in zato obstaja pravilno barvanje. Torej je m(k) > 251,

i

2.3 Turnirji z lastnostjo P;,

Usmerjen poln graf 7" imenujemo turnir. Turnir predstavlja igro, pri kateri vsak par
igralcev igra med sabo in eden izmed njiju vedno zmaga. Vozlisca grafa predstavljajo
igralce. Usmerjena povezava (a,b) pa pomeni, da je igralec a premagal igralca b.

Pravimo, da ima turnir lastnost Py, ¢e vsako mnozico igralcev S C V(1) moci
k premaga nek igralec v € V(T) \ S.

Izrek 2.4 (Erdds, 1963) Ce velja (1) (1 = 27F)"=* <1, potem obstaja turnir z n
vozlisci in lastnostjo Py.

11



Dokaz. Naj bo T sluc¢ajen turnir z n igralci, tj. vsako povezavo neodvisno od ostalih
usmerimo v eno ali drugo smer z verjetnostjo % Naj bo S mnozica k igralcev. Naj
bo Ag dogodek, da noben igralec v € V(T) \ S ne premaga vseh igralcev iz S.
Verjetnost, da se Ag zgodi je enaka

P(Ag) = (1 —27F)n=F,

Torej je verjetnost, da se tak dogodek zgodi za katerokoli mnozico S enaka
n —kyn—k
P(UAg) < (k>(1_2 TR < 1.

Verjetnost, da se noben izmed dogodkov Ag ne zgodi, je pozitivna, zato obstaja
turnir z n igralci in lastnostjo Py.

g

Posledica 2.5 Za vsak n > k? - 251 obstaja turnir z lastnostjo Py.

Dokaz. Najbon > k%2871, Z uporabo neenatb (}) < (<)% in (1-27F)"7* < e

se da pokazati, da je (})(1 —27%)""* < 1. Potem trditev sledi iz izreka 2.4.

O

2.4 Van der Waerdenova Stevila

Van der Waerdenovo stevilo W (r, k) imenujemo najmanjsi n € N, za katerega imamo
pri vsakem barvanju mnozice {1,2,...,n} z r barvami neko enobarvno aritmeti¢no
zaporedje s k Cleni, tj. obstajata a,b € N, za katera velja, da je zaporedje a,a +
b,a+2b,...,a+ (k—1)b enobarvno.

Leta 1927 je Van der Waerden dokazal, da taksna Stevila obstajajo, njihova rast
pa je izredno hitra. Pokazali bomo, da Ze za r = 2 naraSc¢ajo eksponentno.

Izrek 2.6 Velja W(2,k) > 2¥/2. Torej mnozico {1,2,...,n} lahko pobarvamo z
dvema barvama, tako da nobeno aritmeticno zaporedje s 21gn cleni ni enobarvno.

Dokaz. Stevila {1,2,...,n} pobarvajmo nakljuéno z barvama R in M. Naj bo S
aritmeti¢no zaporedje s k Cleni in Ag dogodek, da je S enobarvno. Verjetnost, da

se Ag zgodi je enaka
P(Ag) =2-27151 = 2l-F,

Vsako aritmeti¢no zaporedje s k ¢leni je doloc¢eno s prvima dvema ¢lenoma. Torej
imamo kvecjemu (3) taksnih aritmeti¢nih zaporedij v mnozici {1,2,...,n} in velja

P(UAg) < <Z) 21F < 1.

12



Torej ce (’;)21_”C < 1, potem obstaja neko barvanje, za katerega ni aritmeti¢nega
zaporedja s k ¢leni in od tod W(2,k) > n. Torej je W (2, k) vedji od vsakega n-ja,
za katerega velja (Z)Ql_k < 1. Ni tezko preveriti, da za n = 23 velja neenakost
(M)21F < 291k — 1. Torej W(2,k) > 25,

0

2.5 Mnozice proste za vsote

Podmnozica A Abelove grupe je prosta za vsoto, ¢e je (A+ A) N A = (), torej vsota
poljubnih dveh elementov mnoZice A ni v mnozici A. Naslednji Erdosev izrek nam
pove, da je v vsaki mnozici nenicelnih celih Stevil vec¢ kot tretjina taksnih, ki se med
seboj ne sestejejo v kaksno drugo Stevilo iz te mnozice.

Izrek 2.7 (Erdds, 1965) Vsaka mnozica B = {by,...,b,} nenicelnih celih Stevil
vsebugje za vsoto prosto podmnoZico velikosti vec kot 3.

Dokaz. Naj bo p = 3k + 2 prastevilo, vedje od 2maxj<;<, |b;| in naj bo C =
{k+1,k+2,...,2k + 1}. Opazimo, da je C' za vsoto prosta podmnozica cikli¢ne
grupe Z, in da velja

] k+1 1
p—1 3k+1 ~ 3
Izberimo si naklju¢no naravno Stevilo x, 1 < z < p, glede na enakomerno po-
razdelitev na mnozici {1,2,...,p—1} in definirajmo dy, ..., d, s predpisom d; = zb;
(mod p), torej je 0 < d; < p. O¢itno za vsak fiksen i, 1 < i < n velja, da ¢e x zasede
vse vrednosti 1,2,...,p — 1, potem d; doseze vse nenicCelne elemente mnozice Z, in
tako je
p—1 3

Tako je pricakovano $tevilo elementov 0;, za katere je d; € C, vec¢je od 3. Tore]
obstaja 7, 1 < x < p in podmnozica A C B z mocjo |A| > %, tako da je za
(mod p) € C za vsak a € A. Tak A je oc¢itno prost za vsoto - ¢e bi obstajala $tevila
ai,as,as € A, za katera bi veljalo a; +ao = asz, potem bi veljalo tudi za; +zas = zas
(mod p), kar pa je v protislovju z dejstvom, da je C za vsoto prosta podmnozica

mnozice Z,.

g

2.6 Univerzalne mnozice

Mnozica A nizov oblike {0,1}" je (n, k)-univerzalna, ¢e za vsako podmnozico S =
{i1,d2,...,ix} C€{1,2,...,n} projekcija

A|S:{(a’i1?ai27"'aaik) | (a1>a27"'aan) EA}
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vsebuje vseh moznih 2* nizov. Zanima nas kakina je mo¢ najmanjSe univerzalne
mnozice A. Enostavno je videti, da velja

ok <A <2,
Boljso zgornjo mejo nam zagotovi naslednji izrek.

Izrek 2.8 (Kleitman in Spencer, 1973) Ce velja (2)2’“(1 — 278y < 1, potem
obstaja (n, k)-univerzalna mnoZica moci r.

Dokaz. Naj bo A mnozica r naklju¢no in neodvisno izbranih nizov oblike {0, 1}".
Naj bo S izbrana podmnoZica mnozice {1,2,...,n} moc¢i k in v izbran niz oblike
{0,1}". Velja

(v Als) = [[P(o #als) = [J(1 —2715) = (1 — 274",

acA acA

Ker imamo natanko (})2* moZnosti za izbiro para (S,v), mnozica A ni (n,k)-
univerzalna z verjetnostjo kvec¢jemu

(Z) k(1 — 27k < 1.

Sledi, da obstaja vsaj ena univerzalna mnozica z r nizi, ki je (n, k)-univerzalna. S
tem je izrek dokazan.

U
Posledica 2.9 Za k > 2 obstaja (n, k)-univerzalna mnoZica velikost k28 1gn.

Dokaz. Pokazi, da velja (})2F(1 —27%)" < 1 z uporabo neenakosti (}) < (2£)* in
(1 —27%)" < ¢ 2F. Potem dokaz sledi sledi po izreku 2.8.

U

2.7 Izrek Erdos-Ko-Rado

Imamo mnozico z n elementi. Izbrati ho¢emo m podmnozic, v katerih bo natanko
k < 5 elementov in za katere bo veljalo, da je presek vsakih dveh neprazen. Erdos-
Ko-Radov izrek nam pove, da je takih podmnozic maksimalno (Zj) Bolj formalno
zapiSemo takole. Druzina mnozic F je presecna, Ce za vsaki dve mnozici A, B € F
velja, da je njun presek neprazen A N B # 0. Zapis ()k() pomeni mnozico vseh

podmnozic mnozice X, velikosti k, torej (7) = {Y C X;|Y| = k}.

Izrek 2.10 (Erd6s-Ko-Rado, 1961) Ce je | X| = n, kjer je n > 2k, F pa pre-

. .- .. .- .- . 1
secna druzina podmnoZic mnoZice X moci k, potem je |F| < (Z_l).
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Najprej pokazimo naslednjo lemo.

Lema 2.11 Naj bo mnozica X = {0,1,2,...,n—1} in naj bo As = {s,s+1,...,s+
kE—1} € X za 0 < s < n. Potem za n > 2k velja, da vsaka preseéna druZina
F C ()k() vsebugje kvecjemu k mnozic izmed As (0 < s < n).

Dokaz. Ce je A; € F, potem mora biti katerikoli drug A, € F eden izmed
Ai ki, A ali Ay, oo A1 To je 2k —2 podmnozic, ki jih lahko razdelimo
v k — 1 parov oblike (Ay, Asix). Ker je n > 2k, je

As N As+k =0,
torej je v F kvedjemu eden izmed Ag in Agyy.

i

Dokaz izreka. Recimo, da imamo mnozico X = {0,1,...,n — 1} in presetno
druzino podmnozic F C ()k( ) Izberemo slu¢ajno neodvisno in uniformno permutacijo
d: X — X ter s € X. Definirajmo 0(Ay) := {0(s),...,d(s + k —1)}. Ker gre samo
za premeSanje Clenov, velja lema tudi tu, torej je tudi samo k podmnozic oblike
d(As) v preseéni druzini F. Verjetnost, da je 6(Ag) v F je torej

k
P[6(As) € F] < —.
n
Verjetnostni prostor je [n] x S, pri ¢emer je S, mnozica vseh permutacij na [n]. Po
drugi strani pa je verjetnost, da je §(As) v F enaka izbiri slu¢ajne podmnozice s k
elementi, torej

P[6(As) € F] = @
(%)
Iz tega sledi
ik
(k) — 7

in od tukaj
n—1
< .
Fl=< (k: — 1)
O

Omenimo, da v primeru, ko pogoj & < 7 ni izpolnjen, t.j. £ > 2, je zgornji prob-
lem trivialen, ker lahko izberemo vse podmnozice velikosti k£ in te tvorijo prese¢no

druzino. Torej v takem primeru bo naSa druzina velikosti (Z)
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2.8 Spernerjev izrek in njegove posploSitve
Izrek 2.12 (Sperner 1928) Ce je F druzina podmnozic mnoZice {1,2,...,m},
kjer A ¢ B za poljubni razlicni A, B € F, potem je |F| < (LEJ)'

2

Spodnja izreka implicirata Sperner-jev izrek. Pri dokazu upostevamo, da F =
{A1, Ay, ALY, B = {1,2,...,m}/A; in dejstvo, da velja (7)) < (LZJ) za vsak
k=0,1,...,m.

Izrek 2.13 (Bollobas, 1965) Naj bosta k in | naravni Stevili. Naj bo n maksi-
malno Stevilo, da zanj obstajajo mnozice Ay, ..., A, in By, ..., B,, za katere velja:

1. Al =k in|B;| =1 za vsaki=1,2,...,n.
2. AiNnB; =0 zavsaki=1,2,... n.

3. AiNB; #0 zavsaki#jini,j=12,...,n.

k+1
n = .
k
Dokaz. Naj bo X = [J,(A4; U B;). Linearno uredimo elemente mnozice X v

poljubnem vrstnem redu. Naj bo U; dogodek, da so vsi elementi mnozice A; pred
vsemi elementi mnozice B; (glede urejenosti elementov mnozice X). Verjetnost tega

dogodka je
A
P il = .
1= (1)

Zarazlitna i # j se dogodka U; in U; ne moreta zgoditi hkrati. Res, ker je A;NB; # 0
in enakovredno tudi A; N B; # 0, velja max A; > min B; in max A; > min B;. Ce bi
se dogodka U; in U; zgodila hkrati, bi veljalo max A; < min B; in max A; < min B;,
kar vodi v protislovje:

Potem je

max A; > min B; > max A; > min B; > max A;.

Dogodka se torej res ne moreta zgoditi hkrati. 1z tega sledi, da je

n

- n
i=1 i=1 ( k )
in torej je
k+1
> n.
()2
Zdaj pa pois¢imo Se primer, ko n doseze to vrednost. Naj bodo Ay, As, ..., A, vse
podmnozice velikosti k& mnozice X = {x1, 2z, ..., x5y}, mnozice By, Bs, ..., B, pa
naj bodo njihovi komplementi, torej B; = X \ A; za vsak ¢ = 1,2,...,n. Pogoji

. .- .. . - . k4l
izreka ocitno veljajo za tako izbrane mnozice in n = ( z )
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O
Pravimo, da je mnozica T' C V' transverzalna mnoZica hipergrafa H = (V, E),
e SNT # 0 za vsak S € H. Transverzalno Stevilo T7(H) je velikost najmanjse
transverzalne mnozice T. Hipergraf H se imenuje 7-kriticna, ¢e 7(H\ {S}) < 7(H),
za vsak S € H. Zgornji izrek nam pove kak$no je maksimalno Stevilo hiperpovezav
v 7-kriti¢nem k-enakomernem hipergrafu H z 7(H) =1 + 1.
Naslednji izrek je posplositev izreka 2.13 in se dokaze podobno.

Izrek 2.14 (Bollobas 1965) Naj bodo Ai, As, ..., A, in By, Bs,..., B, mnoZice

) gy —1
za katere velja A;N\B; = 0 natanko takrat, ko jei = j. Potem Y ., (‘AZIZHBZ‘) <1
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Poglavje 3

Linearnost matematicnega upanja

V Poglavju 1 smo pokazali, da je matemati¢no upanje linearen operator. To lastnost
s pridom uporabljamo za dokazovanje problemov s pomocjo verjetnosti. V naslednjih
razdelkih so prikazani primeri uporabe.

3.1 Stevilo fiksnih to¢k permutacije

Permutacija konéne mnozice A je bijektivna preslikava mnozice A nase. Brez skode
za sploSnost lahko elemente mnozice A ozna¢imo z naravnimi Stevili {1,2,... n}.
Taki permutaciji re¢emo, da je reda n. Mnozico vseh permutacij reda n oznac¢imo
z Sp. Velja |S,| = nl. Ce za permutacijo o obstaja i € {1,2,...,n}, pri ¢emer
o(i) = i, potem toc¢ki ¢ pravimo fiksna tocka permutacije o. Stevilo fiksnih tock je
o¢itno med 0 in n.

Zanima nas pri¢akovano Stevilo fiksnih tock v naklju¢no izbrani permutaciji.

Izrek 3.1 V pouvprecju ima vsaka permutacija eno fiksno tocko.

Dokaz. Izraunajmo verjetnost pricakovanega Stevila fiksnih tock sluCajne per-
mutacije o na {1,...,n}. Ce je

Flo) = [{i:o(i) =},

lahko to izrazimo kot vsoto indikatorskih spremenljivk:
F(O) = Z E(U)’
i=1

kjer je Fi(o) =1, ¢e je (i) =i in Fj(o) = 0 sicer. Torej je
v (n=1) 1
E E :P pu— == = .
(F)=Po)=i=""2"=]

Od tod sledi

1 1 1

E(F)=—4+—4+-+—-=1,
non n

kar pomeni, da ima permutacija v povprecju eno fiksno tocko.
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3.2 Hamiltonske poti v turnirjih

Turnir je orientiran poln graf, kar pomeni, da med poljubnima tockama w in v
nastopa natanko ena usmerjena povezava (u, v) oz. (v, u). Hamiltonska pot v turnirju
je usmerjena pot skozi vse tocke. Znano je, da ima vsak turnir Hamiltonsko pot.
Naslednji izrek (Szele, 1943) pravi, da obstoja turnir z velikim $tevilom Hamiltonskih
poti. Temu izreku oziroma njegovemu dokazu se pogosto pripisuje prva uporaba
verjetnostne metode.

Izrek 3.2 Obstaja turnir na n tockah, ki ima vsaj 27?—,'1 Hamultonskih pots.

Dokaz. Izracunajmo pricakovano Stevilo Hamiltonskih poti v slu¢ajnem turnirju
T na n tockah, kjer ima vsaka povezava slu¢ajno orientacijo, izbrano neodvisno z
verjetnostjo % Oznacimo vozlis¢a turnirja T z elementi mnozice {1,2,...,n}.

Za dano permutacijo o na {1,...,n} si oglejmo zaporedje o(1),c(2),...,0(n) in
ozna¢imo z I, indikator dogodka, da vse povezave (o(i),o(i + 1)) nastopajo v T" s
to orientacijo. UpoStevajmo, da orientacijo razli¢nih povezav izberemo neodvisno in
izratunajmo E[I,]:

E(_[o—) = P(O’) = ﬁ .
Naj bo X vsota vseh Hamiltonskih poti v turnirju. Sledi

X:ZL,

O’ESn

|
B(X) = B = Y 5 = 55 01 = gy

g o

in od tod

saj je vseh razli¢nih permutacij na n to¢kah n!. Torej obstaja tak turnir 7', ki vsebuje
vsaj QnLll Hamiltonskih poti.

g

3.3 Maksimalni prerez grafov

Tukaj obravnavamo problem maksimalnega prereza, ki je predvsem pomemben al-
goritmicen problem. Imamo graf G = (V| E) in Zelimo razdeliti mnozico toc¢k v
dva razreda, A in B = V'\ A tako, da je §tevilo povezav med A in B maksimalno.
Naslednji izrek nam pove, da je vedno mozno doseci, da je $tevilo povezav med A
in B vsaj polovica vseh povezav v grafu.

Izrek 3.3 Vsak graf zm povezavami vsebuje dvodelen podgraf z vsaj m/2 povezavami.
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Dokaz. Naj bo G = (V, E). Izberimo slu¢ajno podmnozico 7' C V' z vstavljanjem
vsake toc¢ke v T' neodvisno z verjetnostjo % Za dano povezavo e = uv naj I, oznacuje
indikatorsko spremenljivko dogodka, da je natanko ena od tock w in v v 7. Potem
velja

E(I.)=P((ueT inv¢T)ali (u¢gT inveTl)) =

+

DN | —
DN | —
DN | —
DO | —
DO | —

Ce X oznacuje Stevilo povezav, ki imajo natanko eno tocko v T', potem je

X:Zfe

eclE
in zato {1
m
E(X)=) E(L)=) 5=5)> 1=5,
ecl ecE ecE
saj je m Stevilo vseh povezav v grafu. Torej, za nekatere 7" C V' obstaja vsaj
povezav med T in V'\ T. Te povezave inducirajo dvodelen podgraf.
O

3.4 Uravnotezeni vektorji
TODO: Nekaj spremne besede

Izrek 3.4 Najbodo vy, v, ..., v, € R", za katere velja |v;| = 1 za vsaki € {1,2,...,n}.
Potem obstajajo taki €1,¢2,...,en, ki lahko zavzamejo vrednosti 1 ali —1, da velja

le1v + ..+ epvn] < VN

in taki, da velja
|€1’Ul+...+€nvn| Z \/ﬁ

Dokaz. Najbodo ey, 9, ..., &, izbrani enakomerno in neodvisno iz mnozice {1, —1}.
In naj bo
2
X =lev + ...+ v

Potem je
n n
X = E E EiU; - €505,
i=1 j=1
kar zapiSemo malo drugace kot

n n

X = ZZéiajvi~vj.

i=1 j=1
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Uporabimo linearnost matemati¢nega upanja

E(X) = Z Zvi -v;E(gig5) .

i=1 j=1
Ce je i # j, potem je
E(cie;) = E(g;) - E(g;) =0.

Ce pa je i = j, je €2 =1 in zato je

Tako je
E(X) = Zvivi =n.
i=1
Od tod sledi, da obstajajo taki e1,es,...,¢&,, katerih zaloga vrednosti je {1,—1} in
je X > n in taki, da je X < n. Izrek je s tem dokazan.

g

Izrek 3.5 Najbodo vy, vs,...,v, € R", za katere velja |v;| = 1 za vsaki € {1,2,...,n}.
Naj bodo p1,pa, ..., pn € [0,1] poljubni in naj bo w = pyvy +pava+. ..+ pyvy,. Potem
obstajajo taki €1,e9,...,6, € {0,1}, da za v =e1v1 + ... + £,0, velja

|w—v|§\/Tﬁ.

Dokaz. Izberimo vsak ¢; neodvisno z verjetnostjo
Ple;i=1)=p; in P(g=0)=1—p;.

Nakljuc¢na izbira ¢; nam da slucajno spremenljivko v. Sedaj si oglejmo slucajno
spremenljivko

X =|w—v]?,
za katero velja:

n

X = |Z(pi_5i)vi|2

i=1

= D) (pi— v (s —€5)v
i=1 j=1

= ZZ% vj(pi —€i)(pj — &5) -
i=1 j=1
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Zato je

n n

E(X) =YY vi-oB(pi—)(p — 1))

i=1 j=1

Ce je 1 # j, potem sta slucajni spremenljivki p; —¢; in p; — €, neodvisni in zato velja
E((pi — &) (p; — €5)) = E((p; — &:))E((p; —€;)) = 0.

Za 1= j pa je

E((pi —&:)*) = pilpi — 1> + (L — po)p; = pi(1 —pi) <

1

Torej je

n

D NAEIITESS TS

=1

3.5 Dominantne podmnozice v grafih

Dominantna podmnoZica grafa G = (V, F) je podmnozica vozlis¢ D C V', za katero
velja, da je vsako vozlis¢e grafa GG bodisi v D bodisi ima v D soseda. Na primer,
najmanjsa dominantna mnozica cikla C,, velikosti [%]. Spodnji izrek navzgor oceni

najmanjSo dominantno podmnozico.

Izrek 3.6 Najbo G = (V, E) graf z n vozlisci in z minimalno stopnjo 6 > 1. Potem
1+1n(5+1)

ima graf G dominanino podmnoZico z najvec¢ n—g7— vozlisci.

Dokaz. Naj bo S slu¢ajna mnozica tock iz G tako, da vsako tocko izberemo neod-
visno z verjetnostjo p. Naj bo T" mnozica tock iz G, za katero velja, da ne vsebuje
tock iz S niti tock, ki imajo soseda v S. Mnozica T'U S tvori dominantno mnozico

grafa G. Velja
E(S)) =) p=np.
veV

Naj bo [, indikatorska spremenljivka dogodka, da je v izbran v T'. Tore]

I 1, niti v niti sosedje v-ja niso v S
~ ] 0, sicer.

Potem je |T'| = ) oy I,. Verjetnost, da je neko vozlisée v vsebovano v T, je enaka

PveT)=(1-p) =< (1-p".

Torej
E(|T)) ZE >6+1 < ne PO+

veV
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in od tod
E(S UT]) = E(S]) + E(|T)) < np + ne 70+

S prijemi matemati¢ne analize dobimo najmanjso zgornjo mejo nase ocene E(|SUT)
In(5+1)
o+1

zap = . Torej
1+In(d+1)

<
E(|SUT|) <n 1

3.6 Bregmanov izrek

Kaksna je verjetnost, da napovemo pravilni vrstni red, v katerem je vseh Sest konjev
na dirki prislo na cilj? Ce ne bi o konjskih dirkah vedeli prav ni¢, bi pomislili, da je
vseh 6! vrstnih redov enako verjetnih. Torej, da ima vsaka izbira verjetnost uspeha
é = 0.0014. Strokovnjaki za tovrstne dirke pa so, za razliko od laika, sposobni to
verjetnost izracunati veliko bolj natan¢no. Njihove ocene konjevih moznosti se lahko
predstavijo z dvodelnim grafom, v katerem so mozne povezave konj z zadnjo pozicijo
znatno omejene.

Ce za predstavitev taksnega grafa uporabimo (0, 1) matriko, potem permanenta®
matrike natan¢no doloca Stevilo moznosti simultanih izbir Stevila 1 iz vsakega stolpca
in vrstice. Vseh moznosti je za na$ primer 56, kar pomeni, da je to tudi vrednost
permanente naSe matrike. Moznost pravilne napovedi se je tako povecala na % =
0,018. Za velike matrike zal ne poznamo nobene metode, ki bi pridelala vrednost
permanente v uporabnem ¢asovnem okviru.

Bregmanova neenakost nam poda dobro zgornjo mejo (v naSem primeru z vred-
nostjo skoraj %), enakost pa je dosezena natanko takrat, ko je matrika iz diagonalnih
blokov, sestavljenih iz samih enic (do permutacij stolpcev in vrstic natanéno). Naj
bo A = [a;;] n x n matrika, pri ¢emer so vsi a;; € {0,1}. Naj bo r; = 37, ai
Stevilo enic v i-ti vrstici. Naj bo S mnozica permutacij o € S,, z a;»; = 1 za
1 < ¢ < n. Potem je per(A) enostavno |S|. Slednje je domneval Ze Minc, Bregman

pa je leta 1973 to tudi dokazal.

Izrek 3.7 (Bregman)
1
per(A) < (ril)ri .

1<i<n

Dokaz. Izberimo neodvisni konstanti o € S in 7 € S,,. Oznacimo A! = A. Naj
bo R, Stevilo enic v vrstici 71 v A'. Izbrigimo vrstico 71 in stolpec 071 iz A!, da
dobimo A?. V splo$nem naj A’ pomeni A brez vrstic 71,...,7(: — 1) in stolpcev

Iper(A), ("permanenta A"), priredi matriki realno vrednost na podoben nacin, kot determi-
nanta, le da determinanta pristeva sode in odsteva lihe permutacije ¢lenov matrike, permanent pa
pristeva tako sode, kot tudi lihe permutacije.
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o7l,...,07(i — 1) in R,; naj pomeni $tevilo enic v vrstici 7i v A’. (To je nenicelno
Stevilo, kajti oTi-ti stolpec ima enico.) Naj bo

L= L(o,7) HR”

1<i<n

V grobem si bomo mislili, da je L enak permanentu, izra¢unanemu na "grobi nac¢in".
Obstaja R,y izbir za enico v vrstici 71, pri ¢emer vse vodijo v razlicne podperma-
nentne rezultate. Namesto tega vzame grobi nacin faktor R,;, odstrani enico iz
permutacije o in nadaljuje z A%2. Ker je 0 € S konstantna, se grobi na¢in nagiba
proti visokim podpermanentom in je torej mozno, da permanent preceni. Da se tega
lotimo natanéno, definirajmo geometrijsko sredino G(Y). Ce Y > 0 zavzame vred-
nosti ai, . ..,as s pripadajo¢imi verjetnostmi py, ..., ps, potem je G(Y) = [[;_, a¥".
Ekvivalentno velja G(Y) = eBY)  Tinearnost matemati¢nega upanja se prevede v
geometrijsko sredino produkta, ki je produkt geometrijskih sredin.

Lema 3.8
per(A) < G(L).

Pokazimo to za poljuben 7, ki je fiksen. Zaradi lazjega oznacevanja recimo, da je
71 = 1. Uporabimo indukcijo po velikosti matrike. Preuredimo jo tako, da ima prva
vrstica enice v prvih r stolpcih. O¢itno je r = r;. Za 1 < j < r naj bo t; permanent
od A brez prve vrstice in j-tega stolpca ali, ekvivalentno, Stevilo permutacij o € S,
za katere velja 01 = 5. Naj bo

‘ (t1+...+1t)

tako da per(A) = rt. Ce je 01 = j, je Rs... R, grob izra¢un permanenta per(A?),
pri Gemer je A2 kar A brez prve vrstice in j-tega stolpca. Po indukciji je

G(Ry...Rylol = j) >t

in je torej

H (rt;) Per(A = rHt” .
Lema 3.9 .
(]t >+
j=1
Dokaz. Ce logaritmiramo, je to ekvivalentno
- Zt In(t;) > tIn(t),

kar pa je res zaradi konveksnosti funkcije f(x) = zlnz.

24



Z uporabo Leme 3.9, dobimo

Sedaj izratunamo G(L) pri konstantni o. Zaradi laZjega oznacevanja preuredimo
tako, da je ot = ¢ za vsak ¢, in predvidevamo, da ima prva vrstica enice natanc¢no
v prvih r; stolpcih. Ker smo izbrali konstanten 7, so stolpci 1,...,r; izbrisani,
da lahko ena¢imo vseh 71! moZznosti. R; je Stevilo tistih stolpcev, ki ostanejo, ko
izbriSemo prvi stolpec. Ker je ista verjetnost, da bo prvi stolpec na katerikoli poziciji
med tistimi 7 stolpci, je Ry enakomerno razporejen od 1 do 71 in G(Ry) = (rq!)mr.
Linearnost upanja nam da

G(L)=G (H RZ-) - H G (R) =[]

i=1

Splosni G(L) geometrijska sredina pogojne vrednosti G(L) in ima tako isto vrednost.
Ta je

n

per(A) < G(L) = [[(r) -

=1
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Poglavje 4

Slucajni grafi

Uporaba verjetnosti v teoriji grafov sloni na pojmu slucajnega grafa. Glavni model
oziroma verjetnostni prostor sluc¢ajnih grafov G(n, p) je sestavljen iz vseh grafov z n
vozliséi, par vozlis¢ pa je povezan z verjetnostjo p. Lahko je videti, da se nek graf
Go z vozliséi v {1,2,...,n} pojavi z verjetnostjo

P(Go) = p™ - (1 —p)(&)—m

Zgornja verjetnost doloc¢a pojavitev grafa s to¢no dolo¢enimi povezavami med oz-
nacenimi vozlis¢i. Verjetnost, da pa je G izomorfen Gq je seveda precej vecja.

Graf G € G imenujemo slucajni graf na V z verjetnostjo povezave p. Vsako mnozico
grafov na V' si v prostoru G(n, p) lahko predstavljamo kot dogodek. Recimo za vsako
povezavo e € V X V' je mnozica

Ae={w |w(e) = 1.}
vseh grafov G na V, dogodek, da je e povezava v G. Dogodki A, so neodvisni in se
pojavljajo z verjetnostjo p.
4.1 Grafovske invariante kot slucajne spremenljivke

V kontekstu slu¢ajnih grafov lahko vsako izmed invariant grafa (npr. povpreéno
stopnjo, povezanost, notranji obseg, kromati¢no $tevilo) interpretiramo kot neneg-
ativno sluc¢ajno spremenljivko X na G(n,p). Za zgled poglejmo naslednjo trditev,
kako omejimo invarianto neodvisnostnega $tevila a grafa G € G(n, p).

Lema 4.1 Za vsa naravna Stevila n in k, za katere velja n > k > 2, je verjetnost,
da G € G(n,p) vsebuje mnoZico s k neodvisnimi vozlisci, najvec

P(a(G) > k) < (Z) ).
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Dokaz. Verjetnost, da je neka dolo¢ena mnozica U C V z mocjo k v grafu G
k

neodvisna, je enaka (1 — p)(2). Trditev nato sledi iz dejstva, da je natanko (})

taksnih mnozic U.

O

Izracunajmo Stevilo pricakovanih ciklov neke dane dolzine & > 3 v slu¢ajnem

grafu G € G(n,p). Naj bo X : G(n,p) — N slucajna spremenljivka, ki vsakemu
izmed sluc¢ajnih grafov G priredi $tevilo k-ciklov v njem. Definirajmo

neg=nn—1)(n—-2)---(n—k+1).
To je stevilo zaporedij k razli¢nih elementov na mnozici z n elementi.

Lema 4.2 Pricakovano Stevilo k-ciklov v G € G(n,p) je

(N 4
E(X)=—"=p".
(X) =51
Dokaz. Za vsak k-cikel C' z vozliséi vV ={0,...,n—1} naj X¢ : G(n,p) — {0,1}
predstavlja indikatorsko slu¢ajno spremenljivko za C:

1 CCQG,
0 sicer.

XciGH{

Ker X dobi samo 1 za pozitivno vrednost, je pri¢akovana vrednost E(X¢) enaka
meri P(Xc = 1) mnozice vseh grafov v G(n,p), ki vsebujejo C. To pa je natanko
verjetnost, da je C' C G:

E(Xc) = P(C € G) = p*.

Taksne cikle predstavlja natanko (n)y zaporedij vov; - - - vx_1 razliénih vozlis¢ v V'
in vsak izmed ciklov je opisan z 2k takSnimi zaporedji. Torej je natanko (n)y/2k
razli¢nih ciklov. Sluc¢ajna spremenljivka X priredi vsakemu grafu G $tevilo k-ciklov,
torej je X vsota vseh vrednosti X¢(G) in tako dobimo:

B(Y) = B(Y. Xe) = Y B(xe) = W
C C

4.2 Lastnosti skoraj vseh grafov

Lastnost grafa je razred grafov, ki so zaprti za izomorfizem, torej razred vsebuje z
vsakim grafom G e vse njemu izomorfne grafe. Ce je p = p(n) fiksna funkcija (lahko
konstantna) in je P lastnost grafa, nas zanima obnaSanje verjetnosti P(G € P) za
G € G(n,p), ko n — 0. Ce gre verjetnost proti 1, re¢emo da G € P za skoraj vse
G € G(n,p), ¢e pa gre proti 0, re¢emo, da skoraj noben G' € G(n,p) nima lastnosti
P.

Za primer pokazimo, da je za dolocen p vsak fiksen graf H induciran podgraf na
skoraj vseh grafih.
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Trditev 4.3 Za vsako konstanto p € (0,1) in vsak graf H, skoraj vsak G € G(n, p)
vsebuje inducirano kopijo H.

Dokaz. Naj bo H dan in k = |[V(H)|. Ce n > kin je U C {0,...,n — 1} fiksna
podmnozica na k vozlis¢ih grafa G, potem je G[U] izomorfen H z dolo¢eno verjet-
nostjo r > 0. Verjetnost r je odvisna od p, ne pa tudi od 7 n (premisli zakaj ne?).
Graf G vsebuje | 7] takih disjunktnih mnozic U; za zi=1,...,[%]. Verjetnost, da
noben izmed grafov G[U;] ni izomorfen H je (1 —r)l%), saj so ti dogodki med sabo
neodvisni zaradi disjunktnsti povezav iz mnoZice [U]?. Zato je
PH ¢ G)<(1-nrb)—o, ko n — oo,
<~

induciran

in trditev je dokazana.

g

Za sklepanje o velikem Stevilu naravnih lastnosti, ki jih imajo skoraj vsi grafi, je
priro¢na naslednja lema. Za dana i,j € N definirajmo lastnost grafa P; ;. Recemo
da je graf G € P;; (oz. graf G ima lastnost P; ;), ¢e za vsak par U, W disjunktnih
mnozic vozlis¢ z |U| < i in |[W| < j, graf vsebuje vozlis¢e v ¢ U U W ki je sosedno

v v

Lema 4.4 Za vsako konstanto p € (0,1) in i,j7 € N, skoraj vsak graf G € G(n,p)
ima lastnost P; ;.

Dokaz. Za dolo¢ena U, W in v € G — (U N W) je verjetnost, da je v sosed vsem
vozlis¢em iz U ter nobenemu iz W

pVlg" > pig?
in zato je verjetnost, da ne obstaja ustrezen v za taka U in W
(1 — plUlgWhn=lUI=IWT < (1 — pigiyn—i=i

(za n > i+ j), saj so ustrezni dogodki med seboj neodvisni za razli¢ne v. Ker na
vozliséih V(G) ni ve¢ kot n'*J parov takih mnozic U, W je verjetnost, da kak tak
par nima ustrezenega vozlis¢a v najvec

WL )

to pa gre proti 0, ko n — oo, saj je 1 — pi¢’ < 1. Se ocena zgornje meje razli¢nih
parov mnozic U, W v G:

(n)(n—i)_ n! (n —1)! _n(n—l)---(n—(z‘+j)+1)S

i i) (m=)lil(n—i—j)j il !

<nn—1)(n—=2)-(n—i—j+1),, <n.
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]
Posledica 4.5 Za vsak p € (0,1) in k € N je skoraj vsak graf v G(n,p) k-povezan.

Dokaz. Po lemi 4.4 ima skoraj vsak graf lastnost P, ;_1, zato je dovolj pokazat, da
je vsak graf G z lastostjo Pa ;1 k-povezan. Poljuben graf v Py ;4 je reda vsaj k+2.
Ce grafu G odstranimo manj kot k vozlis¢ mora biti povezan. Ta vozliséa damo v
mnozico W, saj jo lahko poljubno izberemo in je moc¢i manj kot k. Po definiciji
P3 ;-1 imata poljubni dve drugi vozlis¢i z, y, ki ju damo lahko v mnozico U, skupno
sosednje vozlisée v ¢ W. Zato W ne separira = in y. Graf G je res povezan.

U
V dokazu posledice 4.5 smo pokazali ve¢ kot je bilo potrebno. Namesto dokaza
o obstoju poti med x in y, ki se izogne mnozici W, smo pokazali, da imata z in y
skupnega soseda v ¢ W. Zato so vse poti, ki so potrebne za vzpostavitev Zeljene
povezanosti, lahko dolzine 2.
Nadalje bomo pokazali, da ima skoraj vsak graf presenetljivo visoko kromati¢no
Stevilo x.

Trditev 4.6 Za vsak p € (0,1) in vsak € > 0 ima skoraj vsak graf G € G(n,p)
kromaticno stevilo
log(l/q) n

(@) > 24+¢ log(n)

Dokaz. Za poljuben n > k > 2, z uporabo leme 11.1.2 (ni napisana) dobimo

P[O& > k] < (Z)q@) < nkq(g) = qugq(”k)q%k(k_l)

log(n) | 1
= qk IOi‘(q) +zk(k=1)

k 2log(n)
§(_log(gi/q) +h—1) .

=dq
Za
) log(n)

log(1/q)
gre eksponent tega izraza z n proti neskon¢nosti, zato gre izraz proti 0. Torej nobena
mnozica k vozliS¢ ne sme biti enako pobarvana, zato vsako barvanje vozlis¢ grafa G
za skoraj vsak G € G(n,p) uporablja ve¢ kot

k= (2+e¢

n_log(l/q) n

k 2+¢ log(n)

barv.

O
Trditev 4.6 je moc¢na v smislu obeh mej, saj ¢e zamenjamo € z —e¢, se spodnja
meja za X spremeni v zgornjo.

29



Kot zanimivost omenimo skupno lastnost rezultatov v tem poglavju: vrednost
p ne igra nobene vloge, saj ¢e je veljala doloc¢ena lastnost za skoraj vsak graf v
G(n,3), je imel to lastnost tudi skoraj vsak graf v G(n, ;55). Za vedino primerov
(zgornji primeri so izjema) se nahaja kriti¢na velikost magnitude p, okoli katere se
lastnot ravno se bo oz. ne bo pojavila, veliko nizje od vsake konstante vrednosti in
najveckrat je to funkcija n-ja, ki gre proti 0, ko n — oo.

Poglejmo si, kaj se dogaja, ¢e je p = p(n). Za verjetnost povezav p, ki imajo
red manj§i od n2, skoraj gotovo slu¢ajni graf G € G(n, p) nima nobene povezave.
Ko p raste, G pridobiva vedno ve¢ strukturiranosti. Nad mejo okoli p = \/nn=2
ima skoraj gotovo komponento z ve¢ kot dvemi vozli¢i, te komponente z vecanjem
reda rastejo in okoli p = n~! se pojavijo prvi cikli. Kmalu zatem postane graf
neravninski, hkrati ena komnponenta nadvlada ostale, vse dokler ne postane pri
meji okoli p = (logn)n~"! graf povezan. Ne veliko za tem, pri p = (1 + €)(logn)n!,
ima graf skoraj gotovo Hamiltonov cikel.

Velikokrat se ta razvoj sluc¢ajnih grafov, ko p raste, primerja z evolucijo orga-
nizmov. Za vsak p = p(n) si mislimo lastnosti skoraj vseh grafov v G(n,p) kot
lastnosti tipi¢nega slu¢ajnega grafa G € G(n,p) in preu¢ujmo, kako se s stopnjo
rasti p spreminjajo lastnosti grafa G. Kot pri vrstah, se tudi evolucija sluc¢ajnih
grafov zgodi v relativno nendadnih skokih. Kot Ze prej omenjene kriti¢ne meje ver-
jetnosti so pragovi, pod katerimi skoraj noben graf nima in nad katerimi skoraj vsi
grafi imajo misljene lastnosti. Kasneje se bomo lotili splosne metode za izra¢un
pragovih oz. pragovnih funkcij.
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Poglavje 5

Metoda 1zbrisa

Osnovni pristop verjetnostne metode pokaze obstoj objekta z dolo¢enimi lastnosti
tako s konstrukcijo verjetnostnega prostora in dokazom, da objekti z Zeljeno last-
nostjo v tem prostoru obstajajo s pozitivno verjetnostjo. Velikokrat takSen pristop
ni uspesen. Takrat uporabimo drugo pot, ki jo bomo natancneje opisali v tem
poglavju. Pokazemo, da obstaja objekt, ki skoraj zadostuje nasSim pogojem in ga
lahko z nadzorovanimi popravki spremenimo v 7Zeljenega. Krajse povedano, metoda
izbrisa obravnava slucajno konfiguracijo, ki ni dobra, vendar je slaba le na nekaj
mestih.
Preden se lotimo primerov, omenimo Markovo neenakost.

Izrek 5.1 (Markova neenakost) Za nenegativno slucajno spremenljivko in a > 0
velja:
E(X)

P(X >1t) <
a

Dokaz.

E(X)=) iP(X=1i)>) aP(X =i)=aP(X >a).

i>a

5.1 Ramseyeva Stevila
Trditev 5.2 Ce (2)21_(5) <1, potem R(k,k) > n.
Trditev 5.3 (Spencer 1987) Za vsak n velja: R(k,k) >n — (2)21*(5).

Dokaz. Obravnavajmo 2-barvanje povezav grafa K,. Za mnozico S, s k tockami,
naj bo Xg indikatorska spremenljivka za dogodek, da je S enobarvna.

E(Xgs) = P(S je enobarvna) = 91-(2).
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Najbo X =) ¢ Xg. Potem je E(X) = > ¢ F(Xg) = m, pri ¢emer je m = (2)21_(2)
Torej obstaja barvanje, ki ima najve¢ m monokromatskih k-klik, t.j. X < m. Iz
vsake take klike odstranimo eno tocko in dobimo ustrezno pobarvan Ky, za s > n—m.

Od tod sledi R(k, k) > s >n—m.

g

5.2 Najvecji neodvisni podgrafi

Neodvisni podgraf grafa G je mnozica vozlis¢ iz grafa G, ki v G niso povezana.
Naslednji izrek bo navzdol omejil velikost najvedjega neodvisnega grafa v G. Naj
bo a(G) velikost najvecje neodvisne mnozice grafa G.

Izrek 5.4 Naj bo G graf na n tockah z %k povezavami. Potem je a(G) > 5.

Dokaz. Naj bo S slu¢ajna podmnozica to¢k v grafu GG. Mnozico S dobimo tako,
da vsako tocko iz grafa G izberemo z verjetnostjo p. Naj bo X §tevilo toc¢k in Y

Stevilo povezav v S.
Velja E(X) = pn in E(Y) = Zp?. Potem je

nk

E(X-Y)=mnp— 7p2.
Pri p = 1, E(X —Y) doseZe maksimum:
n o n n
EX-Y)=-——=—.
( ) k- 2k 2k
Torej obstaja mnozica S, ki ima vsaj 5 ve¢ tock kot povezav. Vsaki povezavi

odstranimo eno tocko in dobimo neodvisno mnozico z vsaj 5 tockami.

]
V nadaljevanju naj bo d, stopnja vozlis¢a v € V' za graf G = (V, E).

Izrek 5.5 (Turan) Za vsak graf G velja

Dokaz. Naj < linearno ureja V. Definirajmo
I={veVowe EG)=v<w}.

Naj bo X, indikator naklju¢ne spremenljivke za v € [ 'in X =% |, X, = |I]. Za
vsak v velja

E(XU):P(UGI):d ey
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ker je v € I natanko tedaj, ko je v najmanjsi element med v in njegovimi sosedi.

Torej je
1
E(X) =
(X)=2 77

veV

in torej obstaja specificno urejanje < z

1
![|sz +1
veV Y

Toda ¢e sta x,y € I in {z,y} € E, potem = < y in y < z, kar je protislovje. Torej
je I neodvisen in a(G) > |I|.

0
Za vsak m < n, naj q,r ustrezata n = mqg+r,0 < r < m, in naj bo

() (9.

Definirajmo graf G = G, . na n vozlis¢ih in e povezavah tako, da enakovredno
(kolikor je to mogoce) razdelimo mnoZico vozlis¢ v m razredov in zdruZimo dve
vozlis¢i natanko tedaj, ko lezita v istem razredu. O¢itno je, da a(G, ) = m.

Izrek 5.6 (Turan, 1941) Naj ima H n vozlis¢ in e povezav. Potem je a(H) > m
ina(H)=m& H=G,,.

Dokaz. G, ima ), ﬁ = m, ker vsaka klika doprinese 1 k vsoti. Ce fiksiramo

€= ey 5 € D ey o7 minimiziran z d,, ki so kolikor se le da blizu. Tako velja
za vsak H,

1
Q(H)sz g zm

Za o(H) = m moramo imeti enakost zgoraj na obeh straneh. Iz druge enakosti
vidimo, da morajo biti d, kolikor se le da blizu. Ce predpostavimo, da je X = |1
kot v prejsnjem izreku, lahko sklepamo, da je o(H) = E(X). Toda o(H) > X za
vse vrednosti <, torej mora biti X konstanta. Recimo, da H ni unija klik. Potem
obstajajo z,y,z € V z {x,y},{z,2} € E,{y,z} ¢ E. Naj bo < ureditev, ki se pri¢ne
z x,y,z in <’ ista ureditev, ki pa se pri¢ne z y, z, x in naj bosta I, I’ pripadajoci
mnozici vozlis¢, za katere velja, da so vsi njihovi sosedje veéji. Potem sta I, I’
identi¢ni, razen da x € I, y,z ¢ I, medtem ko je x ¢ I', y,z € I'. Torej X ni
konstanta. Potem iz a(H) = E(X) sledi, da je H unija klik in je torej H = G, .

O
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5.3 FErdosev izrek

V tem razdelku bomo dokazali enega izmed bolj presenetljivih rezultatov v teoriji
grafov.

Izrek 5.7 (Erdds, 1959) Za vsak par naravnih Stevil g in k obstaja graf G z no-
trangim obsegom g(G) > g in kromaticnim Stevilom x(G) > k.

Pri tem je notranji obseg dolzina najkrajSega cikla v grafu. V dokazu bomo uporabili
Se naslednjo standardno oznako iz kombinatorike

]

n
(n); == <,>i!—n(n—l)(n—2)~-(n—i+l),
za Stevilo zaporedij ¢ razli¢nih elementov iz dane mnozice z n elementi.

Dokaz. Naj bo 8 < 1/g in G vsebovan v razredu G(n,p), pri ¢emer je p = n®~L
Nadalje, naj bo X sluc¢ajna spremenljivka, ki doloc¢a stevilo ciklov dolzine kvecjemu
g. Potem je matemati¢no upanje te spremenljivke

g

n)i I nih
B0 =Yy <3 € o),

=3 1=3

saj je Bg < 1. Verjetnost, da je stevilo ciklov z dolzino kve¢jemu g manjse od n/2,
je zato

P(X > g) € o(1).

Definirajmo v = (%ln n|. Verjetnost, da je najve¢ja neodvisna mnozica a(G) ve-
likosti vsaj v je kve¢jemu

P(a(G) > ) < (Z) 1-p@ < (ne*p(mfl)h)v _ o).

Naj bo n tako velik, da imata oba zgornja dogodka verjetnost manjso od % Potem
obstaja nek graf G z manj kot n/2 ciklov dolZine ¢g in neodvisno mnozico velikosti
manj kot 3n'~?Inn. Iz vsakega izmed ciklov dolZine kve¢jemu ¢ odstranimo eno
vozlis¢e. Tako dobimo graf G’ z vsaj n/2 vozliséi, ki ima notranji obseg veéji od g
in velikost neodvisne mnozice a(G’) < a(G). Torej je kromati¢no Stevilo

N~ |G n/2 n’
> > = .
X&) 2 a(G') — 3n'Flnn  6lnn

Zagotoviti moramo le Se, da je n dovolj velik, torej, da velja

B
n
k<

6lnn
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Poglavje 6

Metoda drugega momenta

Uporabnost matemati¢nega upanja smo spoznali ze nekajkrat. V tem poglavju se
ukvarjamo z doloCanjem verjetnosti, da je vrednost slucajne spremenljivke dalec¢
od pricakovane. Ce imamo zgolj podatek o matemati¢nem upanju spremenljivke,
nam najboljSo vrednost poda Markova neenakost. Ko pa o porazdelitvi spremeljivke
vemo vec, postanejo tudi orodja bolj natan¢na. Eno izmed glavnih orodij je Cebigeva
neenakost.

Matemati¢no upanje imenujemo tudi prvi moment sluc¢ajne spremenljivke. Defini-
ramo pa lahko tudi momente vigjih redov. Moment reda k je E(X*). Enostavno je
videti, da za diskretno slu¢ajno spremenljivko X velja

B(XH) = 3 ple) - X ()"

weN

Zanimiva je povezava med prvim in drugim momentom sluc¢ajne spremeljivke, vari-
anca, ki smo jo opisali ze v uvodu.

Cebisevo neenakost uporabljamo, kadar zelimo oceniti verjetnost, da se bo sluca-
jna spremenljivka odklonila od njenega matemati¢nega upanja za vsaj dano Stevilo
t. Ali drugace, Cebigeva neenakost ocenjuje kakSna je verjetnost, da se slucajna
spremenljivka dovolj razlikuje od matemati¢nega upanja.

Lema 6.1 (CebiSeva neenakost) Ce ima slucajna spremenljivka X matematicno
upangje E[X] in (koncno) varianco Var(X), za vsak pozitiven t velja ocena

Var(X)

P(X —B[X]| 2 ) < -

Dokaz.
Var(X) = E[(X — E[X))?] > *P(|X — E[X]| > 1).

0

Ocena ni nujno natancna. Ce je t2 < Var(X), je celo prazna, saj je tedaj njena

desna stran vecja od 1. NajboljSo oceno dobimo, ¢e je X enak p z verjetnostjo p ali
enak p + ¢ z verjetnostjo %.
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6.1 Ocena srednjega binomskega koeficienta

Med binomskimi koeficienti (2;”), kjer je k = 0,1,...,2m, je (272”) najvedji in se
pogosto uporablja v razli¢nih formulah ! Z metodo drugega momenta na preprost
nacin navzdol omejimo koeficient (27;”)

Trditev 6.2 Za vsak m > 1 velja

2m S 22m
m )~ (4ym+2)
Dokaz. Naj bo X slucajna spremenljivka, za katero velja X = X7+ Xo+-- -+ Xo,,,

kjer so spremenljivke X; med seboj neodvisne in vsaka od njih doseze vrednost 0 in

1 z verjetnostjo 1. Torej je E(X) = m in Var(X) = 2. Za ¢t = \/m nam Cebigeva

neenakost da oceno )
P(|X —m| < \/E) > 7"

Verjetnost, da X doseze vrednost m—+k, kjer je |k| < \/m, je (nsz)2_2m < (3m)2-2m,
saj je (2;1”) najvecji binomski koeficient. Torej imamo

1 2m\ .o,
5 < Y PX=m+k) < (2\/E+1)<m)2 .
k| <v/m
U
6.2 Razli¢ne vsote
Naj bo A = {x1,x9,..., 25} mnozica pozitivnih celih $tevil. Pravimo, da ima

mnozica A razli¢ne vsote, ¢e za vse vrste

me kjer je S C{1,2,...,k}

€S

velja, da so si razliéne. Naj f(n) ozna¢uje maksimalen k, za katerega obstaja mnozica
{z1,29,..., 25} C {1,2,...,n} z razli¢nimi vsotami. Najpreprostejsi primer taksne
mnozice je {2;4 < log,n}. Ta primer implicira f(n) > 1+ (logyn).
Kako pa bi f(n) lahko omejili navzgor? Erdos je obljubil 300 $ tistemu, ki dokaze
ali ovrze trditev
f(n) <logyn+C,

kjer je C' neka konstanta. Iz zgornjega vidimo, da, ¢e so vse 2/(® vsote razli¢ne in
manj kot nk, potem

f(n) <nk =nf(n)

!Catalanova &tevila lahko enostavno izrazimo z binomskimi koeficienti. Ta &tevila tvorijo za-
poredje naravnih $tevil, ki se pojavljajo v mnogih prastevilskih in rekurzivnih problemih v kombi-
natoriki.
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in tako
f(n) <log,n 4+ logy(logyn) + O(1).

Razmisljanje z metodo drugega momenta (torej s pomodjo Cebiseve neenakosti)
nam da lazjo, a vendar bolj natan¢no resitev problema. Naj bo {x1,xs,..., 21} C
{1,2,...,n} mnozica z razli¢nimi vsotami. Naj bodo £y, &5, ..., neodvisne sluca-
jne spremenljivke z verjetnostjo

in naj bo X = 121 + €929 + ... + €12 (0 X tudi lahko razmisljamo kot o slu¢ajni
spremenljivki). Naj bo

_$1+£If2—|——|—l’k
B 2

p=E(X)

in 02 = Var[X]. Omejimo varianco

U2_x§+x§+...+xi n2k
B 4 4

IN

in zato je

S Cebisevo neenakostjo za vsak A > 1 velja

vk

P(|X — u| >
(1% - 2 22

)< A2

Po drugi strani pa

1 vk
1——<P(lX - .
S SP(X —ul < 5

Ampak X zavzame vrednost z verjetnostjo 0 ali 27, ker vsoto lahko dobimo na en
sam nacin. Tako
vk

2

P(X —pl < ) < 27F vk +1)

n
28(1 —A72) -1
> )
MWk

Medtem, ko da A = v/3 optimalen rezultat, nam da vsaka izbira A > 1 :

n

Izrek 6.3 ]
F(n) < logyn + 3 logy(logyn) + O(1)
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6.3 Pragovna funkcija

Vrnimo se sedaj k slu¢ajnim grafom. Kaksna je verjetnost, da graf G € G(n,p)
vsebuje cikel dolzine tri? Lastnost, da graf vsebuje tak cikel je monotona, kar
pomeni, da ima to lastnost tudi vsak graf H, ki G vsebuje kot podgraf. Za majhne
p graf G verjetno 3-cikla ne bo vseboval, medtem ko je za velike p pojav bolj verjeten.

Naj bo T stevilo 3-ciklov v grafu G. Za dano trojico vozlis¢ je verjetnost, da
tvorijo 3-cikel p3. Zaradi linearnosti matemati¢nega upanja, je pricakovano Stevilo

trikotnikov
n
E(T) = 3,
(T) (3)p

Ce jep:=pn) < %, potem se pric¢akovana vrednost Stevila 3-ciklov bliza 0, ko
veCamo n. Zato se tudi verjetnost, da nek graf G vsebuje trikotnike nagiba k 0, ¢e
je p(n) < = pri velikih n. Po drugi strani pa, ¢e predpostavimo, da je p(n) > &,
matemati¢no upanje stevila trikotnikov narasc¢a v neskonc¢nost z naras¢anjem n, kar
pa ne pomeni, da graf G zagotovo vsebuje trikotnike. Lahko se zgodi, da nekaj
grafov vsebuje veliko trikotnikov in tako dvigne pri¢akovano vrednost. To lahko
ponazorimo tudi z naslednjim zivljenskim primerom.

Pozarno zavarovanje: Letna cena zavarovanja proti pozaru na gospodinjstvo
narasca. To odraza rast Skode, ki jo povzroci ogenj v gospodinjstvu vsako leto.
Ampak ali to pomeni, da verjetnost, da bo ogenj povzrocil nesreco, narasca? Ali
to celo pomeni, ¢e gledamo v limiti, da bo skoraj vsako gospodinjstvo gorelo vsako
leto? Tezko. Dvig pri¢akovane cene §kode je posledica nekaj pozarnih nesre¢ vsako
leto, katerih cena se visa.

Na sreco pa se nasi trikotniki ne obnasajo tako nepredvidljivo kot pozarne nes-
reCe. Za vecino slucajnih grafov velja, da je Stevilo trikotnikov, ki jih vsebujejo,
relativno blizu pricakovane vrednosti. Pravzaprav nam ravno metoda drugega mo-
menta dokazuje, da ¢e je pricakovana vrednost Stevila trikotnikov dovolj velika,
potem slucajni graf skoraj zagotovo vsebuje nekaj trikotnikov.

Lema 6.4 Naj bodo X, X5 ... nenegativne slucajne spremenljivke za katere velja

. Var(X,)
lim ————= =0.
A EG)e Y
Potem
lim P(X, > 0) = 1.

n—oo

Dokaz. Naj bo t = E(X,,) in uporabimo Cebigevo neenakost:

Var(X,)
P(1X, — B(X,)| = E(X,)) < —it).
(E(X,))?
Ker za X, = 0 velja | X,, — E(X,,)| = |E(X,)|, dobimo
. . Var(X,)
nh_)nolo P(Xn = O) < nh_{go m = 0.
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O

Ocenimo varianco Stevila 3-ciklov v grafu G. Stevilo trikotnikov 7' zapiSemo

kot T = Y. T;, kjer so 11,15, ... indikatorske spremenljivke za vseh (g) moznih
trikotnikov v grafu GG. Varianca vsote sluc¢ajnih spremenljivk je

Var(T) = Var(T;) + > Cov(T3, T).
i i#]

Za vsak 3-cikel velja
Var(Ti) < B(T7) = p°

in za vsak par 3-ciklov, ki ima skupno eno povezavo velja
Cov(T;, Tj) < B(T,T;) = p°,

torej sta T; in 7} indikatorski spremenljivki dveh 3-ciklov na petih dolo¢enih povezavah).

Indikatorske spremenljivke 3-ciklov, ki nimajo skupne povezave, so neodvisne,
zato je kovarianca takih parov enaka 0. Torej sestevamo le kovarianco tistih parov
3-ciklov, ki imajo skupno povezavo. Stevilo le teh je 12(2) in tako dobimo

Var(T) < <n) PP 412 (n> p° < n’p® 4+ n'p’

3 4

3,3 | 4,5
Var(T) < npn—l—np _ 0o 1{ +i)7
E(T)? ((3)p*)? nipd  n?p

kar limitira proti 0, ¢e je p(n) > % Po lemi 6.4 pa iz tega sledi, da se verjetnost,
da graf G vsebuje 3-cikle, priblizuje 1 z nara$¢anjem n proti neskoncénosti.

Lastnost ali graf vsebuje trikotnik, lahko preverimo tudi s pomodcjo pragovne
funkcije. Ta pojem sta vpeljala Erdos in Rényi.

Definicija 6.5 Funkcija r : N — R je pragovna funkcija za monotono lastnost P
grafa G € G(n,p), ¢e za vsak p: N — [0, 1] velja:

1. p(n) < r(n) = lim, ., P(P velja za G) =0,
2. r(n) < p(n) = lim, .., P(P velja za G) = 1.

Pragovna funkcija lahko obstaja lahko pa tudi ne. Tudi ¢e obstaja, ni nujno, da
je enoli¢no doloc¢ena. Na primer za naso lastnost, da G vsebuje 3-cikel, je pragovna
funkcija 7(n) = 1/n. Vendar pa bi lahko namesto tega zapisa lahko uporabili tudi
r(n) = c¢/n (za vsak ¢ > 0).

Lahko pa bi se ukvarjali tudi s pragovno funkcijo bolj splosnih lastnosti, kot
je na primer pojav podgrafa v grafu G (vendar ne nujno induciranega, saj je ta
problem veliko bolj zapleten). Izkaze se, da je na§ ukrep primeren tudi za bolj
splosne lastnosti podgrafa, pod pogojem, da je ta uravnotezen. Preden pa povemo
kaj je uravnotezen graf, definirajmo Se gostoto grafa.
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Grafu H recemo, da je uravnoteZen, ¢e noben njegov podgraf nima vecje gostote
kot graf H.

Izrek 6.6 Naj bo H uravnoteZen graf z gostoto p. Potem je r(n) = ne pragouna

funkcija za lastnost, da je H podgraf grafa G € G(n,p).

nacimo vozlis¢a grafa H z ay, as, . . . , a,. Za vsako urejeno v-terico 5 = (b1, b, ..., b,)
razli¢nih vozlis¢ by, bo, ..., b, € V(G), G € G(n,p), naj Ag oznacuje dogodek, da G
vsebuje pravilno urejeno kopijo H na (b1, bs,...,b,). To je, dogodek Ag se zgodi, ¢e
velja b;b; € E(G), vedno kadar velja a;a; € E(H). Z drugimi besedami,dogodek Ag
se zgodi vedno ko je predpis a; — b; homomorfizem na grafu.

Naj Xz oznacuje indikatorske spremenljivke nanasujoce se na Ag in naj bo X =
Zﬁ Xp po vseh urejenih v- tericah 3. Upostevati moramo, da so zaradi mozZne
simetrije H, nekatere kopije H lahko Stete veckrat in tako X ni to¢no Stevilo kopij
H v grafu G. Kakorkoli, pogoj X = 0 je ekvivalenten odsotnosti grafa H v G in
X > 0 je ekvivalenten pojavu grafa H v grafu G.

Verjetnost Ag je p°. Zaradi linearnosti matemati¢nega upanja pa velja

E(X) =) P(45) = 0(n"p")
E

(upostevati je treba, da sta v in e konstanti, medtem ko je p funkcija od n).
Ce je p(n) < n= , potem je

lim E(X) =0,

s ¢imer je prvi korak dokazan.
Sedaj pa predpostavimo, da je p(n) > n= in uporabimo lemo 1.7
Var(X) =) Var(Xs) + Y Cov(Xs, X,).
B B#y
Ker je Var(Xg) = Cov(X3Xp), lahko pisemo tudi
Var(X) =Y " Cov(X4X,).
By

Kovarianca je nenicelna le za pare kopij, ki si delijo nekaj povezav. Naj si 3 in
7 delita t > 2 vozlis¢. Potem imata dve kopiji H najvec¢ tp skupnih povezav (saj je
H uravnotezen), njuna unija pa vsebuje vsaj 2e — tp povezav. Tako je

Cov(XsX,) < B(X5X,) < p* .
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Stevilo parov 3 in 7, ki si delijo ¢ vozlis¢ je reda O(n*7"), saj lahko izberemo

mnozico vozliS¢ moc¢i 2v — tp na (QU”_t) nacinov. Za fiksen ¢ dobimo

D Cov(Xp, X,) = O™ "'p* ") = O((n"p°)*~"")

|By|=t
Var(X) = O(3" (np)*~")
t=2
in
. Var(X) ] ° .
lim ————= = lim O np®) ") =0,
B T (é( )~7)

¢e je lim, ..o n"p® = co. S tem pa je izrek dokazan, saj po lemi 6.4 velja

lim P[X >0] =1

n—oo

in tako se skoraj vedno pojavi kopija H v grafu G.

O
Vprasanje pojava splosnih podgrafov H v grafu sta resila Erdos in Rényi. Pragovna
funkcija za graf H je dolo¢ena s podgrafom H C H, ki ima maksimalno gostoto.
Velja naslednji izrek.

Izrek 6.7 Naj bo H graf in H C H z maksimalno gostoto p. Potem je

r(n) = nﬂ(_f})

pragovna funkcija za lastnost, da je H podgraf grafa G € G(n,p).

6.4 Kli¢no Stevilo

Maksimalna klika je klika, ki ni vsebovana v nobeni drugi kliki. Klicno Stevilo w(QG)
je velikost najvecje klike v grafu G.

Obravnavali bomo kli¢no $tevilo v slu¢ajnem grafu G € G(n,1/2). Najprej za
fiksno stevilo k prestejmo Stevilo klik velikosti k. Za vsako mnozico S, ki vsebuje
k tock, naj Xg oznaci indikatorsko spremenljivko dogodka, da je S klika. Potem je
X = ZI S|—k Xg stevilo k-klik v grafu. Pricakovano stevilo k-klik v grafu je

E(X)= Y E(Xs) = (Z)z-@.

|S|=k

Ta funkcija pade pod 1 priblizno pri k£ = 2log, n, ki je tipi¢na velikost najvecje
klike v G. Velja
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Lema 6.8

lim P(w(G(n,1/2)) > 2logyn) = 0.
Dokaz. Postavimo k(n) = [2logyn] in izra¢unajmo povpre¢no Stevilo klik te ve-
likosti

B(X) = (Z) 2 k!(nni'k)!z_k(k_lw = %TW%W B %Q
saj je
(n ﬁ!k)! <nf = ()t < (25F ) = (2
ok/2

o pa gre proti 0, ko gre n — oco. Zato je

lim P(w(G(n,1/2)) > 2logyn) = 0.
O
Tezje je pojasniti, da bo vedno obstajala klika velikosti blizu praga 2log, n, kar
bomo dokazali. Se prej pa ponovimo lemo, ki jo bomo potrebovali v dokazu. Dokaz
leme izpustimo.

Lema 6.9 Imamo zaporedje Xy, Xs,... nenegativnih slucajnih spremenljivk, tako
da velja
. D(X,)
lim ———~%= = 0.
n—oo (E(Xy))?

Potem velja
lim P(X, >0)=1.

n—oo

Izrek 6.10 Naj bo k(n) taka funkcija, da bo
e (-

lim P(w(G € G(n,1/2)) > k(n)) = 1.

n—oo

Potem velja

Dokaz. Pigimo E(n,k) = (2)27@ Najprej opazimo, da lahko predpostavimo, da
je n dovolj velik in da je dovolj gledati le tiste k, za katere velja

3
Elogzn < k < 2logyn,

kjer lahko % zamenjamo s katerokoli konstanto, manjso od 2. Pokazali smo ze, da

E(n,2logyn) — 0, ko n — oo. Pokazati moramo Se F(n, % log, n) — 00, ko n — oc.
Najprej ocenimo log, F(n, k):

n k —IC2/2 k2

log, E(n, k) > 10%2[(E) 2 | = klogyn — klogy k — 5
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Zdaj namesto k vstavimo %log2 n in dobimo

3 3 9
log, E(n, 5 logyn) > 3 logsn — o(logsn) — s logsn

3
= 3 logs n — o(logs n) — oo,

ko n — oo. Torej res velja E(n, % logy, n) — oo, ko n — oc.

Naj X = > g _sn) Xs 0znadi stevilo klik velikosti k(n) v G(n,1/2). Po pred-
postavki izreka velja lim,, .., E[X] = co. Ker zelimo uporabiti lemo, moramo izracu-
nati disperzijo X:

D(X)= Y Cov(Xs,Xr)
|SI=IT =k
(zajeli smo vse mnozice velikosti k, tudi kadar je S = T, saj je D(X) = Cov(X, X)).
Vemo, da je Cov(Xg, X7) enaka 0, ¢e sta Xg in X7 neodvisni slu¢ajni spremenljivki.
Spremenljivki Xg in X7 pa sta neodvisni, kadar imata S in 7" kveéjemu eno skupno
to¢ko (zato pripadajoce klike nimajo skupnih povezav). Torej nas zanimajo le tisti
pari (S,7), za katere velja [SNT| > 2.
D(X) lahko zapigemo kot

k

D(X) =) C(t),

t=2
kjer je
C(t)= Y  Cov(Xs, Xr).

|SNT|=t

Za fiksen t = |S N T| imajo klike na S in T skupaj] 2(]2“) — (é) povezav, torej velja

Cov(Xs, Xr) < E(XsX7) = 2(2)2()

Ker lahko par podmnozic (S,T) z |S| = |T| = k in |SNT| = t izberemo na

(x) () (;7%) natinov, je
o) < (Z) (’;) (Z - ’;)2@—2«;)_

Pokazati moramo, da velja

saj lahko nato uporabimo lemo. Vsoto razbijemo glede na ¢ na dva dela. Zaradi

lazjega raC¢unanja predpostavimo, da je k = k(n) sodo.
V prvem delu, kjer je 2 < t < g, pokazimo, da gre vsota proti 0. Pri ocen-

jevanju bomo potrebovali, da je k < 2log,n. Ker imamo produkt ve¢ binomskih
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koeficientov, jih razsirimo, saj se bo kaj pokrajsalo ali lahko kaj ustrezno zdruzimo.
Ocenimo

n\ (k\ (n—k k\ (n—k
c) WO 0 - DG,
E(X)? 7 ()22 W
k' (n—k)(n—k—1)---(n—2k+t+1) k! ;
T (k—1)! " n(n—1)-(n—k+1) 2< )
1 2 2
< k,2t . 2t /2 < k,?t —t2t /2
- nn—1)---(n—k+1)-t! =
S k?t(2—k/2)t2t2/2 — (k22—k/22t/2>t S <k22—k/4)t7

.. k oy
saj je t < 5. Lahko zapiSemo

kjer je ¢ = k?27F/* = o(1) in tako gre vsota na levi proti 0.

V drugem delu, kjer velja & < ¢ < k, pokazimo, da je Zf:k/2+1 CH\E(X)) =
o(1) za k > 2log,n. Ker je E(X) — oo, bo veljalo tudi Zf:k/2+1 C)\(E(X))? — 0.
V tem delu je lazje oceniti binomske koeficiente. Pri ocenjevanju uporabimo formulo
(3) < n* in dobimo

< (Lo L)y

kkftnk7t2(t27k27t+k)/2
—  (kn)Ft BmDGH=1/2 _ (g o—(H—1)/2)k—t
(210g2 k+(2/3)k—(k+t—1)/2)k—t

(210g2 k+(2/3)k7(3/4)k>k7t’

IA

IA A

saj je t > £ Ker je 2982 2/3k=G/Dk = 5(1), po ocenjevanju z geometrijskimi
vrstami sledi, da velja Zf:k/Q—f—l C(t)/E(X)* — 0, kot smo trdili. Dokazali smo
torej, da je lim,, o, D(X)/(E(X))? = 0. Po lemi sledi lim,, .., P(X > 0) = 1. Torej

je lim, . P(w(G(n,1/2)) > k(n)) = 1.
U

Opomba 6.11 Ce izberemo k(n) = (2 — ¢)log, n, pogoji izreka veljajo za vsak
e > 0. To pomeni, da Stevilo klik w(G(n,1/2)) vedno lezi med (2 — ¢)log,n in
2log, n. Koncentracija Stevila klik je celo mo¢nejsa. Leta 1976 so Bollobas, Erdos
in Matula dokazali, da obstaja taka funkcija k(n), da velja

lim P(k(n) < w(G(n,1/2)) < k(n)+1) =1.

n—oo
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Poglavje 7
Lovaszeva lokalna lema

Obicajno je cilj verjetnostne metode pokazati, da se s pozitivno verjetnostjo ne
zgodi ni¢ "slabega". Ponavadi imamo neke slabe dogodke Ay, As ..., A,, ki se jim
poskuSamo izogniti, recimo enobarvne povezave pri barvanju (hiper)grafa. Vemo,
daje P(A;U A U---UA,) < S P(4;). Ce je vsota 3" P(4;) strogo manjsa od 1,
potem je ocitno, da se s pozitivno verjetnostjo nobeden od teh dogodkov ne zgodi.
Sicer pa v praksi v veliki ve¢ini primerov ta pristop ni uporaben, ker je lahko vsota
> P(A;) veliko vedja kot P(A; U A U---UA,).

Poseben primer, pri katerem smo bolj uspesni je, kadar so dogodki A4,..., A,
neodvisni in netrivialni. Tedaj velja, da je

1-PANA;N---NA,)
1-P(A)P(4Ay)N---NP(A,)
> 0.
Zadnja neenakost sledi iz tega, da so vsi A; netrivialni.
Pricakovati je, da nekaj podobnega velja tudi, ¢e so dogodki le "skoraj neod-
visni". 'V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji dve definiciji. Dogodek A je
neodvisen od dogodkov By, ..., By, ¢e za vsako podmnozico J C {1,2,... k} velja:

P(ANn(B)) =PAP([)]B))

jeJ jeJ
Naj bodo Ay, ..., A, dogodki v verjetnostnem prostoru. Usmerjeni graf G z vozli§¢i
{1,...,n} imenujemo odvisnostni graf, ¢e je dogodek A; neodvisen od vseh dogodkov

A;, za katere (i,7) ¢ E(G). Pri tem velja opozoriti, da odvisnostni graf ni enoli¢no
dolocen.
Oglejmo si najprej splosno (asimetri¢no) obliko Lovaszove lokalne leme:

Izrek 7.1 (Asimetri¢na Lovaszova lokalna lema) Naj bodo Ay, ..., A, dogodki
ter D = (V, E) odvisnostni graf teh dogodkov. Za vsa Stevila i € {1,...,n} naj bodo
x; € [0,1) realna Stevila, za katera velja:

P(A) <z [ 0—a).

(3,5)EE
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Potem velja

P(AinAn---nA,)>][1-=) >0
=1

Dokaz. Komplementarni dogodki A; se sicer zgodijo s pozitivno verjetnostjo, ven-
dar zelimo, da se s pozitivno verjetnostjo zgodijo soc¢asno. To ne bo mogoce, ¢e kom-
binacija dogodkov A; zahteva, da se zgodi nek dogodek A; (i # j). Zato moramo
omejiti verjetnost dogodka A; pri pogoju, da se ostali dogodki niso zgodili. Najprej
za poljubno podmnozico S C {1,2,...,n} in i ¢ S pokazemo, da je

To pokazemo z indukcijo po velikosti mnozice S. Za S = () trditev dr7i po privzetku
izreka:
P(A) <z [ (10— <

(i,5)EE

Privzemimo, da zgornja trditev velja za poljubno mnozico 5, |S’| < |S], torej velja
za mnozici S1 = {j € S: (i,j) € E} in Sy = S\ S1. Privzamemo lahko, da Sy # 0,
sicer trditev trivialno sledi, saj je A; neodvisna od ﬂjegA Velja

A‘ﬂA A mﬂjéSlA |ml€5’2Al)‘
jes (ﬂjesl A]‘ ﬂleSz Al)

Ker je A; neodvisen od dogodkov {A; : [ € Sy}, lahko omejimo:

P(AN (A4 4) <PA|(A)=PA) <z J] Q-2

JEST €Sy 1Sy (l,j)GE

Naj bo S1 = {j1, jo, - - -, jr}- Potem po indukcijski predpostavki lahko omejimo tudi:
P (A 0N A (1) A) = P(A;] [ A)P (A |45, 0 (1) A)
€S2 €S2 leS2

P4 A, 00 4, () A)
€Sy

> (1 =) —ap) - (1 —xy,)

> [ @)

(¢,5)EE

Torej je P(Ai‘ m]esA ) < ; in zato:
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7.1 Variante lokalne leme

Izrek 7.2 (Simetri¢na Lovaszova lokalna lema) Najbodo Ay, As, ..., A, dogodki,
za katere je P(A;) < p. Naj za vsak i = 1,2, ..., n velja, da je A; neodvisen od A; za
vsak j # 1, razen za najvec¢ d dogodkov A; (torej najved d dogodkov A; je odvisnih od
dogodka A;, (j #1)). Ce je ep(d+1) < 1 (kjer je e osnova naravnega logaritma),
potem je

P(()A) > 0.

Dokaz. é_e je d = 0, so dogodki med seboj neodvisni in zato velja P(ﬁ?:1 /L) =
P(A)P(Ay) - P(A,) > 0.
Naj bo z; = -+ < 1. V odvisnostnem grafu je izhodna stopnja vsakega vozlisca

d+1
najvec d, zato velja:
1 1 1
; || 1—z;)> 1— d> > p.
v ( xj)—d+1( d+1) “ed+1) =?

(1,9)eE
Po asimetri¢ni lovaszovi lokalni lemi velja P, 4;) > [T, (1 — z;) > 0.

g

Izrek 7.3 Naj bo & = {Ay, Ag, ..., A,} mnoZica dogodkov tako, da je vsak A; vza-
jemno neodvisen od dogodkov £ \ (D; U A;), kjer je D; C E. Ce obstajajo naravna

Stevila ty,...,t, > 1 in realno stevilo 0 < p < % tako, da za vsak i € {1,...,n} velja
t.
P4, <ph i )i < 2
(A)<p i Y o<
AjG'Di

potem se nobeden od dogodkov iz £ s pozitivno verjetnostjo ne zgodi.

Dokaz. Naj bo € = {A;, Ao, ..., A, } taka mnozica dogodkov, da je vsak dogodek
A; vzajemno neodvisen od dogodkov £ \ (D; U A;), kjer je D; C £. Ce obstajajo

taka realna Stevila x1, 29, ..., 2, € [0,1), da za vsak 1 < i < n velja
PA) <z [ (1—ay).
AjEDj
potem je

P(AinAn...nA,) > ][0 -z)>0.
Izberemo z; = (2p), za katera velja 0 < z; < (i)ti < 3. Od tod sledi
1 —xz; > e 2% Izpeljimo oceno za P(A;):

Zi H (1—1'J) > x; H 6—2wj ine_zzAjeDjxj

A;eD; A;€D;

> (2p)ti6_22f‘j€”j(2p)tj > (2p)t"e_2t7f — Qliplie 3,
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t:

Po predpostavki naloge je p'i > P(4,) ter 2fie™3 = (2e72)% = 1.2%. Zato je

Aj GDj

Po splosni asimetri¢ni Lovaszevi lokalni lemi sledi
P4, NAN...NA,) 21_[(1—:1:1-) > 0.
i=1

Nobeden od dogodkov iz £ se s pozitivno verjetnostjo ne zgodi.

Oglejmo si nekoliko druga¢no obliko asimetri¢ne Lovaszove lokalne leme:

Izrek 7.4 Naj bodo € = {Ay, Ay, ..., Ay} taksni dogodki, da je vsak A; vzajemmno
neodvisen od €\ (D; U A;), kjer je D; C E. Ce za vsak 1 < i < n velja

b ZAjE'Di P<A]) S i7

potem se s pozitivno verjetnostjo nobeden od dogodkov A; ne zgodi.

Dokaz. Vzamemo z; = 2P(4;) in zaradi predpostavke P(A4;) < % velja x; < i. Od
tod sledi (1 — z;) > e 2%, z; € [0, 1]. Izpeljemo:

i H (1—1']) 2 Li H e—2:cj Z 2P<Ai>ei2zAj€’Di 2P(4;)
AjEDi AJGDZ

> 2P(A)e % > P(4,),

saj velja 2 e7%5 = 1.2. Po asimetri¢ni Lovaszevi lokalni lemi se s pozitivno verjet-
nostjo nobeden od dogodkov A; ne zgodi.

g

7.2 Barvanje hipergrafov

Pokazali smo Ze, da so k-uniformni hipergrafi z manj kot 25! povezavami 2-obarvljivi.
Sedaj pa bomo s pomocdjo simetri¢ne Lovasz-eve lokalne leme dokazali podobni rezul-
tat, ki velja za hipergrafe s poljubnim Stevilom povezav, ki pa ne smejo biti prevec
incidencne.

Izrek 7.5 Naj bo 'H hipergraf, v katerem ima vsaka povezava vsaj k tock in je inci-
dencna z najveé d drugimi povezavami. Ce je e(d+1) < 2871 potem je H 2-obarvljiv.
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Dokaz. Tocke grafa H pobarvajmo (slu¢ajno) z rdeco ali modro barvo, z verjetnos-
tjo 1/2. Za vsako povezavo f naj Ay oznacuje dogodek, da je f enobarvna. Ker ima

vsaka povezava vsaj k tock, je verjetnost dogodka Ay najvec 2 = 217k O¢itno je

2k
dogodek A neodvisen od A,, razen tistih, kjer se f in ¢ sekata (teh je najvec d).
Poglejmo, koliko je e P(A;) (d+ 1). Po predpostavki je e(d + 1) < 2871 zato je
P(Ay) e (d+1) < 2% 281 = 1. Torej lahko uporabimo Lovaszovo lokalno lemo, ki

v tem primeru pravi: verjetnost, da nobena povezava ni enobarvna je vec¢ja od 0.

g

7.3 Izpolnjivost SAT problema

Izrek 7.6k Naj bo F primerek k-SAT problema tak, da se vsaka spremenljivka pojavi
. -2 . . ..
v najvec QT stavkov. Potem je F izpolnjiv.

Dokaz. Naj bodo xy,zs,...,z, spremenljivke, za katere velja x; € {T,F}, i =
1,2,...,n, vsaka vrednost pa je izbrana z verjetnostjo p = % Naj bo A; dogodek,
da je i-ti stavek nepravilen (ima vrednost F'), i = 1,2,...,m (m stavkov). Verjetnost
dogodka A; je enaka verjetnosti, da imajo vse spremenljivke oziroma njihove negacije
v i-tem stavku vrednost F. Torej velja P(A;) = 27% = p.

Izracunajmo Se najvecjo izhodno stopnjo odvisnostnega grafa. V i-tem stavku
se pojavi k spremenljivk, vsaka od njih pa se pojavi v najvec 219772 stavkih. Torej je
od tega stavka (in poslediéno dogodka A;) odvisnih najveé l{:? = 2F=2 preostalih
stavkov (dogodkov). Tako velja d < 2872,

Sedaj izra¢unamo 4pd < 4 27% 252 = 1 in po simetri¢ni Lovaszevi lokalni lemi
velja P(A;NAyN...NA,) > 0, kar pomeni, da je verjetnost, da je k&-SAT problem
resljiv, pozitivna.

i

7.4 Seznamsko barvanje vozlisc¢

Izrek 7.7 Naj bo G tak graf, da ima vsaka tocka seznam dopustnih barv velikosti
[l > 0. Za vsako tocko v in vsako barvo ¢ velja, da je ¢ vsebovana v najvec 1/8
seznamov od sosedov tocke v. Potem obstaja pravilno barvanje tako, da vsaka tocka
dobi barvo 1z svojega seznama.

Dokaz. Graf pobarvajmo slucajno, tako da vsako toc¢ko v pobarvamo s poljubno
barvo iz njenega seznama barv L,. Pri tem je vsaka izmed barv seznama izbrana z
1

enako verjetnostjo ;. Za vsako povezavo e = (u,v) € E(G) in barvo ¢ € L, N L,

.....

Najprej izra¢unajmo verjetnost dogodka A..: P(A..) = l% = p, saj barve izbi-
ramo enakomerno iz obeh seznamov krajis¢ povezave e. Opazimo, da je dogodek
A odvisen le od barv s seznamov L, in L,. Tako so od A.. odvisni dogodki:

49



o &, ={Auys;d € Ly, u je krajisce povezave f},
o & ={Ays;d € L,,v je krajisce povezave f}.

Seznam L, ima [ barv, to¢ka u pa ima najvec é sosedov, ki so lahko pobarvani
z barvo ¢ (imajo jo v svojem seznamu). Zato velja [€,| <1 & = %. Enako velja za
&y l§2 %. Od dogodka A, je torej odvisnih najvec %—{—% = % dogodkov in velja
d<7. )

Velja 4dp < 4 ZZ l% = 1 in po simetri¢ni Lovaszevi lemi velja

P((Ace: €= (u,v) € E(G), c€ L,NL,) > 0.

Torej s pozitivno verjetnostjo obstaja pravilno barvanje, kjer vsaka tocka dobi barvo
1z svojega seznama.

4

7.5 Usmerjeni cikli

Izrek 7.8 Naj bo D = (V,E) usmerjen graf z minimalno izhodno stopnjo & in
maksimalno vhodno stopnjo A. Potem za vsak k € N, za katerega velja

k< 0
~ 1+1In(1+d6A)

D wvsebuje usmerjen cikel, dolzZine deljive s k.

Dokaz. Oglejmo si podgraf digrafa D, v katerem je izhodna stopnja vsake tocke
natanko 0. Naj bo f: V — {0, 1,..., k—1} nakljuéno barvanje, ki ga dobimo tako,
da za vsak v € V izberemo f(v) neodvisno (in vse z enako verjetnostjo). Z N*(v)
oznac¢imo mnozico tock {w : (v,w) € E} in z A, dogodek, da nobena toc¢ka v N T (v)
ni pobarvana z f(v) + 1 (mod k).

Verjetnost dogodka A, je p = (51)° = (1—7)°. Trdimo, da je vsak A, neodvisen
od vseh A, za katere je

N*(v) N (N*(w) U {w}) = 0. (7.1)

To pomeni, da w ni naslednik od v ter w in v nimata skupnega naslednika.

Toda v je lahko naslednik od w. V tem primeru neodvisnost ni tako oc¢itna kot
sicer, toda vseeno drzi: celo, ¢e so barve vseh tock razen N7 (v) Ze fiksne (natanko
dolo¢ene), bo verjetnost dogodka A, Se vedno enaka (1 — 1)°.
Naj d oznacuje Stevilo to¢k w, ki ne zados¢a (7.1). Potem je

d<5+6(A—1)=5A.
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Zato je ep(d +1) < e(1 — £)°(6 A+1) < e 9% A+ 1). Ko uporabimo zafetno
predpostavko, dobimo

el TRE A1) <

1—|—(5A(1+5 A)=1.
Torej je ep(d+1) < 1. Potem po Lovaszovi lokalni lemi sledi, da je P [ﬂievfli} > 0. To
pomeni, da obstaja barvanje pri katerem za vsako tocko v € V obstaja w € N*(v),
tako da je f(w) = f(v) +1 (mod k).

Ce si sedaj izberemo poljubno tocko vy € V, potem lahko generiramo zaporedje
Vo, V1, Vg, - - ., tako da v;uig € Ein f(vip1) = f(v) +1 (mod k), dokler ne najdemo
usmerjenega cikla v D. Glede na to, kako smo skonstruirali barvanje, mora biti
dolzina cikla deljiva s k.

g

7.6 Redka barvanja

Izrek 7.9 Barvanje je a-redko, ce za vsako barvo c in vsako tocko v je najve¢ a

sosedov tocke v obarvanih z barvo c. DokaZi, da tma graf z maksimalno stopnjo
: . 1 .

A > a® a-redko barvanje z najve¢ 16AYa barvami.

Dokaz. Pobarvajmo graf G tako, da vsaki tocki slu¢ajno izberemo barvo s seznama

1
{1,2,...,¢c}. Vse barve so izbrane z verjetnostjo p = % Naj bo ¢ = 16A'*a. Sedaj
definiramo dve vrsti dogodkov:

e Za vsako povezavo (u,v) naj bo A,, dogodek, da sta to¢ki u in v enako

obarvani.
e Za vsako mnozico tock {u1,us, ..., a1}, ki so sosednje tocki v, naj bo By, uai1}
dogodek, da so tocke uy, us, ..., usr1 enake barve.

Ce se nobeden od teh dogodkov ne zgodi, smo nasli a-redko barvanje grafa G.

Najprej izra¢unajmo verjetnosti dogodkov A, , in Bluy,.uas):

P(A,,) <c

Q-

1 1
S <o
c c 8
1
CO[

<

ool

a+1
P<B{U1,...,ua+1}) S C (_) -

Izberimo poljuben dogodek in si oglejmo, koliko dogodkov je odvisnih od njega.
V nadaljevanju dokazemo, da je od njega odvisnih najve¢ (o + 1)A dogodkov tipa
Ay in najvet (a+ 1)A(§) dogodkov tipa By, u...}- Naj bo izbrani dogodek tipa
Biui....uasiy 2a tocko v (v tem primeru dobimo ve¢ odvisnih dogodkov). Od njega
so odvisni dogodki

{Ay,w; 1=1,2,...,a+1, wsosed u;}.
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Teh je torej (o + 1)A, saj ima vsaka izmed toc¢k wu;, ki jih je (o + 1), najve¢ A
sosedov. Oznadimo d(A,,) = (a+ 1)A.
Od dogodka Byy,,...u..,} 50 odvisni tudi dogodki

-----

{Bruswr,ways 1 =1,2,...,a+1; w sosed u;, wy sosed w # w;, j=1,2,...,a}.

-----

Teh dogodkov pa je (o + 1)A(Z). Tock u; je (a + 1), vsaka pa ima najved A

sosedov w. Izmed sosedov tocke w izberemo « tock w; na (é) nac¢inov. Oznac¢imo
A

~~~~~ Ua+1}) = (a + 1)A(a)'

Sedaj izrac¢unajmo:

ZP(AZ') = Z P(Ay.) + Z P(B{uz-,un ----- wa})

AiGDi Au,UGDi B{u‘,wl

= (a+ I)A% +(o+ 1)A<A>i

a)c
< (a+1)A N (a+ DA (a+1DA (a4 1)A*H!
- e ale  16AME ol (16AFa)e

(a+1) (a+1)< (a+1)  (a+1)
16A= al 162 — 16(0404)% al 16
(a+1) N (a+1)

16 al 16«

Dokazati je potrebno, da za izraz velja neenakost »_, ., P(A;) <
si robni vrednosti:

}L. Oglejmo

e o= 1:

(+1) (ot _2 2 1
16c al 160 16 16 4

e o — o0
@+) 1 (a4
16« 16 al 162
(a+1) (a—i—l)_}l 1

— <
16« al 162 16 4

Po asimetri¢ni Lovaszevi lokalni lemi, ki smo jo dokazali na zac¢etku, se s pozitivno
verjetnostjo nobeden od odvisnih dogodkov ne zgodi.

g
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Poglavje 8

Koncentracija slucajnih spremenljivk

V tem poglavju predstavimo tri neenakosti, ki nam pomagajo dolociti vrednosti,
okoli katerih se slu¢ajne spremenljivke koncentrirajo.

8.1 Cernova neenakost

Izrek 8.1 (éernov) Naj bodo X, ..., X, neodvisne slucajne spremenljivke, ki za-
vzamejo vrednosti —1 ali 1, obe z verjetnostjo % Naj bo X = X1+ ---+ X,,. Potem
za vsak realen t > 0 velja

P(X >t)<e ™ in P(X<—t)<e /2

kjer je o = \/Var(X) = /n.

Dokaz. Dokazimo le prvo neenakost, druga bo namre¢ sledila iz simetrije. Defini-
rajmo novo slu¢ajno spremenljivko Y = e*X| kjer je u > 0 realni parameter (za zdaj
Se nedolocen). Potem velja P[X > t] = P[Y > €“]. Po Markovi neenakosti velja
PlY >¢q] < #. Rac¢unajmo

—=
%
=
I
—
&
%
=

E[Y] = E[etXi=1 %] = B

— (M) < omu?/2
5 <

. .. . T —x 2 . . v .
Zadnja ocena sledi iz neenakosti ~If— = coshz < e” /2 ki velja za vsa realna stevila

x (obe strani razvijemo v Taylorjevo vrsto in primerjamo koeficiente). Potem je

(zaradi neodvisnosti X;)

E[Y]

eut

< enu2/2—ut

PlY > "] <
67t2/20'2‘

e . . . . . . . _ 42
Zadnji izraz je minimiziran za u = £, od koder sledi e™*"/*" =

23
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Izrek 8.2 Naj bodo X1, ..., X, neodvisne slucajne spremenljivke, ki zavzamejo vred-
nosti 1 z verjetnostjo p in 0 z verjetnostjo 1 —p. Naj bo X = X1 +---+ X,,. Potem
za vsak 0 <t < np velja

P(|X —np| > t) < 2 /3,

Ce je t > np je obicajno dovolj uporabiti naslednjo oceno:

P(|X —np| > t) < P(|X — np| > np) < 2e"/3,

Naj bo X mnozica z n tockami in naj bo F druzina podmnozic mnozice X.
Radi bi pobarvali tocke mnozice X 7 rdec¢o in modro barvo tako, da vsaka mnozica
druzine F vsebuje uravnotezeno Stevilo to¢k modre in rde¢e barve (uravnotezeno
barvanje). Naj ima rdefa barva vrednost +1 in modra vrednost —1. Barvanje
podamo s preslikavo ¢ : X — {—1,41}. Za poljubno mnozico S € F dolo¢a ¢ (S) =
> wes ¥(x) razliko med Stevilom rdecih in modrih tock. Zanima nas barvanje v, pri
katerem je najvecja razlika med Stevilom modrih in rdecih toc¢k v mnozicah druzine
F minimalna:

urb(F) = min max [4(S5)|.

Trditev 8.3 Naj bo | X| = n in |F| = m. Potem velja urb(F) < \/2nIn(2m). Ce
je maksimalno Stevilo mnoZic v F najveé s, potem velja urb(F) < 1/2sIn(2m).

Dokaz. Najbo ¢ : X — {—1,+41} sluc¢ajno barvanje mnozice X, kjer so barve tock
izbrane enotno in neodvisno. Za vsako fiksno mnozico S C X je ¢(S) = > .o ¥ (x)
vsota |S| neodvisnih slu¢ajnih +1 spremenljivk. Po Cernovi neenakosti velja:

PW(SH > t] < 267t2/2|5| < 267t2/2s.

Za t = \/2sIn(2m), 2¢*/25 postane % Torej s pozitivno verjetnostjo sluc¢ajno

barvanje zados¢a [1(S)| <t za vse S € F.

g

8.2 Talagrandova neenakost

Izrek 8.4 (enostavna meja koncentracije) Najbo X slucajna spremenljivka dolocena
z n neodvisnimi poskusi Ty, Ts, ... T}, ter naj velja, da

(1) sprememba izida kateregakoli poskusa T; spremeni X za najve¢ ¢ (ponavadi
maghno $tevilo),

potem je
P(|X — E(X)| > t) < 2e7t/%™,
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Naj bo

_J 0 p=1)2
Ti—{1 p=1/2.

ter naj bo B = X7 T;. Potem je E[B] = % in po Izreku 8.4 dobimo:

P(B - g| > 1) < 2e7/2

pri Cemer velja, da sprememba izida kateregakoli poskusa 7; spremeni X za najvec
1 (c=1).
Naj bo A = nT,, t.j.

0 p=1)2
T’_{n p=1/2,

V tem primeru pogoj (1) ne velja, t.j. za poljuben ¢ obstaja poskus Ty, k > ¢
katerega sprememba izida spremeni X za vec kot c.
Sicer podobno kot pri spremenljivki B, velja E(A) = %, vendar:

P(lA- B[] > ) = L

Enostavna meja koncentracije ne da dobrih rezultatov pri binomsko porazdeljenih

slu¢ajnih spremenljivkah b(n,p), ko je p = o(1). Na primer, ¢e je p = n~"/? z
enostavno mejo koncentracije dobimo naslednjo oceno:

1
P([b(n, p) —npl > 5np) < 25,
ki pa je veliko slabsa od ocene, ki jo dobimo s Cernovo neenakostjo:
1 _m
P([b(n, p) — np| > 5np) < 277z
Véasih potrebujemo rezultat naslednjega tipa:
P(|X — E(X)| > aE(X)) < e PBX),

V takem primeru uporabimo enostavno mejo koncentracije, ¢e je E(X) > cn. Sicer
pa uporabimo Talagrandovo neenakost, ki da dobre ocene tudi, ko je E(X) = o(n).

Izrek 8.5 (Talagrandova neenakost) Naj bo X # 0 nenegativna slucajna spre-
menljivka dolocena z n neodvisnimi poskusi Ty, Ty, ..., T, in naj obstajata (majhna)
c,r > 0 tako, da:

(1) sprememba poljubnega poskusa T; spremeni X za najvec c,

(2) ce je X > s, potem obstaja r - s poskusov, katerih izidi nam zagotovijo, da je
X > s.
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Za 0 <t < E(X) potem velja

2

P(|X — E(X)| > t + 60cy/rE(X)) < 4~ 57500,

V praksi sta ¢ in 7 majhna in velja ¢ > (/E[X]. Od tod dobimo naslednjo
poenostavitev:

2
P(|X — E(X)| > t) < 2509,

Za boljsi obcutek si oglejmo naslednji primer. Naj bo G graf z v = |[V(G)]
Stevilom vozlis¢. Izberimo slucajni podgraf H C G tako, da vsako povezavo izberemo
z verjetnostjo p. Z X oznacimo Stevilo tock, ki so krajis¢a teh povezav. Ali je X
skoncentrirana?

Cernove neenakosti v tem primeru ne moremo uporabiti. Pogoj (1) enostavne
meje koncentracije je izpolnjen za ¢ = 2, vendar pa je F(X) < v, medtem ko je
Stevilo povezav v grafu G in zato Stevilo poskusov reda v?. Zato nam enostavna
meja koncentracije ne da dobre ocene. Pogoj (1) pri Talagrandovi neenakosti je
prav tako izpolnjen pri ¢ = 2. Za izpolnitev pogoja (2) pa izberemo s povezav
(poskusov), ki pokrivajo vsaj s razli¢nih vozlis¢ grafa G. Potem lahko uporabimo
Talagrandovo neenakost po kateri je slucajna spremenljivka X skoncentrirana.

8.3 Koncentracija vozlis¢ regularnih grafov

Izrek 8.6 Naj bo G r-reqularen graf. Ce konstruiramo slucajni graf H tako, da
vsako povezavo iz G izberemo z verjetnostjo L, potem je stevilo tock stopnje > 2

2
skoncentrirano.

Dokaz. Naj bo X nenegativna slucajna spremenljivka, ki oznacuje Stevilo tock
stopnje vsaj 2. Dolocena je z m neodvisnimi poskusi 11,15, ..., T,,, kjer je T; poskus,
v katerem je i-ta povezava grafa GG izbrana z verjetnosjo p = % Naj bo n stevilo
tock grafa G in velja m = 7.

Opazimo, da sprememba poljubnega poskusa 7; spremeni X za najvec¢ ¢ = 2, saj
se pri tem stopnja spremeni le dvema tockama. Ce je X > s, obstaja rs poskusov, ki
zagotovijo tak rezultat. Izberimo si s tock stopnje vsaj 2. Vsako tako tocko dolocata

vsaj 2 poskusa, torej je r = 2. Tedaj velja Talagrandova neenakost

P(IX —E(X)| > t + 120/2E(X)) < de” 55030

Izra¢unajmo matemati¢no upanje E(X). Potrebujemo verjetnost posamezne
tocke v, da ima stopnjo vec¢jo od 2. To storimo na naslednji nacin:

P(d(v) >2)=1—-P(d(v) =1) — P(d(v) = 0).

Izra¢unajmo najprej P(d(v) = 0) = 27" in P(d(v) = 1) = r27". Torej velja P(d(v) >
2) =1—(1+7)27", matemati¢no upanje pa je E(X) =n(1—(1+47)27"). Tako velja
E(X) = O(n) in eksponent v Talagrandovi neenakosti ni konstanta.

O
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8.4 NaraScajoca podzaporedja
Izrek 8.7 Naj bo 0 = [x1,29,...,2,] poljubna uniformno izbrana permutacija iz
S, ter naj bo X dolZina najdaljSega narascajocega podzaporedja v o. Potem je X

skoncentrirana.

Dokaz. Najprej konstruirajmo naklju¢no permutacijo. Izberemo n naklju¢nih real-

nih Stevil y1, yo, . . ., yn z intervala [0, 1]. Ker so si §tevila y1,ys, . - ., Yn z verjetnostjo
1 med seboj razli¢na, jih lahko uredimo v strogo narasc¢ajo¢em vrstnem redu. Vrstni
red indeksov pri tem predstavlja enoli¢no permutacijo stevil 1,2, ..., n. Elementarni

dogodek T; bo torej slucajna izbira tevila y; € [0, 1].

Sprememba Stevila y; lahko spremeni spremenljivko X za najvec¢ 1, saj spre-
memba Stevila v zaporedju lahko spremeni lego nekega ¢lena, s tem pa tudi zaporedje
indeksov v permutaciji. Vendar se dolzina najdaljSega naraScajocega podzaporedja
v 0 v tem primeru spremeni kve¢jemu za 1. Velja torej ¢ = 1.

Naj bo X > s, potem X doloca teh s Stevil ne glede na ostala Stevila. Sledi
r=1.

Velja Talagrandova neenakost

P(IX —E(X)| > t+ 60y/E(X)) < e

Izrek 1 [?]: Izmed n tock z narasfajoco absciso vedno lahko izberemo vsaj v/n takih
tock, ki imajo bodisi monotono narasc¢ajoco bodisi monotono padajoco ordinato.

Permutacijo o lahko zapisemo kot zaporedje tock (1,0(1)), (2,0(2)),..., (n,o(n)),
ki imajo naras¢ajoco absciso. Po izreku ima torej vsaj y/n tock naraSc¢ajoco ordi-
nato in sledi E(X) > y/n. V tem primeru eksponent v Talagrandovi neenakosti ni
konstanta.

U

8.5 Barvanje redkih grafov

Izrek 8.8 Obstaja (velik) Ay tako, da ce je G maksimalne stopnje A > Ay in
B > A(log A)? in ima soses¢ina pri vsaki tocki najvec (2) — B povezav, potem je

X(G) §A+1_ eGBA-

Dokaz. Trdimo, da v sosesc¢ini vsake tocke obstaja vsaj % barv, ki se pojavijo vsaj
dvakrat. Ce je to res, lahko s pozresno metodo pobarvamo sosede tocke v z najvec
A — £ barvami. Ena barva tako ostane za to¢ko v. Tako velja x(G) < A+1——E..

Sedaj dokazimo navedeno trditev. Naj bo ¢ = [§].

eno izmed barv 1,2, ..., c. Barve izbiramo enakomerno in neodvisno. Ce sta sosednji

Pobarvamo vsako to¢ko z
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tocki po barvanju obarvani z enako barvo, obe razbarvamo. To naredimo z vsemi
takimi sosedi.

Naj X, predstavlja $tevilo barv, ki se ohranijo pri vsaj dveh barvah v sosesc¢ini
tocke v, hkrati pa se ta barva v soses§¢ini v ni razbarvala. Za to¢ko v definirajmo
dogodek A,, da je X, < 2. Mnozica & = {A,; v € V(G)} predstavlja slabe

eSA”
dogodke. Dokazati je potrebnAo, da se s pozitivno verjetnostjo nobeden od dogodkov
iz mnozice £ ne zgodi.
Dogodek A, je odvisen od sosedov tocke v in sosedov sosedov tocke v. Defini-
rajmo mnozico od A, odvisnih dogodkov S, = {A,; v in w sta na razdalji < 4}.

Teh dogodkov je
1S =A+AA -1 +AA-1)?+AA-1P <A*=d.

Dogodek A, je vzajemno neodvisen od dogodkov & \ S,. Ce za poljubno totko v
velja P(A,) < ;x5 = p, potem je
1 1
dpd < 4 —— A*= = < 1.
PE= 2 0As A
Po simetri¢ni Lovaszevi lokalni lemi sledi P(A,, N A,, N...N A, ) > 0. Torej se s
pozitivno verjetnostjo nobeden od teh dogodkov ne zgodi.

g

Dokazati je potrebno Se, da velja P(A,) < ﬁ. Dokazimo najprej dve lemi.

Lema 8.9 E(X,) > 2%.

Dokaz. Naj bo X stevilo barv v soses¢ini tocke v, ki se pojavijo natanko dvakrat.
Ocitno velja X, > X! in sledi E(X,) > E(X!). Dokazimo, da je E(X!) > 25

eSA”
Oglejmo si u in w, ki sta sosednji tocki tocke v, hkrati pa sta edini pobarvani z
barvo «. Naj bo S soses¢ina teh tock, (niso pobarvane z barvo «)

S = [N(v) UN(u) UN(w)] \ {u,w}. Mnozica S je mo¢i |S| < 3A —3 < 6,
c= 2]

Zaizracun ocene matemati¢nega upanja bomo potrebovali nekaj podatkov. Barvo
a lahko izberemo na ¢ nacinov, toc¢ki v in w pa na B nacinov, saj lahko izbi-
ramo le med pari tock, ki so sosede tocke v in hkrati niso povezane, teh pa je
(2) - ((?) — B) = B. Verjetnost, da je izbrana barva « na tockah u in w, je %,
verjetnost, da pa ni izbrana na sosedih tock v, u in w, je > (1 — %)60. Sedaj ocenimo
matemati¢no upanje

E(X')>cB + (1—1)66:5 (1—1>602%<1_1)66>§.
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Dokaz. Definirajmo spremenljivki AT, in Del,. Prva predstavlja Stevilo barv, ki
so bile v sosescini tocke v prirejene vsaj dvakrat, druga pa stevilo barv, ki so bile

v sosescini to¢ke v prirejene vsaj dvakrat in razbarvane. Velja X, = AT, — Del,.
Trdimo:

1. P(|AT, — E(AT,)| > t) < 2¢~is,

2. P(|Del, — E(Dely)| > t) < 4eos.

Dokazimo trditev 1.: Uporabimo SCB (Simple Concentration Bound), kjer je
elementarni dogodek sluc¢ajna izbira barve za tocko. Hitro ugotovimo, da se s spre-
membo barve spremenljivka AT, spremeni za najve¢ ¢ = 1. Torej velja P(|AT, —

E(AT,)| > t) < 2¢~ .

Dokazimo trditev 2.: Uporabimo Talagrandovo neenakost, saj je n ~ A2. Spet
opazimo, da je ¢ = 1. Naj bo Del, > s. Za vsako izmed s barv izberemo dve sosedi
v, ki sta obarvani z isto barvo in enega njunega soseda, ki je ravno tako obarvan s

to barvo. Torej je r = 3. Velja Se E(Del,) < A in t* > y/Alog A. Sledi

_ t*—604/3E(Dely) 2
P(|Del, — E(Del,)| > t*) < de”  2EDel) < 4e 1004,

Iz trditev 1. in 2. sledi lema 2. Uporabimo enakost ¢ = £ log Ay/E(X,).

P(IX, — E(X,)| > log AVE(X,)) < P(AT, — E(AT,)| > t ali |Dely — E(Dely)| > t))
< P(|AT, — E(AT,)| > t) + P(|Del, — E(Del,)| > t)
< 2@_% + 46_% < L

4A5

4

Manjka le Se dokaz za P(A,) < zx5. Dobimo ga z uporabo lem 1 in 2:

i P(]Xv — E(X,)| > log AM) > P(]E(Xv) - X, > 1ogA\/m>
> P(% —log AVE(X,) > Xv> > P(% —log AVA > XU>

P(eﬁiA > XU) = P(A)

Po predpostavki velja B > A(log A)2. Preveriti zelimo, da velja predzadnja
neenakost v zgornji izpeljavi. Zelimo, da bo eﬁ% — log(AVA) > 0:

B (log A)?
- _ > 2 2 >
BA log(AVA) > " log(AVA) >0

za A > 10,
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8.6 Azumova neenakost

Martingala je zaporedje X, ..., X, slu¢ajnih spremenljivk, takih daza 0 <7 <m
velja
E[Xi+1|Xia Xi—17 cee aXO] = Xl

Predstavljajmo si, da gre kockar v igralnico z Xy denarja. V igralnici je mnogo
iger na srec¢o. Vse igre so postene, kar pomeni, da je njihovo matemati¢no upanje
enako 0. Igralec lahko izbere strategijo, da podvoji stavo vsakic¢, ko izgubi, z razlo-
gom da bo prva zmaga pokrila vse prejsnje vlozke in prinesla Se dodaten dobicek v
vrednosti originalnega vlozka. Naj slucajna spremenljivka X; predstavlja kockarjevo
sreto v ¢asu i. Ce je X; = a, potem mora biti pogojna verjetnost spremenljivke X,
enaka a, torej je to martingala.

Poglejmo si preprost, a poucen primer. Predpostavimo, da slucajna spremenljivka
X, predstavlja kockarjevo sreco po n metih poStenega kovanca, kjer igralec dobi 1
evro, ¢e pade cifra in izgubi 1 evro, ¢e pade grb. O¢itno zaporedje zados¢a pogojem
zgornje definicije, zato je to martingala.

Lema 8.11 Naj bo X slucajna spremenljivka in naj velja E[X] =0 in |X| < 1. Naj
bo A > 0. Potem velja
E[GAX] < 6)\2/2.

Dokaz. Definirajmo linerano fukcijo

Za x € [—1,1] velja e’ < h(x) (y = h(x) je ravno sekanta skozi toc¢ki z = =+1
konveksne funkcije y = e*®). Velja

E[e*X] < E[h(X)] = h(E[X]) = h(0) = cosh()\) = /2.
O
Izrek 8.12 (Azumova neenakost) Naj bo 0 = Xy, ..., X,, martingala za katero

velja
X1 — X <1

za vse 0 <1 < m. Naj bo A > 0. Potem velja
P[X,, > A\m] < e /2.

Dokaz. Naj bo a = \/Lm Oznacimo Y; = X; — X;_1. Iz predpostavk ocitno sledi,
daje |Yi| <1in EY;|X;-1, X;—a,..., Xo] = 0. Po zgornji lemi sledi

Ele®|X,_1, X; s, ..., Xo] < cosh(a) = /2.
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Torej je

Ele**] = B[] [e™]

i=1

m—1
= E[<H ani) E[eaym’mela meb s

IN

m—1
E[H 6(13@-]6042/2 < ea2m/2‘
=1

Od tod sledi

P[X,, > \/m] = Ple®*m > V]
E[eaXm}e—o&\\/ﬁ
eoﬁm/?—akﬁ

2
e )\/2.

IN A
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