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Poglavje 1

Osnovni pojmi verjetnostnega ra£una

Osnovno orodje verjetnostne metode je verjetnostni ra£un. V tem poglavju de�ni-
ramo osnovne pojme, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju.

1.1 Dogodki in verjetnostni prostor
Dogajanju, ki ga opazujemo pravimo verjetnostni poskus, rezultatom poskusa pa
izid. Mnoºico vseh moºnih izidov ozna£ujemo z Ω. Poljubna podmnoºica E mnoºice
Ω pa se imenuje dogodek. Druºino mnoºic {E |E ⊂ Ω} bomo ozna£evali z F1.
Med priljubljene primere verjetnostnega poskusa sodi metanje kocke. Izid poskusa
metanja kocke je ²tevilo pik, primer dogodka pa je, da pade sodo ²tevilo pik.
Nadaljujmo z verjetnostno funkcijo.

De�nicija 1.1 Verjetnostna funkcija je poljubna funkcija P : F → R, ki zado²£a
naslednjim pogojem:

(a) Za vsak dogodek E ∈ F velja 0 ≤ P(E) ≤ 1;

(b) P(Ω) = 1;

(c) Za vsako ²tevno zaporedje paroma disjunktnih dogodkov E1, E2, . . ., velja:

P

( ⋃
i≥1

Ei

)
=

∑
i≥1

P(Ei) .

Vrednosti P(E) bomo rekli verjetnost dogodka E. Ko poznamo mnoºico izidov,
moºne dogodke ter verjetnostno funkcijo nad dogodki, lahko de�niramo verjetnostni
prostor kot trojico (Ω,F ,P).

Navadno nas zanima le verjetnost nekega dolo£enega dogodka, vendar je izra£un
laºji, £e dogodek zapi²emo kot skupek preprostej²ih dogodkov, katerih verjetnosti
poznamo. Zato si oglejmo, kako lahko dogodke sestavljamo. Operacije med dogodki

1F je σ-algebra nad Ω.
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bomo opisovali s standardno notacijo iz teorije mnoºic. Presek dogodkov E1 ∩ E2,
ponavadi ga ozna£ujemo kar kot produkt E1 E2, je dogodek, ko se zgodita oba do-
godka hkrati. Za primer ponovno vzemimo kocko in jo vrºimo dvakrat. Naj bo
E1 dogodek, da smo v prvem metu vrgli 6 in E2, da smo vrgli 6 v drugem metu.
Presek dogodkov E1 ∩ E2 je dogodek, da smo v dveh metih kocke dvakrat vrgli 6.
Po drugi strani je unija dogodkov E1 ∪E2 dogodek, da se je zgodil vsaj eden izmed
obeh dogodkov, torej da smo vrgli 6 vsaj enkrat.

Komplement dogodka E bomo ozna£evali z E, zgodi pa se, ko izid poskusa ni
vsebovan v dogodku E. Torej, £e je dogodek E, da smo vrgli liho pik, je njegov
komplement met sodega ²tevila pik.

Naslednja lema govori o odnosu med verjetnostjo unije dogodkov in vsoti verjet-
nosti le-teh.

Lema 1.2 Za ²tevno zaporedje dogodkov E1, E2, . . .
2, velja

P

( ⋃
i≥1

Ei

)
≤

∑
i≥1

P(Ei) .

Za unijo dogodkov E1 in E2 velja ena£ba

P(E1 ∪ E2) = P(E1) + P(E2)−P(E1 ∩ E2) .

Seveda poznamo tudi njeno posplo²itev, ki jo opi²e spodnja lema.

Lema 1.3 Za poljubne dogodke E1, E2, . . . , En velja

P

(
n⋃

i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

(−1)i−1
∑

k1<k2<···<ki

P(Ek1 ∩ Ek2 ∩ · · · ∩ Eki
) .

Naslednja pomembna relacija med dogodki je neodvisnost. Dogodka E1 in E2 sta
neodvisna natanko tedaj, ko velja

P(E1 ∩ E2) = P(E1) ·P(E2) .

Ali splo²neje, dogodki E1, E2, . . . , En so medsebojno neodvisni natanko tedaj, ko za
vsako podmnoºico I ⊂ {1, 2, . . . , n} velja

P

(⋂
i∈I

Ei

)
=

∏
i∈I

P(Ei) .

2Razlika s to£ko (c) v De�niciji 1.1 je, da tukaj dogodki niso nujno disjunktni.
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1.2 Pogojna verjetnost
V£asih nas zanima, kak²na je verjetnost, da se nek dogodek zgodi, takrat ko se
zgodi nek drug dogodek. Na primer, kak²na je verjetnost, da je ²tevilo pik pri metu
kocke enako 6, takrat ko se zgodi dogodek, da smo vrgli sodo pik. Tak²ne situacije
obravnavamo s pomo£jo pogojne verjetnosti.

Pogojna verjetnost, da se zgodi dogodek E ob dogodku F , za katerega je P(F ) >
0, je

P(E |F ) =
P(E ∩ F )

P(F )
.

Pojav dogodka E torej gledamo na podprostoru na²ega verjetnostnega prostora,
kjer se dogodek F zgodi, zato moramo verjetnosti normirati s P(F ).

1.3 Matemati£no upanje
Matemati£no upanje slu£ajne spremenljivke X : Ω → R kon£nega prostora (Ω, p) je
de�nirano kot vsota produktov vrednosti slu£ajne spremenljivke ter verjetnosti, da
spremenljivka to vrednost zavzame. Torej

E(X) =
∑
ω∈Ω

p(ω)X(ω).

Iz de�nicije sledi, da vedno obstaja elementarni dogodek ω1 ∈ Ω, za katerega
velja X(ω1) ≥ E(X). Podobno, vedno lahko najdemo dogodek X(ω2) ≤ E(X) iz
Ω. Tako lahko minimalno oziroma maksimalno vrednost slu£ajne spremenljivke X
ocenimo zgolj s pomo£jo matemati£nega upanja:

min
ω∈Ω

X(ω) ≤ E(X) in max
ω∈Ω

X(ω) ≥ E(X).

Uporabnost matemati£nega upanja temelji na njegovi linearnosti.

Trditev 1.4 Upanje je linearen operator, t.j. za vsak par slu£ajnih spremenljivk X,
Y in konstanti α, β ∈ R velja

E(αX + βY ) = α E(X) + β E(Y ) .

Dokaz.

E(αX + βY ) =
∑
ω∈Ω

p(ω)(αX + βY )(ω)

= α
∑
ω∈Ω

p(ω)X(ω) + β
∑
ω∈Ω

p(ω)Y (ω)

= αE(X) + β E(Y ) .
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¤
Iz zgornje leme sledi, da je matemati£no upanje vsote slu£ajnih spremenljivk

X = X1 + X2 + · · ·+ Xn enako

E(X) = E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn) .

Trditev 1.5 �e sta slu£ajni spremenljivki X in Y neodvisni, potem je E(XY ) =
E(X)E(Y ).

Dokaz. Za poljubna dva elementa ωi, ωj ∈ Ω velja P(X = X(ωi) in Y = Y (ωj)) =
P(X = X(ωi))P(Y = Y (ωj)). Od tod izpeljemo:

E(XY ) =
∑

ωi,ωj∈Ω

P(X = X(ωi)in Y = Y (ωj))X(ωi)Y (ωj)

=
∑
ωi

∑
ωj

P(X = X(ωi))P(Y = Y (ωj))X(ωi)Y (ωj)

=
∑
ωi

P(X = X(ωi))X(ωi)
∑
ωj

P(Y = Y (ωj))Y (ωj)

= E(X) E(Y ).

¤
Za slu£ajen dogodek A de�niramo indikatorsko spremenljivko IA na naslednji

na£in:
IA(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A.

O£itno dogodek A enoli£no dolo£a IA in obratno. Velja naslednje:

Trditev 1.6 Za vsak dogodek A velja E(IA) = P(A).

Dokaz. Izpeljemo takole: E(IA) =
∑

ω∈Ω p(ω)IA(ω) =
∑

ω∈A p(ω) = P(A).

¤
V veliko primerih obravnavano slu£ajno spremenljivko lahko zapi²emo kot vsoto

indikatorskih spremenljivk

X = IA1 + IA2 + · · ·+ IAn ,

kjer poznamo verjetnosti dogodkov A1, A2, . . . , An. Potem velja

E(X) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(An) .
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1.4 Varianca in deviacija
Poleg matemati£nega upanja, je pomembna ²tevilska karakteristika slu£ajne spre-
menljivke tudi varianca. Redkeje jo imenujemo tudi razpr²enost ali disperzija. Vari-
anca meri odstopanje vrednosti slu£ajne spremenljivke od matemati£nega upanja
(npr. varianca konstantne slu£ajne spremenljivke je 0).

Varianca realne slu£ajne spremenljivke X je

Var(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− (E(X))2.

Prva enakost sledi iz de�nicije, drugo pa dobimo po laºjem izra£unu. Standardna
deviacija X je

σ(X) =
√

Var(X).

V primerjavi z matemati£nim upanjem, pa varianca ni linearen funkcional. Zato
moramo, £e ºelimo izra£unati varianco vsote slu£ajnih spremenljivk, vedeti nekaj o
njihovi (paroma) medsebojni odvisnosti. Kovarianca slu£ajnih spremenljivk X in
Y je

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y ) .

Iz Trditve 1.5 neposredno sledi, da je kovarianca neodvisnih slu£ajnih spremenljivk
enaka 0. Po drugi strani pa iz Cov(X, Y ) = 0 ne moremo sklepati na neodvisnost
spremenljivk X in Y .

Lema 1.7 Varianca vsote slu£ajnih spremenljivk je enaka

Var(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

Var(Xi) +
∑

i 6=j

Cov(Xi, Xj) .

Dokaz. Iz de�nicije sledi

Var(
n∑

i=1

Xi) = E(
n∑

i=1

Xi

n∑
j=1

Xj)− E(
n∑

i=1

Xi)

E(
n∑

j=1

Xj) =
n∑

i=1

E(X2
i ) +

∑

i6=j

E(XiXj)−
n∑

i=1

(E(Xi))
2 −

∑

i6=j

E(Xi)E(Xj)

=
n∑

i=1

Var(Xi) +
∑

i6=j

Cov(Xi, Xj) .

¤
�e so X1, . . . , Xn neodvisne spremenljivke, je kovarianca vsakega para enaka 0.

V tem primeru je

Var(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

Var(Xi) .
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Poglavje 2

Osnovna metoda

S pomo£jo osnovne metode se dokazuje obstoj kombinatori£nih objektov z dolo£en-
imi zna£ilnostmi. Metoda temelji na verjetnosti, vendar se z njo dokazuje izreke, ki
so popolnoma nepovezani z verjetnostjo.

Ko ºelimo dokazati obstoj kombinatori£nega objekta z dolo£enimi zna£ilnostmi,
je lahko dokaz s konstrukcijo takega objekta zelo teºak. V tem primeru z uporabo
osnovne metode dokaºemo njegov obstoj oziroma dokaºemo, da se v verjetnostnem
prostoru vsi ostali objekti zgodijo z verjetnostjo strogo manj²o od 1.

Trditev 2.1 �e so dogodki A1, A2, . . . , An slabi in velja
∑n

i=1 P(Ai) < 1, potem se
s pozitivno verjetnostjo nobeden od njih ne zgodi.

Dokaz. Za dogodke A1, A2, . . . , An velja P(A1∪A2∪ . . .∪An) ≤ ∑n
i=1 P(Ai). Zato

je

P(∩AC
i ) = 1−P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An)

≥ 1−
n∑

i=1

P(Ai)

> 0.

¤

2.1 Ramseyeva ²tevila
Preden de�niramo Ramzeyevo ²tevilo, se spomnimo, kaj je to klika in kaj neodvisna
mnoºica. Klika je mnoºica to£k, ki tvori poln podgraf in neodvisna mnoºica je
mnoºica paroma nesosednjih to£k.

Ramseyevo ²tevilo R(k, l) je najmanj²e celo ²tevilo n, tako da poljuben graf na
n to£kah vsebuje kliko velikosti k ali neodvisno mnoºico velikosti l. Ramsey je
pokazal, da ²tevilo R(k, l) obstaja za katerikoli ²tevili k in l, torej vsak dovolj velik
graf vsebuje kliko ali neodvisno mnoºico predpisane velikosti.
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Obstoj Ramseyevih ²tevil sledi iz naslednje rekurzivne zveze:

R(k, l) ≤ R(k − 1, l) + R(k, l − 1).

Kljub temu so to£ne vrednosti R(k, l) ²e vedno neznane, razen za majhen k in/ali l.
Ni teºko opaziti, da velja R(1, l) = 1 in R(k, 1) = 1 ter R(k, l) = R(l, k) za poljubni
pozitivni celi ²tevili k in l. Velja tudi R(3, 3) = 6, R(3, 4) = 9, R(3, 5) = 14,
R(4, 4) = 18 in R(4, 5) = 25. Opazi ²e, da velja R(a, b) ≥ R(c, d) kadar a ≥ c in b ≥
d. �tevilom R(k, k) pravimo diagonalna Ramseyeva ²tevila. V dokazu naslednjega
izreka uporabimo verjetnostno metodo, da dokaºemo spodnjo mejo za R(k, k). Ta
nam pove, da Ramseyeva ²tevila hitro nara²£ajo.

Izrek 2.2 Za vsak k ≥ 3 velja

R(k, k) > 2k/2−1.

Dokaz. �elimo pokazati, da za n ≤ 2k/2−1 obstaja graf, ki nima ne klike ne neod-
visne mnoºice velikosti k. Potem bo sledilo R(k, k) > 2k/2−1.

Naj bo G graf na n to£kah, kjer vsak par to£k tvori povezavo z verjetnostjo 1
2
in

je vsaka povezava izbrana neodvisno od ostalih povezav. Za vsako �ksno mnoºico k
to£k izra£unajmo verjetnost, da tvorijo kliko. Verjetnost, da izberemo vse povezave
oziroma kliko na k to£kah, je enaka 2−(k

2). Z enako verjetnostjo izberemo neodvisno
mnoºico velikosti k. Ker imamo n to£k v grafu, lahko k to£k izberemo na

(
n
k

)
na£inov.

Naj bo Ak dogodek, da graf vsebuje kliko velikosti k, Bk pa dogodek, da graf
vsebuje neodvisno mnoºico velikosti k. Tako je Ak∪Bk dogodek, da G vsebuje kliko
ali neodvisno mnoºico velikosti k. Velja

P(Ak ∪Bk) ≤ P(Ak) + P(Bk) = 2

(
n

k

)
2−(k

2).

Vemo, da je n ≤ 2k/2−1 in k ≥ 3, torej je nk ≤ 2(k/2−1)k in od tod

2nk ≤ 2k2/2−k/2−k/2+1 = 2
k(k−1)

2 · 21−k/2 < 2
k(k−1)

2 .

Ker velja
(

n
k

) ≤ nk, ocenimo

2 ·
(

n

k

)
2−(k

2) ≤ 2nk2−(k
2) < 2

k(k−1)
2 · 2−(k

2) = 1.

Torej je P(Ak ∪ Bk) < 1 in je zato verjetnost nasprotnega dogodka pozitivna.
Torej obstaja tak graf na b2k/2−1c to£kah, ki ne vsebuje niti klike velikosti k niti
neodvisne mnoºice velikosti k. Torej je R(k, k) > 2k/2−1.

¤
V resnici se da dokazati, da je R(k, k) > 2k/2, vendar je dokaz bolj zapleten, zato

ga obravnavamo kasneje.
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2.2 Barvanje hipergrafa
Hipergraf je posplo²itev grafa, kjer so povezave mnoºice to£k poljubne velikosti.
Par (V, E) je k-enoli£en hipergraf, pri £emer je V mnoºica to£k in E ⊆ (

V
k

)
mnoºica

hiperpovezav. Torej enostavni gra� so 2-enoli£ni hipergra�. Hipergraf je k-obarvljiv,
£e lahko njegove to£ke pobarvamo s k barvami tako, da nobena hiperpovezava ni
monokromatska, t.j. vsaj dve razli£ni barvi se pojavijo na vsaki hiperpovezavi.

Naj bo m(k) najmanj²e ²tevilo hiperpovezav v k-enoli£nem hipergrafu, ki ni 2-
obarvljiv. Za grafe velja m(2) = 3, ker K3 ni 2-obarvljiv. Hipergraf Fanove ravnine
je najmanj²i 3-uniformen hipergraf, ki ima 7 to£k, 7 povezav in ni 3-obarvljiv. Zato
je m(3) = 7. Za ve£ji k je veliko teºje dolo£iti m(k). Natan£na vrednost m(k) je
neznana za k > 3. Lahko pa dobimo spodnjo mejo m(k) s pomo£jo verjetnostne
metode.

Izrek 2.3 Za vsak k ≥ 2 velja

m(k) ≥ 2k−1.

Dokaz. Imamo k-enoli£en hipergraf H = (V,E) z manj kot 2k−1 hiperpovezavami.
Pokazali bomo, da je 2-obarvljiv. Pobarvajmo vsako to£ko hipergrafa H neodvisno
z rde£o ali modro z verjetnostjo 1

2
. Verjetnost, da so to£ke dane hiperpovezave vse

rde£e ali vse modre, je
p =

1 + 1

2k
= 21−k.

Predpostavili smo, da za H velja |E| < 2k−1. Ozna£imo z A dogodek, da obstaja
monokromatska hiperpovezava, in ocenimo P(A):

P(A) ≤ p · |E| < p · 2k−1 = 21−k · 2k−1 = 1.

Torej nobena hiperpovezava ni monokromatska s pozitivno verjetnostjo t.j. P(A) =
1−P(A) > 0 in zato obstaja pravilno barvanje. Torej je m(k) ≥ 2k−1.

¤

2.3 Turnirji z lastnostjo Pk

Usmerjen poln graf T imenujemo turnir. Turnir predstavlja igro, pri kateri vsak par
igralcev igra med sabo in eden izmed njiju vedno zmaga. Vozli²£a grafa predstavljajo
igralce. Usmerjena povezava (a, b) pa pomeni, da je igralec a premagal igralca b.

Pravimo, da ima turnir lastnost Pk, £e vsako mnoºico igralcev S ⊂ V (T ) mo£i
k premaga nek igralec v ∈ V (T ) \ S.

Izrek 2.4 (Erdös, 1963) �e velja
(

n
k

)
(1 − 2−k)n−k < 1, potem obstaja turnir z n

vozli²£i in lastnostjo Pk.

11



Dokaz. Naj bo T slu£ajen turnir z n igralci, tj. vsako povezavo neodvisno od ostalih
usmerimo v eno ali drugo smer z verjetnostjo 1

2
. Naj bo S mnoºica k igralcev. Naj

bo AS dogodek, da noben igralec v ∈ V (T ) \ S ne premaga vseh igralcev iz S.
Verjetnost, da se AS zgodi je enaka

P(AS) = (1− 2−k)n−k .

Torej je verjetnost, da se tak dogodek zgodi za katerokoli mnoºico S enaka

P(∪AS) ≤
(

n

k

)
(1− 2−k)n−k < 1 .

Verjetnost, da se noben izmed dogodkov AS ne zgodi, je pozitivna, zato obstaja
turnir z n igralci in lastnostjo Pk.

¤

Posledica 2.5 Za vsak n ≥ k2 · 2k+1 obstaja turnir z lastnostjo Pk.

Dokaz. Naj bo n ≥ k2·2k+1. Z uporabo neena£b
(

n
k

)
< ( en

k
)k in (1−2−k)n−k < e−

n−k

2k

se da pokazati, da je
(

n
k

)
(1− 2−k)n−k < 1. Potem trditev sledi iz izreka 2.4.

¤

2.4 Van der Waerdenova ²tevila
Van der Waerdenovo ²tevilo W (r, k) imenujemo najmanj²i n ∈ N, za katerega imamo
pri vsakem barvanju mnoºice {1, 2, . . . , n} z r barvami neko enobarvno aritmeti£no
zaporedje s k £leni, tj. obstajata a, b ∈ N, za katera velja, da je zaporedje a, a +
b, a + 2b, . . . , a + (k − 1)b enobarvno.

Leta 1927 je Van der Waerden dokazal, da tak²na ²tevila obstajajo, njihova rast
pa je izredno hitra. Pokazali bomo, da ºe za r = 2 nara²£ajo eksponentno.

Izrek 2.6 Velja W (2, k) > 2k/2. Torej mnoºico {1, 2, . . . , n} lahko pobarvamo z
dvema barvama, tako da nobeno aritmeti£no zaporedje s 2 lg n £leni ni enobarvno.

Dokaz. �tevila {1, 2, . . . , n} pobarvajmo naklju£no z barvama R in M . Naj bo S
aritmeti£no zaporedje s k £leni in AS dogodek, da je S enobarvno. Verjetnost, da
se AS zgodi je enaka

P(AS) = 2 · 2−|S| = 21−k .

Vsako aritmeti£no zaporedje s k £leni je dolo£eno s prvima dvema £lenoma. Torej
imamo kve£jemu

(
n
2

)
tak²nih aritmeti£nih zaporedij v mnoºici {1, 2, . . . , n} in velja

P(∪AS) <

(
n

2

)
21−k < 1 .

12



Torej £e
(

n
2

)
21−k < 1, potem obstaja neko barvanje, za katerega ni aritmeti£nega

zaporedja s k £leni in od tod W (2, k) > n. Torej je W (2, k) ve£ji od vsakega n-ja,
za katerega velja

(
n
2

)
21−k < 1. Ni teºko preveriti, da za n = 2

k
2 velja neenakost(

n
2

)
21−k < n2

2
· 21−k = 1. Torej W (2, k) > 2

k
2 .

¤

2.5 Mnoºice proste za vsote
Podmnoºica A Abelove grupe je prosta za vsoto, £e je (A + A) ∩ A = ∅, torej vsota
poljubnih dveh elementov mnoºice A ni v mnoºici A. Naslednji Erdösev izrek nam
pove, da je v vsaki mnoºici neni£elnih celih ²tevil ve£ kot tretjina tak²nih, ki se med
seboj ne se²tejejo v kak²no drugo ²tevilo iz te mnoºice.

Izrek 2.7 (Erdös, 1965) Vsaka mnoºica B = {b1, . . . , bn} neni£elnih celih ²tevil
vsebuje za vsoto prosto podmnoºico velikosti ve£ kot n

3
.

Dokaz. Naj bo p = 3k + 2 pra²tevilo, ve£je od 2 max1≤i≤n |bi| in naj bo C =
{k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}. Opazimo, da je C za vsoto prosta podmnoºica cikli£ne
grupe Zp in da velja

|C|
p− 1

=
k + 1

3k + 1
>

1

3
.

Izberimo si naklju£no naravno ²tevilo x, 1 ≤ x < p, glede na enakomerno po-
razdelitev na mnoºici {1, 2, . . . , p−1} in de�nirajmo d1, . . . , dn s predpisom di ≡ xbi

(mod p), torej je 0 ≤ di < p. O£itno za vsak �ksen i, 1 ≤ i ≤ n velja, da £e x zasede
vse vrednosti 1, 2, . . . , p− 1, potem di doseºe vse neni£elne elemente mnoºice Zp in
tako je

P(di ∈ C) =
|C|

p− 1
>

1

3
.

Tako je pri£akovano ²tevilo elementov bi, za katere je di ∈ C, ve£je od n
3
. Torej

obstaja x, 1 ≤ x < p in podmnoºica A ⊂ B z mo£jo |A| > n
3
, tako da je xa

(mod p) ∈ C za vsak a ∈ A. Tak A je o£itno prost za vsoto - £e bi obstajala ²tevila
a1, a2, a3 ∈ A, za katera bi veljalo a1+a2 = a3, potem bi veljalo tudi xa1+xa2 ≡ xa3

(mod p), kar pa je v protislovju z dejstvom, da je C za vsoto prosta podmnoºica
mnoºice Zp.

¤

2.6 Univerzalne mnoºice
Mnoºica A nizov oblike {0, 1}n je (n, k)-univerzalna, £e za vsako podmnoºico S =
{i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n} projekcija

A|S = {(ai1 , ai2 , . . . , aik) | (a1, a2, . . . , an) ∈ A}

13



vsebuje vseh moºnih 2k nizov. Zanima nas kak²na je mo£ najmanj²e univerzalne
mnoºice A. Enostavno je videti, da velja

2k ≤ |A| ≤ 2n .

Bolj²o zgornjo mejo nam zagotovi naslednji izrek.

Izrek 2.8 (Kleitman in Spencer, 1973) �e velja
(

n
k

)
2k(1 − 2−k)r < 1, potem

obstaja (n, k)-univerzalna mnoºica mo£i r.

Dokaz. Naj bo A mnoºica r naklju£no in neodvisno izbranih nizov oblike {0, 1}n.
Naj bo S izbrana podmnoºica mnoºice {1, 2, . . . , n} mo£i k in v izbran niz oblike
{0, 1}k. Velja

P(v /∈ A|S) =
∏
a∈A

P(v 6= a|S) =
∏
a∈A

(1− 2−|S|) = (1− 2−k)r .

Ker imamo natanko
(

n
k

)
2k moºnosti za izbiro para (S, v), mnoºica A ni (n, k)-

univerzalna z verjetnostjo kve£jemu
(

n

k

)
2k(1− 2−k)r < 1 .

Sledi, da obstaja vsaj ena univerzalna mnoºica z r nizi, ki je (n, k)-univerzalna. S
tem je izrek dokazan.

¤

Posledica 2.9 Za k ≥ 2 obstaja (n, k)-univerzalna mnoºica velikost k 2k lg n.

Dokaz. Pokaºi, da velja
(

n
k

)
2k(1 − 2−k)r < 1 z uporabo neenakosti

(
n
k

)
< ( en

k
)k in

(1− 2−k)r < e−
r

2k . Potem dokaz sledi sledi po izreku 2.8.

¤

2.7 Izrek Erdös-Ko-Rado
Imamo mnoºico z n elementi. Izbrati ho£emo m podmnoºic, v katerih bo natanko
k ≤ n

2
elementov in za katere bo veljalo, da je presek vsakih dveh neprazen. Erdös-

Ko-Radov izrek nam pove, da je takih podmnoºic maksimalno
(

n−1
k−1

)
. Bolj formalno

zapi²emo takole. Druºina mnoºic F je prese£na, £e za vsaki dve mnoºici A,B ∈ F
velja, da je njun presek neprazen A ∩ B 6= 0. Zapis

(
X
k

)
pomeni mnoºico vseh

podmnoºic mnoºice X, velikosti k, torej
(

X
k

)
= {Y ⊂ X; |Y | = k}.

Izrek 2.10 (Erdös-Ko-Rado, 1961) �e je |X| = n, kjer je n ≥ 2k, F pa pre-
se£na druºina podmnoºic mnoºice X mo£i k, potem je |F| ≤ (

n−1
k−1

)
.
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Najprej pokaºimo naslednjo lemo.

Lema 2.11 Naj bo mnoºica X = {0, 1, 2, . . . , n−1} in naj bo As = {s, s+1, . . . , s+
k − 1} ⊆ X za 0 ≤ s < n. Potem za n ≥ 2k velja, da vsaka prese£na druºina
F ⊆ (

X
k

)
vsebuje kve£jemu k mnoºic izmed As (0 ≤ s < n).

Dokaz. �e je Ai ∈ F , potem mora biti katerikoli drug As ∈ F eden izmed
Ai−k+1, . . . , Ai−1 ali Ai+1, . . . , Ai+k−1. To je 2k−2 podmnoºic, ki jih lahko razdelimo
v k − 1 parov oblike (As, As+k). Ker je n ≥ 2k, je

As ∩ As+k = 0,

torej je v F kve£jemu eden izmed As in As+k.

¤

Dokaz izreka. Recimo, da imamo mnoºico X = {0, 1, . . . , n − 1} in prese£no
druºino podmnoºic F ⊆ (

X
k

)
. Izberemo slu£ajno neodvisno in uniformno permutacijo

δ : X → X ter s ∈ X. De�nirajmo δ(As) := {δ(s), . . . , δ(s + k − 1)}. Ker gre samo
za preme²anje £lenov, velja lema tudi tu, torej je tudi samo k podmnoºic oblike
δ(As) v prese£ni druºini F . Verjetnost, da je δ(As) v F je torej

P[δ(As) ∈ F ] ≤ k

n
.

Verjetnostni prostor je [n]×Sn, pri £emer je Sn mnoºica vseh permutacij na [n]. Po
drugi strani pa je verjetnost, da je δ(As) v F enaka izbiri slu£ajne podmnoºice s k
elementi, torej

P[δ(As) ∈ F ] =
|F|(

n
k

) .

Iz tega sledi
|F|(

n
k

) ≤ k

n

in od tukaj
|F| ≤

(
n− 1

k − 1

)
.

¤
Omenimo, da v primeru, ko pogoj k ≤ n

2
ni izpolnjen, t.j. k > n

2
, je zgornji prob-

lem trivialen, ker lahko izberemo vse podmnoºice velikosti k in te tvorijo prese£no
druºino. Torej v takem primeru bo na²a druºina velikosti

(
n
k

)
.
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2.8 Spernerjev izrek in njegove posplo²itve
Izrek 2.12 (Sperner 1928) �e je F druºina podmnoºic mnoºice {1, 2, . . . , m},
kjer A * B za poljubni razli£ni A,B ∈ F , potem je |F| ≤ (

m
bm

2
c
)
.

Spodnja izreka implicirata Sperner-jev izrek. Pri dokazu upo²tevamo, da F =
{A1, A2, . . . , An}, Bi = {1, 2, . . . , m}/Ai in dejstvo, da velja

(
m
k

) ≤ (
m
bm

2
c
)
za vsak

k = 0, 1, . . . , m.

Izrek 2.13 (Bollobás, 1965) Naj bosta k in l naravni ²tevili. Naj bo n maksi-
malno ²tevilo, da zanj obstajajo mnoºice A1, . . . , An in B1, . . . , Bn, za katere velja:

1. |Ai| = k in |Bi| = l za vsak i = 1, 2, . . . , n.

2. Ai ∩Bi = ∅ za vsak i = 1, 2, . . . , n.

3. Ai ∩Bj 6= ∅ za vsak i 6= j in i, j = 1, 2, . . . , n.

Potem je
n =

(
k + l

k

)
.

Dokaz. Naj bo X =
⋃n

i=1(Ai ∪ Bi). Linearno uredimo elemente mnoºice X v
poljubnem vrstnem redu. Naj bo Ui dogodek, da so vsi elementi mnoºice Ai pred
vsemi elementi mnoºice Bi (glede urejenosti elementov mnoºice X). Verjetnost tega
dogodka je

P[Ui] =

(
k + l

k

)−1

.

Za razli£na i 6= j se dogodka Ui in Uj ne moreta zgoditi hkrati. Res, ker je Ai∩Bi 6= ∅
in enakovredno tudi Aj ∩Bi 6= ∅, velja max Ai ≥ min Bj in max Aj ≥ min Bi. �e bi
se dogodka Ui in Uj zgodila hkrati, bi veljalo max Ai < min Bi in max Aj < min Bj,
kar vodi v protislovje:

max Ai ≥ min Bj > max Aj ≥ min Bi > max Ai.

Dogodka se torej res ne moreta zgoditi hkrati. Iz tega sledi, da je

1 ≥ P[
n⋃

i=1

Ui] =
n∑

i=1

P[Ui] =
n(

k+l
k

)

in torej je (
k + l

k

)
≥ n.

Zdaj pa poi²£imo ²e primer, ko n doseºe to vrednost. Naj bodo A1, A2, . . . , An vse
podmnoºice velikosti k mnoºice X = {x1, x2, . . . , xk+l}, mnoºice B1, B2, . . . , Bn pa
naj bodo njihovi komplementi, torej Bi = X \ Ai za vsak i = 1, 2, . . . , n. Pogoji
izreka o£itno veljajo za tako izbrane mnoºice in n =

(
k+l
k

)
.
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¤
Pravimo, da je mnoºica T ⊆ V transverzalna mnoºica hipergrafa H = (V, E),

£e S ∩ T 6= ∅ za vsak S ∈ H. Transverzalno ²tevilo τ(H) je velikost najmanj²e
transverzalne mnoºice T . Hipergraf H se imenuje τ -kriti£na, £e τ(H\{S}) < τ(H),
za vsak S ∈ H. Zgornji izrek nam pove kak²no je maksimalno ²tevilo hiperpovezav
v τ -kriti£nem k-enakomernem hipergrafu H z τ(H) = l + 1.

Naslednji izrek je posplo²itev izreka 2.13 in se dokaºe podobno.

Izrek 2.14 (Bollobás 1965) Naj bodo A1, A2, . . . , An in B1, B2, . . . , Bn mnoºice
za katere velja Ai∩Bj = ∅ natanko takrat, ko je i = j. Potem

∑n
i=1

(|Ai|+|Bi|
|Ai|

)−1 ≤ 1.
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Poglavje 3

Linearnost matemati£nega upanja

V Poglavju 1 smo pokazali, da je matemati£no upanje linearen operator. To lastnost
s pridom uporabljamo za dokazovanje problemov s pomo£jo verjetnosti. V naslednjih
razdelkih so prikazani primeri uporabe.

3.1 �tevilo �ksnih to£k permutacije
Permutacija kon£ne mnoºice A je bijektivna preslikava mnoºice A nase. Brez ²kode
za splo²nost lahko elemente mnoºice A ozna£imo z naravnimi ²tevili {1, 2, . . . , n}.
Taki permutaciji re£emo, da je reda n. Mnoºico vseh permutacij reda n ozna£imo
z Sn. Velja |Sn| = n!. �e za permutacijo σ obstaja i ∈ {1, 2, . . . , n}, pri £emer
σ(i) = i, potem to£ki i pravimo �ksna to£ka permutacije σ. �tevilo �ksnih to£k je
o£itno med 0 in n.

Zanima nas pri£akovano ²tevilo �ksnih to£k v naklju£no izbrani permutaciji.

Izrek 3.1 V povpre£ju ima vsaka permutacija eno �ksno to£ko.
Dokaz. Izra£unajmo verjetnost pri£akovanega ²tevila �ksnih to£k slu£ajne per-
mutacije σ na {1, . . . , n}. �e je

F (σ) = |{i : σ(i) = i}|,
lahko to izrazimo kot vsoto indikatorskih spremenljivk:

F (σ) =
n∑

i=1

Fi(σ),

kjer je Fi(σ) = 1, £e je σ(i) = i in Fi(σ) = 0 sicer. Torej je

E(Fi) = P(σ(i) = i) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
.

Od tod sledi
E(F ) =

1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n
= 1 ,

kar pomeni, da ima permutacija v povpre£ju eno �ksno to£ko.
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¤

3.2 Hamiltonske poti v turnirjih
Turnir je orientiran poln graf, kar pomeni, da med poljubnima to£kama u in v
nastopa natanko ena usmerjena povezava (u, v) oz. (v, u). Hamiltonska pot v turnirju
je usmerjena pot skozi vse to£ke. Znano je, da ima vsak turnir Hamiltonsko pot.
Naslednji izrek (Szele, 1943) pravi, da obstoja turnir z velikim ²tevilom Hamiltonskih
poti. Temu izreku oziroma njegovemu dokazu se pogosto pripisuje prva uporaba
verjetnostne metode.

Izrek 3.2 Obstaja turnir na n to£kah, ki ima vsaj n!
2n−1 Hamiltonskih poti.

Dokaz. Izra£unajmo pri£akovano ²tevilo Hamiltonskih poti v slu£ajnem turnirju
T na n to£kah, kjer ima vsaka povezava slu£ajno orientacijo, izbrano neodvisno z
verjetnostjo 1

2
. Ozna£imo vozli²£a turnirja T z elementi mnoºice {1, 2, . . . , n}.

Za dano permutacijo σ na {1, . . . , n} si oglejmo zaporedje σ(1), σ(2), . . . , σ(n) in
ozna£imo z Iσ indikator dogodka, da vse povezave (σ(i), σ(i + 1)) nastopajo v T s
to orientacijo. Upo²tevajmo, da orientacijo razli£nih povezav izberemo neodvisno in
izra£unajmo E[Iσ]:

E(Iσ) = P(σ) =
1

2n−1
.

Naj bo X vsota vseh Hamiltonskih poti v turnirju. Sledi

X =
∑
σ∈Sn

Iσ

in od tod
E(X) =

∑
σ

E(Iσ) =
∑

σ

1

2n−1
=

1

2n−1

∑
σ

1 =
n!

2n−1
,

saj je vseh razli£nih permutacij na n to£kah n!. Torej obstaja tak turnir T , ki vsebuje
vsaj n!

2n−1 Hamiltonskih poti.

¤

3.3 Maksimalni prerez grafov
Tukaj obravnavamo problem maksimalnega prereza, ki je predvsem pomemben al-
goritmi£en problem. Imamo graf G = (V, E) in ºelimo razdeliti mnoºico to£k v
dva razreda, A in B = V \ A tako, da je ²tevilo povezav med A in B maksimalno.
Naslednji izrek nam pove, da je vedno moºno dose£i, da je ²tevilo povezav med A
in B vsaj polovica vseh povezav v grafu.

Izrek 3.3 Vsak graf z m povezavami vsebuje dvodelen podgraf z vsaj m/2 povezavami.
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Dokaz. Naj bo G = (V, E). Izberimo slu£ajno podmnoºico T ⊆ V z vstavljanjem
vsake to£ke v T neodvisno z verjetnostjo 1

2
. Za dano povezavo e = uv naj Ie ozna£uje

indikatorsko spremenljivko dogodka, da je natanko ena od to£k u in v v T . Potem
velja

E(Ie) = P
(
(u ∈ T in v /∈ T ) ali (u /∈ T in v ∈ T )

)
=

1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
=

1

2
.

�e X ozna£uje ²tevilo povezav, ki imajo natanko eno to£ko v T , potem je

X =
∑
e∈E

Ie

in zato
E(X) =

∑
e∈E

E(Ie) =
∑
e∈E

1

2
=

1

2

∑
e∈E

1 =
m

2
,

saj je m ²tevilo vseh povezav v grafu. Torej, za nekatere T ⊆ V obstaja vsaj m
2

povezav med T in V \ T . Te povezave inducirajo dvodelen podgraf.

¤

3.4 Uravnoteºeni vektorji
TODO: Nekaj spremne besede

Izrek 3.4 Naj bodo v1, v2, . . . , vn ∈ Rn, za katere velja |vi| = 1 za vsak i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Potem obstajajo taki ε1, ε2, . . . , εn, ki lahko zavzamejo vrednosti 1 ali −1, da velja

|ε1v1 + . . . + εnvn| ≤
√

n

in taki, da velja
|ε1v1 + . . . + εnvn| ≥

√
n .

Dokaz. Naj bodo ε1, ε2, . . . , εn izbrani enakomerno in neodvisno iz mnoºice {1,−1}.
In naj bo

X = |ε1v1 + . . . + εnvn|2 .

Potem je

X =
n∑

i=1

n∑
j=1

εivi · εjvj ,

kar zapi²emo malo druga£e kot

X =
n∑

i=1

n∑
j=1

εiεjvi · vj .
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Uporabimo linearnost matemati£nega upanja

E(X) =
n∑

i=1

n∑
j=1

vi · vjE(εiεj) .

�e je i 6= j, potem je
E(εiεj) = E(εi) · E(εj) = 0 .

�e pa je i = j, je ε2
i = 1 in zato je

E(ε2
i ) = 1 .

Tako je

E(X) =
n∑

i=1

vivi = n .

Od tod sledi, da obstajajo taki ε1, ε2, . . . , εn, katerih zaloga vrednosti je {1,−1} in
je X ≥ n in taki, da je X ≤ n. Izrek je s tem dokazan.

¤

Izrek 3.5 Naj bodo v1, v2, . . . , vn ∈ Rn, za katere velja |vi| = 1 za vsak i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Naj bodo p1, p2, . . . , pn ∈ [0, 1] poljubni in naj bo w = p1v1 +p2v2 + . . .+pnvn. Potem
obstajajo taki ε1, ε2, . . . , εn ∈ {0, 1}, da za v = ε1v1 + . . . + εnvn velja

|w − v| ≤
√

n

2
.

Dokaz. Izberimo vsak εi neodvisno z verjetnostjo

P(εi = 1) = pi in P(εi = 0) = 1− pi .

Naklju£na izbira εi nam da slu£ajno spremenljivko v. Sedaj si oglejmo slu£ajno
spremenljivko

X = |w − v|2 ,

za katero velja:

X = |
n∑

i=1

(pi − εi)vi|2

=
n∑

i=1

n∑
j=1

(pi − εi)vi (pj − εj)vj

=
n∑

i=1

n∑
j=1

vi · vj(pi − εi)(pj − εj) .
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Zato je

E(X) =
n∑

i=1

n∑
j=1

vi · vjE((pi − εi)(pj − εj)) .

�e je i 6= j, potem sta slu£ajni spremenljivki pi−εi in pj−εj neodvisni in zato velja

E((pi − εi)(pj − εj)) = E((pi − εi))E((pj − εj)) = 0 .

Za i = j pa je

E((pi − εi)
2) = pi(pi − 1)2 + (1− pi)p

2
i = pi(1− pi) ≤ 1

4
.

Torej je

E(X) =
n∑

i=1

pi(1− pi)|vi|2 ≤ 1

4

n∑
i=1

|vi|2 =
n

4
.

¤

3.5 Dominantne podmnoºice v gra�h
Dominantna podmnoºica grafa G = (V, E) je podmnoºica vozli²£ D ⊆ V , za katero
velja, da je vsako vozli²£e grafa G bodisi v D bodisi ima v D soseda. Na primer,
najmanj²a dominantna mnoºica cikla Cn velikosti dn

3
e. Spodnji izrek navzgor oceni

najmanj²o dominantno podmnoºico.

Izrek 3.6 Naj bo G = (V,E) graf z n vozli²£i in z minimalno stopnjo δ > 1. Potem
ima graf G dominantno podmnoºico z najve£ n1+ln(δ+1)

δ+1
vozli²£i.

Dokaz. Naj bo S slu£ajna mnoºica to£k iz G tako, da vsako to£ko izberemo neod-
visno z verjetnostjo p. Naj bo T mnoºica to£k iz G, za katero velja, da ne vsebuje
to£k iz S niti to£k, ki imajo soseda v S. Mnoºica T ∪ S tvori dominantno mnoºico
grafa G. Velja

E(|S|) =
∑
v∈V

p = n p .

Naj bo Iv indikatorska spremenljivka dogodka, da je v izbran v T . Torej

Iv =

{
1, niti v niti sosedje v-ja niso v S
0, sicer.

Potem je |T | = ∑
v∈V Iv. Verjetnost, da je neko vozli²£e v vsebovano v T , je enaka

P(v ∈ T ) = (1− p)d(v)+1 =≤ (1− p)δ+1 .

Torej
E(|T |) =

∑
v∈V

E(Iv) ≤ n(1− p)δ+1 ≤ ne−p(δ+1)
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in od tod
E(|S ∪ T |) = E(|S|) + E(|T |) ≤ np + ne−p(δ+1) .

S prijemi matemati£ne analize dobimo najmanj²o zgornjo mejo na²e ocene E(|S∪T |)
za p = ln(δ+1)

δ+1
. Torej

E(|S ∪ T |) ≤ n
1 + ln(δ + 1)

δ + 1
.

¤

3.6 Bregmanov izrek
Kak²na je verjetnost, da napovemo pravilni vrstni red, v katerem je vseh ²est konjev
na dirki pri²lo na cilj? �e ne bi o konjskih dirkah vedeli prav ni£, bi pomislili, da je
vseh 6! vrstnih redov enako verjetnih. Torej, da ima vsaka izbira verjetnost uspeha
1
6!

= 0.0014. Strokovnjaki za tovrstne dirke pa so, za razliko od laika, sposobni to
verjetnost izra£unati veliko bolj natan£no. Njihove ocene konjevih moºnosti se lahko
predstavijo z dvodelnim grafom, v katerem so moºne povezave konj z zadnjo pozicijo
znatno omejene.

�e za predstavitev tak²nega grafa uporabimo (0, 1) matriko, potem permanenta1

matrike natan£no dolo£a ²tevilo moºnosti simultanih izbir ²tevila 1 iz vsakega stolpca
in vrstice. Vseh moºnosti je za na² primer 56, kar pomeni, da je to tudi vrednost
permanente na²e matrike. Moºnost pravilne napovedi se je tako pove£ala na 1

56
=

0, 018. Za velike matrike ºal ne poznamo nobene metode, ki bi pridelala vrednost
permanente v uporabnem £asovnem okviru.

Bregmanova neenakost nam poda dobro zgornjo mejo (v na²em primeru z vred-
nostjo skoraj 1

88
), enakost pa je doseºena natanko takrat, ko je matrika iz diagonalnih

blokov, sestavljenih iz samih enic (do permutacij stolpcev in vrstic natan£no). Naj
bo A = [aij] n × n matrika, pri £emer so vsi aij ∈ {0, 1}. Naj bo ri =

∑
i≤j≤n aij

²tevilo enic v i-ti vrstici. Naj bo S mnoºica permutacij σ ∈ Sn z ai,σi = 1 za
1 ≤ i ≤ n. Potem je per(A) enostavno |S|. Slednje je domneval ºe Minc, Bregman
pa je leta 1973 to tudi dokazal.

Izrek 3.7 (Bregman)
per(A) ≤

∏
1≤i≤n

(ri!)
1
ri .

Dokaz. Izberimo neodvisni konstanti σ ∈ S in τ ∈ Sn. Ozna£imo A1 = A. Naj
bo Rτ1 ²tevilo enic v vrstici τ1 v A1. Izbri²imo vrstico τ1 in stolpec στ1 iz A1, da
dobimo A2. V splo²nem naj Ai pomeni A brez vrstic τ1, . . . , τ(i − 1) in stolpcev

1per(A), ("permanenta A"), priredi matriki realno vrednost na podoben na£in, kot determi-
nanta, le da determinanta pri²teva sode in od²teva lihe permutacije £lenov matrike, permanent pa
pri²teva tako sode, kot tudi lihe permutacije.
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στ1, . . . , στ(i− 1) in Rτi naj pomeni ²tevilo enic v vrstici τi v Ai. (To je neni£elno
²tevilo, kajti στi-ti stolpec ima enico.) Naj bo

L = L(σ, τ) =
∏

1≤i≤n

Rτi.

V grobem si bomo mislili, da je L enak permanentu, izra£unanemu na "grobi na£in".
Obstaja Rτ1 izbir za enico v vrstici τ1, pri £emer vse vodijo v razli£ne podperma-
nentne rezultate. Namesto tega vzame grobi na£in faktor Rτ1, odstrani enico iz
permutacije σ in nadaljuje z A2. Ker je σ ∈ S konstantna, se grobi na£in nagiba
proti visokim podpermanentom in je torej moºno, da permanent preceni. Da se tega
lotimo natan£no, de�nirajmo geometrijsko sredino G(Y ). �e Y > 0 zavzame vred-
nosti a1, . . . , as s pripadajo£imi verjetnostmi p1, . . . , ps, potem je G(Y ) =

∏s
i=1 api

i .
Ekvivalentno velja G(Y ) = eE(ln Y ). Linearnost matemati£nega upanja se prevede v
geometrijsko sredino produkta, ki je produkt geometrijskih sredin.

Lema 3.8
per(A) ≤ G(L) .

Pokaºimo to za poljuben τ , ki je �ksen. Zaradi laºjega ozna£evanja recimo, da je
τ1 = 1. Uporabimo indukcijo po velikosti matrike. Preuredimo jo tako, da ima prva
vrstica enice v prvih r stolpcih. O£itno je r = r1. Za 1 ≤ j ≤ r naj bo tj permanent
od A brez prve vrstice in j-tega stolpca ali, ekvivalentno, ²tevilo permutacij σ ∈ S,
za katere velja σ1 = j. Naj bo

t =
(t1 + . . . + tr)

r
,

tako da per(A) = rt. �e je σ1 = j, je R2 . . . Rn grob izra£un permanenta per(A2),
pri £emer je A2 kar A brez prve vrstice in j-tega stolpca. Po indukciji je

G(R2 . . . Rn|σ1 = j) ≥ tj

in je torej

G(L) ≥
r∏

j=1

(rtj)
tj

per(A) = r

r∏
j=1

t
tj
rt
j .

Lema 3.9
(

r∏
j=1

t
tj
j )

1
r ≥ tt .

Dokaz. �e logaritmiramo, je to ekvivalentno

1

r

r∑
j=1

tj ln(tj) ≥ t ln(t) ,

kar pa je res zaradi konveksnosti funkcije f(x) = x ln x.
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¤
Z uporabo Leme 3.9, dobimo

G(L) ≥ r

r∏
j=1

t
tj
rt
j ≥ r(tt)

1
t = rt = per(A) .

Sedaj izra£unamo G(L) pri konstantni σ. Zaradi laºjega ozna£evanja preuredimo
tako, da je σi = i za vsak i, in predvidevamo, da ima prva vrstica enice natan£no
v prvih r1 stolpcih. Ker smo izbrali konstanten τ , so stolpci 1, . . . , r1 izbrisani,
da lahko ena£imo vseh r1! moºnosti. R1 je ²tevilo tistih stolpcev, ki ostanejo, ko
izbri²emo prvi stolpec. Ker je ista verjetnost, da bo prvi stolpec na katerikoli poziciji
med tistimi r1 stolpci, je R1 enakomerno razporejen od 1 do r1 in G(R1) = (r1!)

1
r1 .

Linearnost upanja nam da

G(L) = G

(
n∏

i=1

Ri

)
=

n∏
i=1

G (Ri) =
n∏

i=1

(ri!)
1
ri .

Splo²ni G(L) geometrijska sredina pogojne vrednosti G(L) in ima tako isto vrednost.
Ta je

per(A) ≤ G(L) =
n∏

i=1

(ri!)
1
ri .

¤
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Poglavje 4

Slu£ajni grafi

Uporaba verjetnosti v teoriji grafov sloni na pojmu slu£ajnega grafa. Glavni model
oziroma verjetnostni prostor slu£ajnih grafov G(n, p) je sestavljen iz vseh grafov z n
vozli²£i, par vozli²£ pa je povezan z verjetnostjo p. Lahko je videti, da se nek graf
G0 z vozli²£i v {1, 2, . . . , n} pojavi z verjetnostjo

P(G0) = pm · (1− p)(
n
2)−m .

Zgornja verjetnost dolo£a pojavitev grafa s to£no dolo£enimi povezavami med oz-
na£enimi vozli²£i. Verjetnost, da pa je G izomorfen G0 je seveda precej ve£ja.
Graf G ∈ G imenujemo slu£ajni graf na V z verjetnostjo povezave p. Vsako mnoºico
grafov na V si v prostoru G(n, p) lahko predstavljamo kot dogodek. Recimo za vsako
povezavo e ∈ V × V je mnoºica

Ae = {ω | ω(e) = 1e}

vseh grafov G na V , dogodek, da je e povezava v G. Dogodki Ae so neodvisni in se
pojavljajo z verjetnostjo p.

4.1 Grafovske invariante kot slu£ajne spremenljivke
V kontekstu slu£ajnih grafov lahko vsako izmed invariant grafa (npr. povpre£no
stopnjo, povezanost, notranji obseg, kromati£no ²tevilo) interpretiramo kot neneg-
ativno slu£ajno spremenljivko X na G(n, p). Za zgled poglejmo naslednjo trditev,
kako omejimo invarianto neodvisnostnega ²tevila α grafa G ∈ G(n, p).

Lema 4.1 Za vsa naravna ²tevila n in k, za katere velja n ≥ k ≥ 2, je verjetnost,
da G ∈ G(n, p) vsebuje mnoºico s k neodvisnimi vozli²£i, najve£

P(α(G) ≥ k) ≤
(

n

k

)
q(

k
2).
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Dokaz. Verjetnost, da je neka dolo£ena mnoºica U ⊆ V z mo£jo k v grafu G

neodvisna, je enaka (1 − p)(
k
2). Trditev nato sledi iz dejstva, da je natanko

(
n
k

)
tak²nih mnoºic U .

¤
Izra£unajmo ²tevilo pri£akovanih ciklov neke dane dolºine k ≥ 3 v slu£ajnem

grafu G ∈ G(n, p). Naj bo X : G(n, p) → N slu£ajna spremenljivka, ki vsakemu
izmed slu£ajnih grafov G priredi ²tevilo k-ciklov v njem. De�nirajmo

(n)k = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1).

To je ²tevilo zaporedij k razli£nih elementov na mnoºici z n elementi.

Lema 4.2 Pri£akovano ²tevilo k-ciklov v G ∈ G(n, p) je

E(X) =
(n)k

2k
pk.

Dokaz. Za vsak k-cikel C z vozli²£i v V = {0, . . . , n− 1} naj XC : G(n, p) → {0, 1}
predstavlja indikatorsko slu£ajno spremenljivko za C:

XC : G 7→
{

1 C ⊆ G;
0 sicer.

Ker XC dobi samo 1 za pozitivno vrednost, je pri£akovana vrednost E(XC) enaka
meri P(XC = 1) mnoºice vseh grafov v G(n, p), ki vsebujejo C. To pa je natanko
verjetnost, da je C ⊆ G:

E(XC) = P(C ⊆ G) = pk .

Tak²ne cikle predstavlja natanko (n)k zaporedij v0v1 · · · vk−1 razli£nih vozli²£ v V
in vsak izmed ciklov je opisan z 2k tak²nimi zaporedji. Torej je natanko (n)k/2k
razli£nih ciklov. Slu£ajna spremenljivka X priredi vsakemu grafu G ²tevilo k-ciklov,
torej je X vsota vseh vrednosti XC(G) in tako dobimo:

E(X) = E
( ∑

C

XC

)
=

∑
C

E(XC) =
(nk)

2k
pk .

¤

4.2 Lastnosti skoraj vseh grafov
Lastnost grafa je razred grafov, ki so zaprti za izomor�zem, torej razred vsebuje z
vsakim grafom G ²e vse njemu izomorfne grafe. �e je p = p(n) �ksna funkcija (lahko
konstantna) in je P lastnost grafa, nas zanima obna²anje verjetnosti P (G ∈ P) za
G ∈ G(n, p), ko n → ∞. �e gre verjetnost proti 1, re£emo da G ∈ P za skoraj vse
G ∈ G(n, p), £e pa gre proti 0, re£emo, da skoraj noben G ∈ G(n, p) nima lastnosti
P .

Za primer pokaºimo, da je za dolo£en p vsak �ksen graf H induciran podgraf na
skoraj vseh gra�h.
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Trditev 4.3 Za vsako konstanto p ∈ (0, 1) in vsak graf H, skoraj vsak G ∈ G(n, p)
vsebuje inducirano kopijo H.

Dokaz. Naj bo H dan in k = |V (H)|. �e n ≥ k in je U ⊆ {0, . . . , n − 1} �ksna
podmnoºica na k vozli²£ih grafa G, potem je G[U ] izomorfen H z dolo£eno verjet-
nostjo r ≥ 0. Verjetnost r je odvisna od p, ne pa tudi od º n (premisli zakaj ne?).
Graf G vsebuje bn

k
c takih disjunktnih mnoºic Ui za º i = 1, . . . , bn

k
c. Verjetnost, da

noben izmed grafov G[Ui] ni izomorfen H je (1− r)b
n
k
c, saj so ti dogodki med sabo

neodvisni zaradi disjunktnsti povezav iz mnoºice [U ]2. Zato je

P(H *︸︷︷︸
induciran

G) ≤ (1− r)b
n
k
c → 0, ko n →∞,

in trditev je dokazana.

¤
Za sklepanje o velikem ²tevilu naravnih lastnosti, ki jih imajo skoraj vsi gra�, je

priro£na naslednja lema. Za dana i, j ∈ N de�nirajmo lastnost grafa Pi,j. Re£emo
da je graf G ∈ Pi,j (oz. graf G ima lastnost Pi,j), £e za vsak par U,W disjunktnih
mnoºic vozli²£ z |U | ≤ i in |W | ≤ j, graf vsebuje vozli²£e v /∈ U ∪W , ki je sosedno
z vsemi vozli²£i iz U in hkrati z nobenim iz W .

Lema 4.4 Za vsako konstanto p ∈ (0, 1) in i, j ∈ N , skoraj vsak graf G ∈ G(n, p)
ima lastnost Pi,j.

Dokaz. Za dolo£ena U,W in v ∈ G − (U ∩ W ) je verjetnost, da je v sosed vsem
vozli²£em iz U ter nobenemu iz W

p|U |q|W | ≥ piqj

in zato je verjetnost, da ne obstaja ustrezen v za taka U in W

(1− p|U |q|W |)n−|U |−|W | ≤ (1− piqj)n−i−j

(za n ≥ i + j), saj so ustrezni dogodki med seboj neodvisni za razli£ne v. Ker na
vozli²£ih V (G) ni ve£ kot ni+j parov takih mnoºic U,W je verjetnost, da kak tak
par nima ustrezenega vozli²£a v najve£

ni+j(1− piqj)n−i−j,

to pa gre proti 0, ko n → ∞, saj je 1 − piqj < 1. �e ocena zgornje meje razli£nih
parov mnoºic U,W v G:

(
n

i

)(
n− i

j

)
=

n!

(n− i)!i!

(n− i)!

(n− i− j)!j!
=

n(n− 1) · · · (n− (i + j) + 1)

i! j!
≤

≤ n(n− 1)(n− 2) · · · (n− i− j + 1)i+j ≤ ni+j .
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¤

Posledica 4.5 Za vsak p ∈ (0, 1) in k ∈ N je skoraj vsak graf v G(n, p) k-povezan.

Dokaz. Po lemi 4.4 ima skoraj vsak graf lastnost P2,k−1, zato je dovolj pokazat, da
je vsak graf G z lastostjo P2,k−1 k-povezan. Poljuben graf v P2,k−1 je reda vsaj k+2.
�e grafu G odstranimo manj kot k vozli²£ mora biti povezan. Ta vozli²£a damo v
mnoºico W , saj jo lahko poljubno izberemo in je mo£i manj kot k. Po de�niciji
P2,k−1 imata poljubni dve drugi vozli²£i x, y, ki ju damo lahko v mnoºico U , skupno
sosednje vozli²£e v /∈ W . Zato W ne separira x in y. Graf G je res povezan.

¤
V dokazu posledice 4.5 smo pokazali ve£ kot je bilo potrebno. Namesto dokaza

o obstoju poti med x in y, ki se izogne mnoºici W, smo pokazali, da imata x in y
skupnega soseda v /∈ W . Zato so vse poti, ki so potrebne za vzpostavitev ºeljene
povezanosti, lahko dolºine 2.

Nadalje bomo pokazali, da ima skoraj vsak graf presenetljivo visoko kromati£no
²tevilo χ.

Trditev 4.6 Za vsak p ∈ (0, 1) in vsak ε > 0 ima skoraj vsak graf G ∈ G(n, p)
kromati£no ²tevilo

χ(G) >
log(1/q)

2 + ε
· n

log(n)
.

Dokaz. Za poljuben n ≥ k ≥ 2, z uporabo leme 11.1.2 (ni napisana) dobimo

P [α ≥ k] ≤
(

n

k

)
q(

k
2) ≤ nkq(

k
2) = qlogq(nk)q

1
2
k(k−1)

= qk
log(n)
log(q)

+ 1
2
k(k−1) = q

k
2
(− 2 log(n)

log(1/q)
+k−1) .

Za
k := (2 + ε)

log(n)

log(1/q)

gre eksponent tega izraza z n proti neskon£nosti, zato gre izraz proti 0. Torej nobena
mnoºica k vozli²£ ne sme biti enako pobarvana, zato vsako barvanje vozli²£ grafa G
za skoraj vsak G ∈ G(n, p) uporablja ve£ kot

n

k
=

log(1/q)

2 + ε
· n

log(n)

barv.

¤
Trditev 4.6 je mo£na v smislu obeh mej, saj £e zamenjamo ε z −ε, se spodnja

meja za χ spremeni v zgornjo.
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Kot zanimivost omenimo skupno lastnost rezultatov v tem poglavju: vrednost
p ne igra nobene vloge, saj £e je veljala dolo£ena lastnost za skoraj vsak graf v
G(n, 1

2
), je imel to lastnost tudi skoraj vsak graf v G(n, 1

1000
). Za ve£ino primerov

(zgornji primeri so izjema) se nahaja kriti£na velikost magnitude p, okoli katere se
lastnot ravno se bo oz. ne bo pojavila, veliko niºje od vsake konstante vrednosti in
najve£krat je to funkcija n-ja, ki gre proti 0, ko n →∞.

Poglejmo si, kaj se dogaja, £e je p = p(n). Za verjetnost povezav p, ki imajo
red manj²i od n−2, skoraj gotovo slu£ajni graf G ∈ G(n, p) nima nobene povezave.
Ko p raste, G pridobiva vedno ve£ strukturiranosti. Nad mejo okoli p =

√
nn−2

ima skoraj gotovo komponento z ve£ kot dvemi vozli£i, te komponente z ve£anjem
reda rastejo in okoli p = n−1 se pojavijo prvi cikli. Kmalu zatem postane graf
neravninski, hkrati ena komnponenta nadvlada ostale, vse dokler ne postane pri
meji okoli p = (log n)n−1 graf povezan. Ne veliko za tem, pri p = (1 + ε)(log n)n−1,
ima graf skoraj gotovo Hamiltonov cikel.

Velikokrat se ta razvoj slu£ajnih grafov, ko p raste, primerja z evolucijo orga-
nizmov. Za vsak p = p(n) si mislimo lastnosti skoraj vseh grafov v G(n, p) kot
lastnosti tipi£nega slu£ajnega grafa G ∈ G(n, p) in preu£ujmo, kako se s stopnjo
rasti p spreminjajo lastnosti grafa G. Kot pri vrstah, se tudi evolucija slu£ajnih
grafov zgodi v relativno nendadnih skokih. Kot ºe prej omenjene kriti£ne meje ver-
jetnosti so pragovi, pod katerimi skoraj noben graf nima in nad katerimi skoraj vsi
gra� imajo mi²ljene lastnosti. Kasneje se bomo lotili splo²ne metode za izra£un
pragovih oz. pragovnih funkcij.
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Poglavje 5

Metoda izbrisa

Osnovni pristop verjetnostne metode pokaºe obstoj objekta z dolo£enimi lastnosti
tako s konstrukcijo verjetnostnega prostora in dokazom, da objekti z ºeljeno last-
nostjo v tem prostoru obstajajo s pozitivno verjetnostjo. Velikokrat tak²en pristop
ni uspe²en. Takrat uporabimo drugo pot, ki jo bomo natan£neje opisali v tem
poglavju. Pokaºemo, da obstaja objekt, ki skoraj zadostuje na²im pogojem in ga
lahko z nadzorovanimi popravki spremenimo v ºeljenega. Kraj²e povedano, metoda
izbrisa obravnava slu£ajno kon�guracijo, ki ni dobra, vendar je slaba le na nekaj
mestih.

Preden se lotimo primerov, omenimo Markovo neenakost.

Izrek 5.1 (Markova neenakost) Za nenegativno slu£ajno spremenljivko in a > 0
velja:

P(X ≥ t) ≤ E(X)

a
.

Dokaz.

E(X) =
∑

i

iP(X = i) ≥
∑
i≥a

aP(X = i) = aP(X ≥ a).

¤

5.1 Ramseyeva ²tevila
Trditev 5.2 �e

(
n
k

)
21−(k

2) < 1, potem R(k, k) > n.

Trditev 5.3 (Spencer 1987) Za vsak n velja: R(k, k) > n− (
n
k

)
21−(k

2).

Dokaz. Obravnavajmo 2-barvanje povezav grafa Kn. Za mnoºico S, s k to£kami,
naj bo XS indikatorska spremenljivka za dogodek, da je S enobarvna.

E(XS) = P(S je enobarvna) = 21−(k
2).
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Naj bo X =
∑

S XS. Potem je E(X) =
∑

S E(XS) = m, pri £emer je m =
(

n
k

)
21−(k

2).
Torej obstaja barvanje, ki ima najve£ m monokromatskih k-klik, t.j. X ≤ m. Iz
vsake take klike odstranimo eno to£ko in dobimo ustrezno pobarvan Ks, za s ≥ n−m.
Od tod sledi R(k, k) > s ≥ n−m.

¤

5.2 Najve£ji neodvisni podgra�
Neodvisni podgraf grafa G je mnoºica vozli²£ iz grafa G, ki v G niso povezana.
Naslednji izrek bo navzdol omejil velikost najve£jega neodvisnega grafa v G. Naj
bo α(G) velikost najve£je neodvisne mnoºice grafa G.

Izrek 5.4 Naj bo G graf na n to£kah z nk
2

povezavami. Potem je α(G) ≥ n
2k
.

Dokaz. Naj bo S slu£ajna podmnoºica to£k v grafu G. Mnoºico S dobimo tako,
da vsako to£ko iz grafa G izberemo z verjetnostjo p. Naj bo X ²tevilo to£k in Y
²tevilo povezav v S.

Velja E(X) = pn in E(Y ) = nk
2

p2. Potem je

E(X − Y ) = np− nk

2
p2.

Pri p = 1
k
, E(X − Y ) doseºe maksimum:

E(X − Y ) =
n

k
− n

2k
=

n

2k
.

Torej obstaja mnoºica S, ki ima vsaj n
2k

ve£ to£k kot povezav. Vsaki povezavi
odstranimo eno to£ko in dobimo neodvisno mnoºico z vsaj n

2k
to£kami.

¤
V nadaljevanju naj bo dv stopnja vozli²£a v ∈ V za graf G = (V, E).

Izrek 5.5 (Turan) Za vsak graf G velja

α(G) ≥
∑
v∈V

1

dv + 1
.

Dokaz. Naj < linearno ureja V . De�nirajmo

I = {v ∈ V ; vw ∈ E(G) ⇒ v < w}.

Naj bo Xv indikator naklju£ne spremenljivke za v ∈ I in X =
∑

v∈V Xv = |I|. Za
vsak v velja

E(Xv) = P(v ∈ I) =
1

dv + 1
,
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ker je v ∈ I natanko tedaj, ko je v najmanj²i element med v in njegovimi sosedi.
Torej je

E(X) =
∑
v∈V

1

dv + 1

in torej obstaja speci�£no urejanje < z

|I| ≥
∑
v∈V

1

dv + 1
.

Toda £e sta x, y ∈ I in {x, y} ∈ E, potem x < y in y < x, kar je protislovje. Torej
je I neodvisen in α(G) ≥ |I|.

¤
Za vsak m ≤ n, naj q, r ustrezata n = mq + r, 0 ≤ r < m, in naj bo

e = r

(
q + 1

2

)
+ (m− r)

(
q

2

)
.

De�nirajmo graf G = Gn,e na n vozli²£ih in e povezavah tako, da enakovredno
(kolikor je to mogo£e) razdelimo mnoºico vozli²£ v m razredov in zdruºimo dve
vozli²£i natanko tedaj, ko leºita v istem razredu. O£itno je, da α(Gn,e) = m.

Izrek 5.6 (Turan, 1941) Naj ima H n vozli²£ in e povezav. Potem je α(H) ≥ m
in α(H) = m ⇔ H ∼= Gn,e.

Dokaz. Gn,e ima
∑

v∈V
1

dv+1
= m, ker vsaka klika doprinese 1 k vsoti. �e �ksiramo

e =
∑

v∈V
dv

2
, je

∑
v∈V

1
dv+1

minimiziran z dv, ki so kolikor se le da blizu. Tako velja
za vsak H,

α(H) ≥
∑
v∈V

1

dv + 1
≥ m.

Za α(H) = m moramo imeti enakost zgoraj na obeh straneh. Iz druge enakosti
vidimo, da morajo biti dv kolikor se le da blizu. �e predpostavimo, da je X = |I|
kot v prej²njem izreku, lahko sklepamo, da je α(H) = E(X). Toda α(H) ≥ X za
vse vrednosti <, torej mora biti X konstanta. Recimo, da H ni unija klik. Potem
obstajajo x, y, z ∈ V z {x, y}, {x, z} ∈ E, {y, z} /∈ E. Naj bo < ureditev, ki se pri£ne
z x, y, z in <′ ista ureditev, ki pa se pri£ne z y, z, x in naj bosta I, I ′ pripadajo£i
mnoºici vozli²£, za katere velja, da so vsi njihovi sosedje ve£ji. Potem sta I, I ′

identi£ni, razen da x ∈ I, y, z /∈ I, medtem ko je x /∈ I ′, y, z ∈ I ′. Torej X ni
konstanta. Potem iz α(H) = E(X) sledi, da je H unija klik in je torej H ∼= Gn,e.

¤
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5.3 Erdösev izrek
V tem razdelku bomo dokazali enega izmed bolj presenetljivih rezultatov v teoriji
grafov.

Izrek 5.7 (Erdös, 1959) Za vsak par naravnih ²tevil g in k obstaja graf G z no-
tranjim obsegom g(G) > g in kromati£nim ²tevilom χ(G) > k.

Pri tem je notranji obseg dolºina najkraj²ega cikla v grafu. V dokazu bomo uporabili
²e naslednjo standardno oznako iz kombinatorike

(n)i :=

(
n

i

)
i! = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− i + 1) ,

za ²tevilo zaporedij i razli£nih elementov iz dane mnoºice z n elementi.

Dokaz. Naj bo β < 1/g in G vsebovan v razredu G(n, p), pri £emer je p = nβ−1.
Nadalje, naj bo X slu£ajna spremenljivka, ki dolo£a ²tevilo ciklov dolºine kve£jemu
g. Potem je matemati£no upanje te spremenljivke

E(X) =

g∑
i=3

(n)i

2i
pi ≤

g∑
i=3

niβ

2i
∈ o(n) ,

saj je βg < 1. Verjetnost, da je ²tevilo ciklov z dolºino kve£jemu g manj²e od n/2,
je zato

P(X ≥ n

2
) ∈ o(1) .

De�nirajmo γ = d3
p
ln ne. Verjetnost, da je najve£ja neodvisna mnoºica α(G) ve-

likosti vsaj γ je kve£jemu

P(α(G) ≥ γ) ≤
(

n

γ

)
(1− p)(

γ
2) <

(
ne−p(x−1)/2

)γ

= o(1) .

Naj bo n tako velik, da imata oba zgornja dogodka verjetnost manj²o od 1
2
. Potem

obstaja nek graf G z manj kot n/2 ciklov dolºine g in neodvisno mnoºico velikosti
manj kot 3n1−β ln n. Iz vsakega izmed ciklov dolºine kve£jemu g odstranimo eno
vozli²£e. Tako dobimo graf G′ z vsaj n/2 vozli²£i, ki ima notranji obseg ve£ji od g
in velikost neodvisne mnoºice α(G′) ≤ α(G). Torej je kromati£no ²tevilo

χ(G′) ≥ |G′|
α(G′)

≥ n/2

3n1−β ln n
=

nβ

6 ln n
.

Zagotoviti moramo le ²e, da je n dovolj velik, torej, da velja

k <
nβ

6 ln n
.

¤
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Poglavje 6

Metoda drugega momenta

Uporabnost matemati£nega upanja smo spoznali ºe nekajkrat. V tem poglavju se
ukvarjamo z dolo£anjem verjetnosti, da je vrednost slu£ajne spremenljivke dale£
od pri£akovane. �e imamo zgolj podatek o matemati£nem upanju spremenljivke,
nam najbolj²o vrednost poda Markova neenakost. Ko pa o porazdelitvi spremeljivke
vemo ve£, postanejo tudi orodja bolj natan£na. Eno izmed glavnih orodij je �ebi²eva
neenakost.

Matemati£no upanje imenujemo tudi prvi moment slu£ajne spremenljivke. De�ni-
ramo pa lahko tudi momente vi²jih redov. Moment reda k je E(Xk). Enostavno je
videti, da za diskretno slu£ajno spremenljivko X velja

E(Xk) =
∑
ω∈Ω

p(ω) ·X(ω)k .

Zanimiva je povezava med prvim in drugim momentom slu£ajne spremeljivke, vari-
anca, ki smo jo opisali ºe v uvodu.

�ebi²evo neenakost uporabljamo, kadar ºelimo oceniti verjetnost, da se bo slu£a-
jna spremenljivka odklonila od njenega matemati£nega upanja za vsaj dano ²tevilo
t. Ali druga£e, �ebi²eva neenakost ocenjuje kak²na je verjetnost, da se slu£ajna
spremenljivka dovolj razlikuje od matemati£nega upanja.

Lema 6.1 (�ebi²eva neenakost) �e ima slu£ajna spremenljivka X matemati£no
upanje E[X] in (kon£no) varianco Var(X), za vsak pozitiven t velja ocena

P(|X − E[X]| ≥ t) ≤ Var(X)

t2
.

Dokaz.
Var(X) = E[(X − E[X])2] ≥ t2P (|X − E[X]| ≥ t) .

¤
Ocena ni nujno natan£na. �e je t2 < Var(X), je celo prazna, saj je tedaj njena

desna stran ve£ja od 1. Najbolj²o oceno dobimo, £e je X enak µ z verjetnostjo p ali
enak µ± t z verjetnostjo 1−p

2
.
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6.1 Ocena srednjega binomskega koe�cienta
Med binomskimi koe�cienti

(
2m
k

)
, kjer je k = 0, 1, . . . , 2m, je

(
2m
m

)
najve£ji in se

pogosto uporablja v razli£nih formulah 1 Z metodo drugega momenta na preprost
na£in navzdol omejimo koe�cient

(
2m
m

)
.

Trditev 6.2 Za vsak m ≥ 1 velja
(

2m

m

)
≥ 22m

(4
√

m + 2)
.

Dokaz. Naj bo X slu£ajna spremenljivka, za katero velja X = X1 +X2 + · · ·+X2m,
kjer so spremenljivke Xi med seboj neodvisne in vsaka od njih doseºe vrednost 0 in
1 z verjetnostjo 1

2
. Torej je E(X) = m in Var(X) = m

2
. Za t =

√
m nam �ebi²eva

neenakost da oceno
P(|X −m| < √

m) ≥ 1

2
.

Verjetnost, da X doseºe vrednost m+k, kjer je |k| < √
m, je

(
2m

m+k

)
2−2m ≤ (

2m
m

)
2−2m,

saj je
(
2m
m

)
najve£ji binomski koe�cient. Torej imamo

1

2
≤

∑

|k|<√m

P(X = m + k) ≤ (2
√

m + 1)

(
2m

m

)
2−2m .

¤

6.2 Razli£ne vsote
Naj bo A = {x1, x2, . . . , xk} mnoºica pozitivnih celih ²tevil. Pravimo, da ima
mnoºica A razli£ne vsote, £e za vse vrste

∑
i∈S

xi, kjer je S ⊆ {1, 2, . . . , k}

velja, da so si razli£ne. Naj f(n) ozna£uje maksimalen k, za katerega obstaja mnoºica
{x1, x2, . . . , xk} ⊂ {1, 2, . . . , n} z razli£nimi vsotami. Najpreprostej²i primer tak²ne
mnoºice je {2i; i ≤ log2 n}. Ta primer implicira f(n) ≥ 1 + (log2 n).

Kako pa bi f(n) lahko omejili navzgor? Erdös je obljubil 300 $ tistemu, ki dokaºe
ali ovrºe trditev

f(n) ≤ log2 n + C,

kjer je C neka konstanta. Iz zgornjega vidimo, da, £e so vse 2f(n) vsote razli£ne in
manj kot nk, potem

f(n) < nk = nf(n)

1Catalanova ²tevila lahko enostavno izrazimo z binomskimi koe�cienti. Ta ²tevila tvorijo za-
poredje naravnih ²tevil, ki se pojavljajo v mnogih pra²tevilskih in rekurzivnih problemih v kombi-
natoriki.

36



in tako
f(n) < log2 n + log2(log2 n) + O(1).

Razmi²ljanje z metodo drugega momenta (torej s pomo£jo �ebi²eve neenakosti)
nam da laºjo, a vendar bolj natan£no re²itev problema. Naj bo {x1, x2, . . . , xk} ⊂
{1, 2, . . . , n} mnoºica z razli£nimi vsotami. Naj bodo ε1, ε2, . . . , εk neodvisne slu£a-
jne spremenljivke z verjetnostjo

P(εi = 1) = P(εi = 0) =
1

2

in naj bo X = ε1x1 + ε2x2 + . . . + εkxk (o X tudi lahko razmi²ljamo kot o slu£ajni
spremenljivki). Naj bo

µ = E(X) =
x1 + x2 + . . . + xk

2

in σ2 = Var[X]. Omejimo varianco

σ2 =
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

k

4
≤ n2k

4

in zato je

σ =
n
√

k

2
.

S �ebi²evo neenakostjo za vsak λ > 1 velja

P(|X − µ| ≥ λn
√

k

2
) ≤ λ−2.

Po drugi strani pa

1− 1

λ2
≤ P(|X − µ| < λn

√
k

2
).

Ampak X zavzame vrednost z verjetnostjo 0 ali 2−k, ker vsoto lahko dobimo na en
sam na£in. Tako

P(|X − µ| < λn
√

k

2
) ≤ 2−k(λn

√
k + 1)

in
n ≥ 2k(1− λ−2)− 1

λ
√

k
.

Medtem, ko da λ =
√

3 optimalen rezultat, nam da vsaka izbira λ ≥ 1 :

Izrek 6.3
f(n) ≤ log2 n +

1

2
log2(log2 n) + O(1)
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6.3 Pragovna funkcija
Vrnimo se sedaj k slu£ajnim grafom. Kak²na je verjetnost, da graf G ∈ G(n, p)
vsebuje cikel dolºine tri? Lastnost, da graf vsebuje tak cikel je monotona, kar
pomeni, da ima to lastnost tudi vsak graf H, ki G vsebuje kot podgraf. Za majhne
p graf G verjetno 3-cikla ne bo vseboval, medtem ko je za velike p pojav bolj verjeten.

Naj bo T ²tevilo 3-ciklov v grafu G. Za dano trojico vozli²£ je verjetnost, da
tvorijo 3-cikel p3. Zaradi linearnosti matemati£nega upanja, je pri£akovano ²tevilo
trikotnikov

E(T ) =

(
n

3

)
p3.

�e je p := p(n) ¿ 1
n
, potem se pri£akovana vrednost ²tevila 3-ciklov bliºa 0, ko

ve£amo n. Zato se tudi verjetnost, da nek graf G vsebuje trikotnike nagiba k 0, £e
je p(n) ¿ 1

n
pri velikih n. Po drugi strani pa, £e predpostavimo, da je p(n) À 1

n
,

matemati£no upanje ²tevila trikotnikov nara²£a v neskon£nost z nara²£anjem n, kar
pa ne pomeni, da graf G zagotovo vsebuje trikotnike. Lahko se zgodi, da nekaj
grafov vsebuje veliko trikotnikov in tako dvigne pri£akovano vrednost. To lahko
ponazorimo tudi z naslednjim ºivljenskim primerom.

Poºarno zavarovanje: Letna cena zavarovanja proti poºaru na gospodinjstvo
nara²£a. To odraºa rast ²kode, ki jo povzro£i ogenj v gospodinjstvu vsako leto.
Ampak ali to pomeni, da verjetnost, da bo ogenj povzro£il nesre£o, nara²£a? Ali
to celo pomeni, £e gledamo v limiti, da bo skoraj vsako gospodinjstvo gorelo vsako
leto? Teºko. Dvig pri£akovane cene ²kode je posledica nekaj poºarnih nesre£ vsako
leto, katerih cena se vi²a.

Na sre£o pa se na²i trikotniki ne obna²ajo tako nepredvidljivo kot poºarne nes-
re£e. Za ve£ino slu£ajnih grafov velja, da je ²tevilo trikotnikov, ki jih vsebujejo,
relativno blizu pri£akovane vrednosti. Pravzaprav nam ravno metoda drugega mo-
menta dokazuje, da £e je pri£akovana vrednost ²tevila trikotnikov dovolj velika,
potem slu£ajni graf skoraj zagotovo vsebuje nekaj trikotnikov.

Lema 6.4 Naj bodo X1, X2 . . . nenegativne slu£ajne spremenljivke za katere velja

lim
n→∞

Var(Xn)

E(Xn)2
= 0.

Potem
lim

n→∞
P(Xn > 0) = 1.

Dokaz. Naj bo t = E(Xn) in uporabimo �ebi²evo neenakost:

P(|Xn − E(Xn)| ≥ E(Xn)) ≤ Var(Xn)

(E(Xn))2
.

Ker za Xn = 0 velja |Xn − E(Xn)| = |E(Xn)|, dobimo

lim
n→∞

P(Xn = 0) ≤ lim
n→∞

Var(Xn)

E(Xn)2
= 0.
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¤
Ocenimo varianco ²tevila 3-ciklov v grafu G. �tevilo trikotnikov T zapi²emo

kot T =
∑

i Ti, kjer so T1, T2, . . . indikatorske spremenljivke za vseh
(

n
3

)
moºnih

trikotnikov v grafu G. Varianca vsote slu£ajnih spremenljivk je

Var(T ) =
∑

i

Var(Ti) +
∑

i 6=j

Cov(Ti, Tj).

Za vsak 3-cikel velja
Var(Ti) ≤ E(T 2

i ) = p3

in za vsak par 3-ciklov, ki ima skupno eno povezavo velja

Cov(Ti, Tj) ≤ E(TiTj) = p5,

torej sta Ti in Tj indikatorski spremenljivki dveh 3-ciklov na petih dolo£enih povezavah).
Indikatorske spremenljivke 3-ciklov, ki nimajo skupne povezave, so neodvisne,

zato je kovarianca takih parov enaka 0. Torej se²tevamo le kovarianco tistih parov
3-ciklov, ki imajo skupno povezavo. �tevilo le teh je 12

(
n
4

)
in tako dobimo

Var(T ) ≤
(

n

3

)
p3 + 12

(
n

4

)
p5 ≤ n3p3 + n4p5

Var(T )

E(T )2
≤ n3p3 + n4p5

(
(

n
3

)
p3)2

= O(
1

n3p3
+

1

n2p
),

kar limitira proti 0, £e je p(n) À 1
n
. Po lemi 6.4 pa iz tega sledi, da se verjetnost,

da graf G vsebuje 3-cikle, pribliºuje 1 z nara²£anjem n proti neskon£nosti.
Lastnost ali graf vsebuje trikotnik, lahko preverimo tudi s pomo£jo pragovne

funkcije. Ta pojem sta vpeljala Erdös in Rényi.

De�nicija 6.5 Funkcija r : N → R je pragovna funkcija za monotono lastnost P
grafa G ∈ G(n, p), £e za vsak p : N→ [0, 1] velja:

1. p(n) ¿ r(n) ⇒ limn→∞P(P velja za G) = 0,

2. r(n) ¿ p(n) ⇒ limn→∞P(P velja za G) = 1.

Pragovna funkcija lahko obstaja lahko pa tudi ne. Tudi £e obstaja, ni nujno, da
je enoli£no dolo£ena. Na primer za na²o lastnost, da G vsebuje 3-cikel, je pragovna
funkcija r(n) = 1/n. Vendar pa bi lahko namesto tega zapisa lahko uporabili tudi
r(n) = c/n (za vsak c > 0).

Lahko pa bi se ukvarjali tudi s pragovno funkcijo bolj splo²nih lastnosti, kot
je na primer pojav podgrafa v grafu G (vendar ne nujno induciranega, saj je ta
problem veliko bolj zapleten). Izkaºe se, da je na² ukrep primeren tudi za bolj
splo²ne lastnosti podgrafa, pod pogojem, da je ta uravnoteºen. Preden pa povemo
kaj je uravnoteºen graf, de�nirajmo ²e gostoto grafa.
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Naj bo H graf z v vozli²£i in e povezavami. Gostoto grafa H de�niramo kot

ρ(H) =
e

v
.

Grafu H re£emo, da je uravnoteºen, £e noben njegov podgraf nima ve£je gostote
kot graf H.

Izrek 6.6 Naj bo H uravnoteºen graf z gostoto ρ. Potem je r(n) = n
−1
ρ pragovna

funkcija za lastnost, da je H podgraf grafa G ∈ G(n, p).

Dokaz. Naj bo H graf z v vozli²£i in e povezavami. Potem je gostota ρ(H) = e
v
. Oz-

na£imo vozli²£a grafa H z a1, a2, . . . , av. Za vsako urejeno v-terico β = (b1, b2, . . . , bv)
razli£nih vozli²£ b1, b2, . . . , bv ∈ V (G), G ∈ G(n, p), naj Aβ ozna£uje dogodek, da G
vsebuje pravilno urejeno kopijo H na (b1, b2, . . . , bv). To je, dogodek Aβ se zgodi, £e
velja bibj ∈ E(G), vedno kadar velja aiaj ∈ E(H). Z drugimi besedami,dogodek Aβ

se zgodi vedno ko je predpis ai −→ bi homomor�zem na grafu.
Naj Xβ ozna£uje indikatorske spremenljivke nana²ujo£e se na Aβ in naj bo X =∑

β Xβ po vseh urejenih v- tericah β. Upo²tevati moramo, da so zaradi moºne
simetrije H, nekatere kopije H lahko ²tete ve£krat in tako X ni to£no ²tevilo kopij
H v grafu G. Kakorkoli, pogoj X = 0 je ekvivalenten odsotnosti grafa H v G in
X > 0 je ekvivalenten pojavu grafa H v grafu G.

Verjetnost Aβ je pe. Zaradi linearnosti matemati£nega upanja pa velja

E(X) =
∑

β

P(Aβ) = Θ(nvpe)

(upo²tevati je treba, da sta v in e konstanti, medtem ko je p funkcija od n).
�e je p(n) ¿ n

−v
e , potem je

lim
n→∞

E(X) = 0,

s £imer je prvi korak dokazan.
Sedaj pa predpostavimo, da je p(n) À n

−v
e in uporabimo lemo 1.7

Var(X) =
∑

β

Var(Xβ) +
∑

β 6=γ

Cov(Xβ, Xγ).

Ker je Var(Xβ) = Cov(XβXβ), lahko pi²emo tudi

Var(X) =
∑

β,γ

Cov(XβXγ) .

Kovarianca je neni£elna le za pare kopij, ki si delijo nekaj povezav. Naj si β in
γ delita t ≥ 2 vozli²£. Potem imata dve kopiji H najve£ tρ skupnih povezav (saj je
H uravnoteºen), njuna unija pa vsebuje vsaj 2e− tρ povezav. Tako je

Cov(XβXγ) ≤ E(XβXγ) ≤ p2e−tρ.
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�tevilo parov β in γ, ki si delijo t vozli²£ je reda O(n2v−t), saj lahko izberemo
mnoºico vozli²£ mo£i 2v − tρ na

(
n

2v−t

)
na£inov. Za �ksen t dobimo

∑

|β∩γ|=t

Cov(Xβ, Xγ) = O(n2v−tp2e−tρ) = O((nvpe)2−t/v)

Var(X) = O(
v∑

t=2

(nvpe)2−t/v)

in
lim

n→∞
Var(X)

E(X)2
= lim

n→∞
O(

v∑
t=2

(nvpe)−t/v) = 0,

£e je limn→∞ nvpe = ∞. S tem pa je izrek dokazan, saj po lemi 6.4 velja

lim
n→∞

P [X > 0] = 1

in tako se skoraj vedno pojavi kopija H v grafu G.

¤
Vpra²anje pojava splo²nih podgrafov H v grafu sta re²ila Erdös in Rényi. Pragovna

funkcija za graf H je dolo£ena s podgrafom H̄ ⊂ H, ki ima maksimalno gostoto.
Velja naslednji izrek.

Izrek 6.7 Naj bo H graf in H̄ ⊂ H z maksimalno gostoto ρ. Potem je

r(n) = n
−1

ρ(H̄)

pragovna funkcija za lastnost, da je H podgraf grafa G ∈ G(n, p).

6.4 Kli£no ²tevilo
Maksimalna klika je klika, ki ni vsebovana v nobeni drugi kliki. Kli£no ²tevilo ω(G)
je velikost najve£je klike v grafu G.

Obravnavali bomo kli£no ²tevilo v slu£ajnem grafu G ∈ G(n, 1/2). Najprej za
�ksno ²tevilo k pre²tejmo ²tevilo klik velikosti k. Za vsako mnoºico S, ki vsebuje
k to£k, naj XS ozna£i indikatorsko spremenljivko dogodka, da je S klika. Potem je
X =

∑
|S|=k XS ²tevilo k-klik v grafu. Pri£akovano ²tevilo k-klik v grafu je

E(X) =
∑

|S|=k

E(XS) =

(
n

k

)
2−(k

2).

Ta funkcija pade pod 1 pribliºno pri k = 2 log2 n, ki je tipi£na velikost najve£je
klike v G. Velja
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Lema 6.8
lim

n→∞
P(ω(G(n, 1/2)) > 2 log2 n) = 0.

Dokaz. Postavimo k(n) = d2 log2 ne in izra£unajmo povpre£no ²tevilo klik te ve-
likosti

E(X) =

(
n

k

)
2−(k

2) =
n!

k!(n− k)!
2−k(k−1)/2 ≤ (2k/2)k

k!
2−k(k−1)/2 =

2k/2

k!
,

saj je
n!

(n− k)!
≤ nk = (2(log2 n))k ≤ (2

d2 log2 ne
2 )k = (2k/2)k.

2k/2

k!
pa gre proti 0, ko gre n →∞. Zato je

lim
n→∞

P(ω(G(n, 1/2)) > 2 log2 n) = 0.

¤
Teºje je pojasniti, da bo vedno obstajala klika velikosti blizu praga 2 log2 n, kar

bomo dokazali. �e prej pa ponovimo lemo, ki jo bomo potrebovali v dokazu. Dokaz
leme izpustimo.

Lema 6.9 Imamo zaporedje X1, X2, . . . nenegativnih slu£ajnih spremenljivk, tako
da velja

lim
n→∞

D(Xn)

(E(Xn))2
= 0.

Potem velja
lim

n→∞
P(Xn > 0) = 1.

Izrek 6.10 Naj bo k(n) taka funkcija, da bo

lim
n→∞

(
n

k(n)

)
2−(k(n)

2 ) = ∞.

Potem velja
lim

n→∞
P(ω(G ∈ G(n, 1/2)) ≥ k(n)) = 1.

Dokaz. Pi²imo E(n, k) =
(

n
k

)
2−(k

2). Najprej opazimo, da lahko predpostavimo, da
je n dovolj velik in da je dovolj gledati le tiste k, za katere velja

3

2
log2 n ≤ k < 2 log2 n,

kjer lahko 3
2
zamenjamo s katerokoli konstanto, manj²o od 2. Pokazali smo ºe, da

E(n, 2 log2 n) → 0, ko n →∞. Pokazati moramo ²e E(n, 3
2
log2 n) →∞, ko n →∞.

Najprej ocenimo log2 E(n, k):

log2 E(n, k) ≥ log2[(
n

k
)k2−k2/2] = k log2 n− k log2 k − k2

2
.
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Zdaj namesto k vstavimo 3
2
log2 n in dobimo

log2 E(n,
3

2
log2 n) ≥ 3

2
log2

2 n− o(log2
2 n)− 9

8
log2

2 n

=
3

8
log2

2 n− o(log2
2 n) →∞,

ko n →∞. Torej res velja E(n, 3
2
log2 n) →∞, ko n →∞.

Naj X =
∑

|S|=k(n) XS ozna£i ²tevilo klik velikosti k(n) v G(n, 1/2). Po pred-
postavki izreka velja limn→∞E[X] = ∞. Ker ºelimo uporabiti lemo, moramo izra£u-
nati disperzijo X:

D(X) =
∑

|S|=|T |=k

Cov(XS, XT )

(zajeli smo vse mnoºice velikosti k, tudi kadar je S = T , saj je D(X) = Cov(X, X)).
Vemo, da je Cov(XS, XT ) enaka 0, £e sta XS in XT neodvisni slu£ajni spremenljivki.
Spremenljivki XS in XT pa sta neodvisni, kadar imata S in T kve£jemu eno skupno
to£ko (zato pripadajo£e klike nimajo skupnih povezav). Torej nas zanimajo le tisti
pari (S, T ), za katere velja |S ∩ T | ≥ 2.

D(X) lahko zapi²emo kot

D(X) =
k∑

t=2

C(t),

kjer je
C(t) =

∑

|S∩T |=t

Cov(XS, XT ).

Za �ksen t = |S ∩ T | imajo klike na S in T skupaj 2
(

k
2

)− (
t
2

)
povezav, torej velja

Cov(XS, XT ) ≤ E(XSXT ) = 2(t
2)−2(k

2).

Ker lahko par podmnoºic (S, T ) z |S| = |T | = k in |S ∩ T | = t izberemo na(
n
k

)(
k
t

)(
n−k
k−t

)
na£inov, je

C(t) ≤
(

n

k

)(
k

t

)(
n− k

k − t

)
2(t

2)−2(k
2).

Pokazati moramo, da velja

D(X)

(E(X))2
=

k∑
t=2

C(t)

E(X)2
→ 0,

saj lahko nato uporabimo lemo. Vsoto razbijemo glede na t na dva dela. Zaradi
laºjega ra£unanja predpostavimo, da je k = k(n) sodo.

V prvem delu, kjer je 2 ≤ t ≤ k
2
, pokaºimo, da gre vsota proti 0. Pri ocen-

jevanju bomo potrebovali, da je k < 2 log2 n. Ker imamo produkt ve£ binomskih

43



koe�cientov, jih raz²irimo, saj se bo kaj pokraj²alo ali lahko kaj ustrezno zdruºimo.
Ocenimo

C(t)

E(X)2
≤

(
n
k

)(
k
t

)(
n−k
k−t

)

(
(

n
k

)
)22−2(k

2)
2(t

2)−2(k
2) ≤

(
k
t

)(
n−k
k−t

)
(

n
k

) 2(t
2)

≤ kt

t!
· (n−k)(n−k−1)···(n−2k+t+1)

(k−t)!
· k!

n(n−1)···(n−k+1)
· 2(t

2)

≤ k2t 1

n(n− 1) · · · (n− k + 1) · t! · 2
t2/2 ≤ k2tn−t2t2/2

≤ k2t(2−k/2)t2t2/2 = (k22−k/22t/2)t ≤ (k22−k/4)t,

saj je t ≤ k
2
. Lahko zapi²emo

k/2∑
t=2

C(t)

E(X)2
≤

k/2∑
t=2

qt,

kjer je q = k22−k/4 = o(1) in tako gre vsota na levi proti 0.
V drugem delu, kjer velja k

2
< t ≤ k, pokaºimo, da je

∑k
t=k/2+1 C(t)\E(X)) =

o(1) za k ≥ 3
2
log2 n. Ker je E(X) →∞, bo veljalo tudi

∑k
t=k/2+1 C(t)\(E(X))2 → 0.

V tem delu je laºje oceniti binomske koe�ciente. Pri ocenjevanju uporabimo formulo(
n
k

) ≤ nk in dobimo

C(t)

E(X)
≤

(
k

t

)(
n− k

k − t

)
2(t

2)−(k
2) ≤

(
k

k − t

)(
n

k − t

)
2(t

2)−(k
2)

≤ kk−tnk−t2(t2−k2−t+k)/2

= (kn)k−t2−(k−t)(k+t−1)/2 = (kn2−(k+t−1)/2)k−t

≤ (2log2 k+(2/3)k−(k+t−1)/2)k−t

≤ (2log2 k+(2/3)k−(3/4)k)k−t,

saj je t > k
2
. Ker je 2log2 k+(2/3)k−(3/4)k = o(1), po ocenjevanju z geometrijskimi

vrstami sledi, da velja
∑k

t=k/2+1 C(t)/E(X)2 → 0, kot smo trdili. Dokazali smo
torej, da je limn→∞ D(X)/(E(X))2 = 0. Po lemi sledi limn→∞P(X > 0) = 1. Torej
je limn→∞P(ω(G(n, 1/2)) ≥ k(n)) = 1.

¤

Opomba 6.11 �e izberemo k(n) = (2 − ε) log2 n, pogoji izreka veljajo za vsak
ε > 0. To pomeni, da ²tevilo klik ω(G(n, 1/2)) vedno leºi med (2 − ε) log2 n in
2 log2 n. Koncentracija ²tevila klik je celo mo£nej²a. Leta 1976 so Bollobás, Erdös
in Matula dokazali, da obstaja taka funkcija k(n), da velja

lim
n→∞

P(k(n) ≤ ω(G(n, 1/2)) ≤ k(n) + 1) = 1.
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Poglavje 7

Lovaszeva lokalna lema

Obi£ajno je cilj verjetnostne metode pokazati, da se s pozitivno verjetnostjo ne
zgodi ni£ "slabega". Ponavadi imamo neke slabe dogodke A1, A2 . . . , An, ki se jim
posku²amo izogniti, recimo enobarvne povezave pri barvanju (hiper)grafa. Vemo,
da je P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ≤ ∑

P(Ai). �e je vsota
∑

P(Ai) strogo manj²a od 1,
potem je o£itno, da se s pozitivno verjetnostjo nobeden od teh dogodkov ne zgodi.
Sicer pa v praksi v veliki ve£ini primerov ta pristop ni uporaben, ker je lahko vsota∑

P(Ai) veliko ve£ja kot P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An).
Poseben primer, pri katerem smo bolj uspe²ni je, kadar so dogodki A1, . . . , An

neodvisni in netrivialni. Tedaj velja, da je
P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = 1−P(Ā1 ∩ Ā2 ∩ · · · ∩ Ān)

= 1−P(Ā1)P(Ā2) ∩ · · · ∩P(Ān)

> 0.

Zadnja neenakost sledi iz tega, da so vsi Ai netrivialni.
Pri£akovati je, da nekaj podobnega velja tudi, £e so dogodki le "skoraj neod-

visni". V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji dve de�niciji. Dogodek A je
neodvisen od dogodkov B1, . . . , Bk, £e za vsako podmnoºico J ⊆ {1, 2, . . . , k} velja:

P(A ∩
⋂
j∈J

Bj) = P(A)P(
⋂
j∈J

Bj).

Naj bodo A1, . . . , An dogodki v verjetnostnem prostoru. Usmerjeni graf G z vozli²£i
{1, . . . , n} imenujemo odvisnostni graf, £e je dogodek Ai neodvisen od vseh dogodkov
Aj, za katere (i, j) 6∈ E(G). Pri tem velja opozoriti, da odvisnostni graf ni enoli£no
dolo£en.

Oglejmo si najprej splo²no (asimetri£no) obliko Lovaszove lokalne leme:

Izrek 7.1 (Asimetri£na Lovaszova lokalna lema) Naj bodo A1, . . . , An dogodki
ter D = (V, E) odvisnostni graf teh dogodkov. Za vsa ²tevila i ∈ {1, . . . , n} naj bodo
xi ∈ [0, 1) realna ²tevila, za katera velja:

P(Ai) ≤ xi

∏

(i,j)∈E

(1− xj).
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Potem velja

P(Ā1 ∩ Ā2 ∩ · · · ∩ Ān) ≥
n∏

i=1

(1− xi) > 0.

Dokaz. Komplementarni dogodki Āi se sicer zgodijo s pozitivno verjetnostjo, ven-
dar ºelimo, da se s pozitivno verjetnostjo zgodijo so£asno. To ne bo mogo£e, £e kom-
binacija dogodkov Āj zahteva, da se zgodi nek dogodek Ai (i 6= j). Zato moramo
omejiti verjetnost dogodka Ai pri pogoju, da se ostali dogodki niso zgodili. Najprej
za poljubno podmnoºico S ⊂ {1, 2, . . . , n} in i /∈ S pokaºemo, da je

P(Ai| ∩j∈S Āj) ≤ xi.

To pokaºemo z indukcijo po velikosti mnoºice S. Za S = ∅ trditev drºi po privzetku
izreka:

P(Ai) ≤ xi

∏

(i,j)∈E

(1− xj) ≤ xi.

Privzemimo, da zgornja trditev velja za poljubno mnoºico S ′, |S ′| < |S|, torej velja
za mnoºici S1 = {j ∈ S : (i, j) ∈ E} in S2 = S \ S1. Privzamemo lahko, da S1 6= ∅,
sicer trditev trivialno sledi, saj je Ai neodvisna od ∩j∈SĀj. Velja

P
(
Ai

∣∣ ⋂
j∈S

Āj

)
=

P
(
Ai ∩

⋂
j∈S1

Āj

∣∣⋂
l∈S2

Āl

)

P
( ⋂

j∈S1
Āj

∣∣⋂
l∈S2

Āl

) .

Ker je Ai neodvisen od dogodkov {Al : l ∈ S2}, lahko omejimo:

P
(
Ai ∩

⋂
j∈S1

Āj

∣∣ ⋂

l∈S2

Āl

) ≤ P
(
Ai

∣∣ ⋂

l∈S2

Āl

)
= P(Ai) ≤ xi

∏

(i,j)∈E

(1− xj).

Naj bo S1 = {j1, j2, . . . , jr}. Potem po indukcijski predpostavki lahko omejimo tudi:

P
(
Āj1 ∩ · · · ∩ Ājr

∣∣ ⋂

l∈S2

Āl

)
= P

(
Āj1

∣∣ ⋂

l∈S2

Āl

)
P

(
Āj2

∣∣Āj1 ∩
⋂

l∈S2

Āl

)

· · ·P(
Ājr

∣∣Āj1 ∩ · · · ∩ ¯Ajr−1 ∩
⋂

l∈S2

Āl

)

≥ (1− xj1)(1− xj2) · · · (1− xjr)

≥
∏

(i,j)∈E

(1− xj).

Torej je P
(
Ai

∣∣ ⋂
j∈S Āj

) ≤ xi in zato:

P
( n⋂

i=1

Āi

)
= P(Ā1)P(Ā2|Ā1) · · ·P(Ān|Ā1 ∩ · · · ∩ ¯An−1) ≥

n∏

(i=1

(1− xi).

¤
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7.1 Variante lokalne leme
Izrek 7.2 (Simetri£na Lovaszova lokalna lema) Naj bodo A1, A2, . . . , An dogodki,
za katere je P(Ai) ≤ p. Naj za vsak i = 1, 2, . . . , n velja, da je Ai neodvisen od Aj za
vsak j 6= i, razen za najve£ d dogodkov Aj (torej najve£ d dogodkov Aj je odvisnih od
dogodka Ai, (j 6= i)). �e je ep(d + 1) ≤ 1 (kjer je e osnova naravnega logaritma),
potem je

P
( n⋂

i=1

Āi

)
> 0.

Dokaz. �e je d = 0, so dogodki med seboj neodvisni in zato velja P
( ⋂n

i=1 Āi

)
=

P(Ā1)P(Ā2) · · ·P(Ān) > 0.
Naj bo xi = 1

d+1
< 1. V odvisnostnem grafu je izhodna stopnja vsakega vozli²£a

najve£ d, zato velja:

xi

∏

(i,j)∈E

(1− xj) ≥ 1

d + 1
(1− 1

d + 1
)d ≥ 1

e(d + 1)
≥ p.

Po asimetri£ni lovaszovi lokalni lemi velja P
( ⋂n

i=1 Āi

) ≥ ∏n
i=1(1− xi) > 0.

¤

Izrek 7.3 Naj bo E = {A1, A2, . . . , An} mnoºica dogodkov tako, da je vsak Ai vza-
jemno neodvisen od dogodkov E \ (Di ∪ Ai), kjer je Di ⊆ E. �e obstajajo naravna
²tevila t1, . . . , tn ≥ 1 in realno ²tevilo 0 ≤ p < 1

8
tako, da za vsak i ∈ {1, . . . , n} velja

P(Ai) ≤ pti in
∑

Aj∈Di

(2p)tj ≤ ti
4
,

potem se nobeden od dogodkov iz E s pozitivno verjetnostjo ne zgodi.
Dokaz. Naj bo E = {A1, A2, . . . , An} taka mnoºica dogodkov, da je vsak dogodek
Ai vzajemno neodvisen od dogodkov E \ (Di ∪ Ai), kjer je Di ⊆ E . �e obstajajo
taka realna ²tevila x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 1), da za vsak 1 ≤ i ≤ n velja

P(Ai) ≤ xi

∏
Aj∈Dj

(1− xj),

potem je

P(Ā1 ∩ Ā2 ∩ . . . ∩ Ān) ≥
n∏

i=1

(1− xi) > 0.

Izberemo xi = (2p)ti , za katera velja 0 ≤ xi ≤
(

1
4

)ti < 1
2
. Od tod sledi

1− xi ≥ e−2xi . Izpeljimo oceno za P(Ai):

xi

∏
Aj∈Dj

(1− xj) ≥ xi

∏
Aj∈Dj

e−2xj ≥ xie
−2

∑
Aj∈Dj

xj

≥ (2p)tie
−2

∑
Aj∈Dj

(2p)tj ≥ (2p)tie−2
ti
4 = 2tiptie−

ti
2 .
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Po predpostavki naloge je pti ≥ P(Ai) ter 2tie−
ti
2 = (2e−

1
2 )ti .

= 1.2ti . Zato je

xi

∏
Aj∈Dj

(1− xj) ≥ 2tie−
ti
2 pti ≥ P(Ai).

Po splo²ni asimetri£ni Lovaszevi lokalni lemi sledi

P(Ā1 ∩ Ā2 ∩ . . . ∩ Ān) ≥
n∏

i=1

(1− xi) > 0.

Nobeden od dogodkov iz E se s pozitivno verjetnostjo ne zgodi.

¤
Oglejmo si nekoliko druga£no obliko asimetri£ne Lovaszove lokalne leme:

Izrek 7.4 Naj bodo E = {A1, A2, . . . , An} tak²ni dogodki, da je vsak Ai vzajemno
neodvisen od E \ (Di ∪ Ai), kjer je Di ⊆ E . �e za vsak 1 ≤ i ≤ n velja

• P(Ai) ≤ 1
8
in

• ∑
Aj∈Di

P(Aj) ≤ 1
4
,

potem se s pozitivno verjetnostjo nobeden od dogodkov Ai ne zgodi.

Dokaz. Vzamemo xi = 2P(Ai) in zaradi predpostavke P(Ai) ≤ 1
8
velja xi ≤ 1

4
. Od

tod sledi (1− xi) ≥ e−2xi , xi ∈ [0, 1
4
]. Izpeljemo:

xi

∏
Aj∈Di

(1− xj) ≥ xi

∏
Aj∈Di

e−2xj ≥ 2P(Ai)e
−2

∑
Aj∈Di

2P(Aj)

≥ 2P(Ai)e
−0.5 ≥ P(Ai),

saj velja 2 e−0.5 .
= 1.2. Po asimetri£ni Lovaszevi lokalni lemi se s pozitivno verjet-

nostjo nobeden od dogodkov Ai ne zgodi.

¤

7.2 Barvanje hipergrafov
Pokazali smo ºe, da so k-uniformni hipergra� z manj kot 2k−1 povezavami 2-obarvljivi.
Sedaj pa bomo s pomo£jo simetri£ne Lovasz-eve lokalne leme dokazali podobni rezul-
tat, ki velja za hipergrafe s poljubnim ²tevilom povezav, ki pa ne smejo biti preve£
inciden£ne.

Izrek 7.5 Naj bo H hipergraf, v katerem ima vsaka povezava vsaj k to£k in je inci-
den£na z najve£ d drugimi povezavami. �e je e(d+1) ≤ 2k−1, potem je H 2-obarvljiv.
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Dokaz. To£ke grafa H pobarvajmo (slu£ajno) z rde£o ali modro barvo, z verjetnos-
tjo 1/2. Za vsako povezavo f naj Af ozna£uje dogodek, da je f enobarvna. Ker ima
vsaka povezava vsaj k to£k, je verjetnost dogodka Af najve£ 2

2k = 21−k. O£itno je
dogodek Af neodvisen od Ag, razen tistih, kjer se f in g sekata (teh je najve£ d).

Poglejmo, koliko je e P(Af ) (d + 1). Po predpostavki je e(d + 1) ≤ 2k−1, zato je
P(Af ) e (d + 1) ≤ 21−k 2k−1 = 1. Torej lahko uporabimo Lovaszovo lokalno lemo, ki
v tem primeru pravi: verjetnost, da nobena povezava ni enobarvna je ve£ja od 0.

¤

7.3 Izpolnjivost SAT problema
Izrek 7.6 Naj bo F primerek k-SAT problema tak, da se vsaka spremenljivka pojavi
v najve£ 2k−2

k
stavkov. Potem je F izpolnjiv.

Dokaz. Naj bodo x1, x2, . . . , xn spremenljivke, za katere velja xi ∈ {T, F}, i =
1, 2, . . . , n, vsaka vrednost pa je izbrana z verjetnostjo p = 1

2
. Naj bo Ai dogodek,

da je i-ti stavek nepravilen (ima vrednost F ), i = 1, 2, . . . , m (m stavkov). Verjetnost
dogodka Ai je enaka verjetnosti, da imajo vse spremenljivke oziroma njihove negacije
v i-tem stavku vrednost F . Torej velja P(Ai) = 2−k = p.

Izra£unajmo ²e najve£jo izhodno stopnjo odvisnostnega grafa. V i-tem stavku
se pojavi k spremenljivk, vsaka od njih pa se pojavi v najve£ 2k−2

k
stavkih. Torej je

od tega stavka (in posledi£no dogodka Ai) odvisnih najve£ k 2k−2

k
= 2k−2 preostalih

stavkov (dogodkov). Tako velja d ≤ 2k−2.
Sedaj izra£unamo 4pd ≤ 4 2−k 2k−2 = 1 in po simetri£ni Lovaszevi lokalni lemi

velja P(Ā1 ∩ Ā2 ∩ . . .∩ Ām) > 0, kar pomeni, da je verjetnost, da je k-SAT problem
re²ljiv, pozitivna.

¤

7.4 Seznamsko barvanje vozli²£
Izrek 7.7 Naj bo G tak graf, da ima vsaka to£ka seznam dopustnih barv velikosti
l > 0. Za vsako to£ko v in vsako barvo c velja, da je c vsebovana v najve£ l/8
seznamov od sosedov to£ke v. Potem obstaja pravilno barvanje tako, da vsaka to£ka
dobi barvo iz svojega seznama.

Dokaz. Graf pobarvajmo slu£ajno, tako da vsako to£ko v pobarvamo s poljubno
barvo iz njenega seznama barv Lv. Pri tem je vsaka izmed barv seznama izbrana z
enako verjetnostjo 1

l
. Za vsako povezavo e = (u, v) ∈ E(G) in barvo c ∈ Lu ∩ Lv

de�nirajmo dogodek Ac,e, da sta obe kraji²£i povezave obarvani z barvo c.
Najprej izra£unajmo verjetnost dogodka Ac,e: P(Ac,e) = 1

l2
= p, saj barve izbi-

ramo enakomerno iz obeh seznamov kraji²£ povezave e. Opazimo, da je dogodek
Ac,e odvisen le od barv s seznamov Lu in Lv. Tako so od Ac,e odvisni dogodki:

49



• Eu = {Ad,f ; d ∈ Lu, u je kraji²£e povezave f},
• Ev = {Ad,f ; d ∈ Lv, v je kraji²£e povezave f}.
Seznam Lu ima l barv, to£ka u pa ima najve£ l

8
sosedov, ki so lahko pobarvani

z barvo c (imajo jo v svojem seznamu). Zato velja |Eu| ≤ l l
8

= l2

8
. Enako velja za

|Ev| ≤ l2

8
. Od dogodka Ac,e je torej odvisnih najve£ l2

8
+ l2

8
= l2

4
dogodkov in velja

d ≤ l2

4
.

Velja 4dp ≤ 4 l2

4
1
l2

= 1 in po simetri£ni Lovaszevi lemi velja

P
( ⋂

Āc,e; e = (u, v) ∈ E(G), c ∈ Lu ∩ Lv

)
> 0.

Torej s pozitivno verjetnostjo obstaja pravilno barvanje, kjer vsaka to£ka dobi barvo
iz svojega seznama.

¤

7.5 Usmerjeni cikli
Izrek 7.8 Naj bo D = (V,E) usmerjen graf z minimalno izhodno stopnjo δ in
maksimalno vhodno stopnjo ∆. Potem za vsak k ∈ N , za katerega velja

k ≤ δ

1 + ln(1 + δ∆)
,

D vsebuje usmerjen cikel, dolºine deljive s k.

Dokaz. Oglejmo si podgraf digrafa D, v katerem je izhodna stopnja vsake to£ke
natanko δ. Naj bo f : V −→ {0, 1, . . . , k−1} naklju£no barvanje, ki ga dobimo tako,
da za vsak v ∈ V izberemo f(v) neodvisno (in vse z enako verjetnostjo). Z N+(v)
ozna£imo mnoºico to£k {w : (v, w) ∈ E} in z Av dogodek, da nobena to£ka v N+(v)
ni pobarvana z f(v) + 1 (mod k).

Verjetnost dogodka Av je p = (k−1
k

)δ = (1− 1
k
)δ. Trdimo, da je vsak Av neodvisen

od vseh Aw, za katere je

N+(v) ∩ (N+(w) ∪ {w}) = ∅. (7.1)

To pomeni, da w ni naslednik od v ter w in v nimata skupnega naslednika.
Toda v je lahko naslednik od w. V tem primeru neodvisnost ni tako o£itna kot

sicer, toda vseeno drºi: celo, £e so barve vseh to£k razen N+(v) ºe �ksne (natanko
dolo£ene), bo verjetnost dogodka Av ²e vedno enaka (1− 1

k
)δ.

Naj d ozna£uje ²tevilo to£k w, ki ne zado²£a (7.1). Potem je

d ≤ δ + δ(∆− 1) = δ ∆.
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Zato je ep(d + 1) ≤ e(1 − 1
k
)δ(δ ∆ + 1) ≤ e1−δ/k(δ ∆ + 1). Ko uporabimo za£etno

predpostavko, dobimo

e1−δ/k(δ ∆ + 1) ≤ 1

1 + δ ∆
(1 + δ ∆) = 1.

Torej je ep(d+1) ≤ 1. Potem po Lovaszovi lokalni lemi sledi, da je P
[∩i∈V Āi

]
> 0. To

pomeni, da obstaja barvanje pri katerem za vsako to£ko v ∈ V obstaja w ∈ N+(v),
tako da je f(w) = f(v) + 1 (mod k).

�e si sedaj izberemo poljubno to£ko v0 ∈ V, potem lahko generiramo zaporedje
v0, v1, v2, . . . , tako da vivi+1 ∈ E in f(vi+1) = f(v) + 1 (mod k), dokler ne najdemo
usmerjenega cikla v D. Glede na to, kako smo skonstruirali barvanje, mora biti
dolºina cikla deljiva s k.

¤

7.6 Redka barvanja
Izrek 7.9 Barvanje je α-redko, £e za vsako barvo c in vsako to£ko v je najve£ α
sosedov to£ke v obarvanih z barvo c. Dokaºi, da ima graf z maksimalno stopnjo
∆ ≥ αα α-redko barvanje z najve£ 16∆1+ 1

α barvami.

Dokaz. Pobarvajmo graf G tako, da vsaki to£ki slu£ajno izberemo barvo s seznama
{1, 2, . . . , c}. Vse barve so izbrane z verjetnostjo p = 1

c
. Naj bo c = 16∆1+ 1

α . Sedaj
de�niramo dve vrsti dogodkov:

• Za vsako povezavo (u, v) naj bo Au,v dogodek, da sta to£ki u in v enako
obarvani.

• Za vsako mnoºico to£k {u1, u2, . . . , uα+1}, ki so sosednje to£ki v, naj bo B{u1,...,uα+1}
dogodek, da so to£ke u1, u2, . . . , uα+1 enake barve.

�e se nobeden od teh dogodkov ne zgodi, smo na²li α-redko barvanje grafa G.
Najprej izra£unajmo verjetnosti dogodkov Au,v in B{u1,...,uα+1}:

P(Au,v) ≤ c
1

c

1

c
=

1

c
≤ 1

8
,

P(B{u1,...,uα+1}) ≤ c

(
1

c

)α+1

=
1

cα
≤ 1

8
.

Izberimo poljuben dogodek in si oglejmo, koliko dogodkov je odvisnih od njega.
V nadaljevanju dokaºemo, da je od njega odvisnih najve£ (α + 1)∆ dogodkov tipa
Au,v in najve£ (α+1)∆

(
∆
α

)
dogodkov tipa B{u1,...,uα+1}. Naj bo izbrani dogodek tipa

B{u1,...,uα+1} za to£ko v (v tem primeru dobimo ve£ odvisnih dogodkov). Od njega
so odvisni dogodki

{Aui,w; i = 1, 2, . . . , α + 1, w sosed ui}.
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Teh je torej (α + 1)∆, saj ima vsaka izmed to£k ui, ki jih je (α + 1), najve£ ∆
sosedov. Ozna£imo d(Au,v) = (α + 1)∆.

Od dogodka B{u1,...,uα+1} so odvisni tudi dogodki

{B{ui,w1,...,wα}; i = 1, 2, . . . , α + 1; w sosed ui, wj sosed w 6= ui, j = 1, 2, . . . , α}.

Teh dogodkov pa je (α + 1)∆
(
∆
α

)
. To£k ui je (α + 1), vsaka pa ima najve£ ∆

sosedov w. Izmed sosedov to£ke w izberemo α to£k wj na
(
∆
α

)
na£inov. Ozna£imo

d(B{u1,...,uα+1}) = (α + 1)∆
(
∆
α

)
.

Sedaj izra£unajmo:
∑

Ai∈Di

P(Ai) =
∑

Au,v∈Di

P(Au,v) +
∑

B{ui,w1,...,wα}∈Di

P(B{ui,w1,...,wα})

= (α + 1)∆
1

c
+ (α + 1)∆

(
∆

α

)
1

cα

≤ (α + 1)∆

c
+

(α + 1)∆α+1

α! cα
=

(α + 1)∆

16∆1+ 1
α

+
(α + 1)∆α+1

α! (16∆1+ 1
α )α

=
(α + 1)

16∆
1
α

+
(α + 1)

α! 16α
≤ (α + 1)

16(αα)
1
α

+
(α + 1)

α! 16α

=
(α + 1)

16α
+

(α + 1)

α! 16α
.

Dokazati je potrebno, da za izraz velja neenakost
∑

Ai∈Di
P(Ai) ≤ 1

4
. Oglejmo

si robni vrednosti:

• α = 1:
(α + 1)

16α
+

(α + 1)

α! 16α
=

2

16
+

2

16
=

1

4
.

• α →∞:
(α + 1)

16α
→ 1

16
,

(α + 1)

α! 16α
→ 0,

(α + 1)

16α
+

(α + 1)

α! 16α
→ 1

16
<

1

4
.

Po asimetri£ni Lovaszevi lokalni lemi, ki smo jo dokazali na za£etku, se s pozitivno
verjetnostjo nobeden od odvisnih dogodkov ne zgodi.

¤

52



Poglavje 8

Koncentracija slu£ajnih spremenljivk

V tem poglavju predstavimo tri neenakosti, ki nam pomagajo dolo£iti vrednosti,
okoli katerih se slu£ajne spremenljivke koncentrirajo.

8.1 �ernova neenakost
Izrek 8.1 (�ernov) Naj bodo X1, . . . , Xn neodvisne slu£ajne spremenljivke, ki za-
vzamejo vrednosti −1 ali 1, obe z verjetnostjo 1

2
. Naj bo X = X1 + · · ·+ Xn. Potem

za vsak realen t ≥ 0 velja

P(X ≥ t) < e−t2/2σ2 in P(X ≤ −t) < e−t2/2σ2

,

kjer je σ =
√

Var(X) =
√

n.

Dokaz. Dokaºimo le prvo neenakost, druga bo namre£ sledila iz simetrije. De�ni-
rajmo novo slu£ajno spremenljivko Y = euX , kjer je u > 0 realni parameter (za zdaj
²e nedolo£en). Potem velja P [X ≥ t] = P [Y ≥ eut]. Po Markovi neenakosti velja
P [Y ≥ q] ≤ E[Y ]

q
. Ra£unajmo

E[Y ] = E[eu
∑n

i=1 Xi ] = E[
n∏

i=1

euXi ] =
n∏

i=1

E[euXi ]

(zaradi neodvisnosti Xi)
=

(
eu + e−u

2

)n

≤ enu2/2.

Zadnja ocena sledi iz neenakosti ex+e−x

2
= cosh x ≤ ex2/2, ki velja za vsa realna ²tevila

x (obe strani razvijemo v Taylorjevo vrsto in primerjamo koe�ciente). Potem je

P [Y ≥ eut] ≤ E[Y ]

eut
≤ enu2/2−ut.

Zadnji izraz je minimiziran za u = t
n
, od koder sledi e−t2/2n = e−t2/2σ2

.
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Izrek 8.2 Naj bodo X1, . . . , Xn neodvisne slu£ajne spremenljivke, ki zavzamejo vred-
nosti 1 z verjetnostjo p in 0 z verjetnostjo 1− p. Naj bo X = X1 + · · ·+ Xn. Potem
za vsak 0 ≤ t ≤ np velja

P(|X − np| > t) < 2e−t2/3np.

�e je t > np je obi£ajno dovolj uporabiti naslednjo oceno:

P(|X − np| > t) < P(|X − np| > np) < 2e−np/3.

Naj bo X mnoºica z n to£kami in naj bo F druºina podmnoºic mnoºice X.
Radi bi pobarvali to£ke mnoºice X z rde£o in modro barvo tako, da vsaka mnoºica
druºine F vsebuje uravnoteºeno ²tevilo to£k modre in rde£e barve (uravnoteºeno
barvanje). Naj ima rde£a barva vrednost +1 in modra vrednost −1. Barvanje
podamo s preslikavo ψ : X → {−1, +1}. Za poljubno mnoºico S ∈ F dolo£a ψ(S) =∑

x∈S ψ(x) razliko med ²tevilom rde£ih in modrih to£k. Zanima nas barvanje ψ, pri
katerem je najve£ja razlika med ²tevilom modrih in rde£ih to£k v mnoºicah druºine
F minimalna:

urb(F) = min
ψ

max
S∈F

|ψ(S)|.

Trditev 8.3 Naj bo |X| = n in |F| = m. Potem velja urb(F) ≤
√

2n ln(2m). �e
je maksimalno ²tevilo mnoºic v F najve£ s, potem velja urb(F) ≤

√
2s ln(2m).

Dokaz. Naj bo ψ : X → {−1, +1} slu£ajno barvanje mnoºice X, kjer so barve to£k
izbrane enotno in neodvisno. Za vsako �ksno mnoºico S ⊆ X je ψ(S) =

∑
x∈S ψ(x)

vsota |S| neodvisnih slu£ajnih ±1 spremenljivk. Po �ernovi neenakosti velja:

P [|ψ(S)| > t] < 2e−t2/2|S| ≤ 2e−t2/2s.

Za t =
√

2s ln(2m), 2e−t2/2s postane 1
m
. Torej s pozitivno verjetnostjo slu£ajno

barvanje zado²£a |ψ(S)| ≤ t za vse S ∈ F .

¤

8.2 Talagrandova neenakost
Izrek 8.4 (enostavna meja koncentracije) Naj bo X slu£ajna spremenljivka dolo£ena
z n neodvisnimi poskusi T1, T2, . . . , Tn ter naj velja, da

(1) sprememba izida kateregakoli poskusa Ti spremeni X za najve£ c (ponavadi
majhno ²tevilo),

potem je
P(|X − E(X)| > t) < 2e−t2/2c2n.
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Naj bo
Ti =

{
0 p = 1/2
1 p = 1/2.

ter naj bo B = Σn
i=1Ti. Potem je E[B] = n

2
in po Izreku 8.4 dobimo:

P (|B − n

2
| > t) < 2e−t2/2n,

pri £emer velja, da sprememba izida kateregakoli poskusa Ti spremeni X za najve£
1 (c = 1).

Naj bo A = nTn, t.j.
Ti =

{
0 p = 1/2
n p = 1/2,

V tem primeru pogoj (1) ne velja, t.j. za poljuben c obstaja poskus Tk, k > c
katerega sprememba izida spremeni X za ve£ kot c.

Sicer podobno kot pri spremenljivki B, velja E(A) = n
2
, vendar:

P(|A− E[A]| ≥ n

2
) = 1.

Enostavna meja koncentracije ne da dobrih rezultatov pri binomsko porazdeljenih
slu£ajnih spremenljivkah b(n, p), ko je p = o(1). Na primer, £e je p = n−1/2 z
enostavno mejo koncentracije dobimo naslednjo oceno:

P(|b(n, p)− np| > 1

2
np) < 2e−

1
16 ,

ki pa je veliko slab²a od ocene, ki jo dobimo s �ernovo neenakostjo:

P(|b(n, p)− np| > 1

2
np) < 2e−

√
n

12 .

V£asih potrebujemo rezultat naslednjega tipa:

P(|X − E(X)| > αE(X)) < e−βE(X).

V takem primeru uporabimo enostavno mejo koncentracije, £e je E(X) ≥ cn. Sicer
pa uporabimo Talagrandovo neenakost, ki da dobre ocene tudi, ko je E(X) = o(n).

Izrek 8.5 (Talagrandova neenakost) Naj bo X 6= 0 nenegativna slu£ajna spre-
menljivka dolo£ena z n neodvisnimi poskusi T1, T2, . . . , Tn in naj obstajata (majhna)
c, r > 0 tako, da:

(1) sprememba poljubnega poskusa Ti spremeni X za najve£ c,

(2) £e je X ≥ s, potem obstaja r · s poskusov, katerih izidi nam zagotovijo, da je
X ≥ s.
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Za 0 ≤ t ≤ E(X) potem velja

P(|X − E(X)| > t + 60c
√

rE(X)) ≤ 4e
− t2

8c2rE(X) .

V praksi sta c in r majhna in velja t À
√

E[X]. Od tod dobimo naslednjo
poenostavitev:

P(|X − E(X)| > t) ≤ 2e
−βt2

E(X) .

Za bolj²i ob£utek si oglejmo naslednji primer. Naj bo G graf z v = |V (G)|
²tevilom vozli²£. Izberimo slu£ajni podgraf H ⊆ G tako, da vsako povezavo izberemo
z verjetnostjo p. Z X ozna£imo ²tevilo to£k, ki so kraji²£a teh povezav. Ali je X
skoncentrirana?

�ernove neenakosti v tem primeru ne moremo uporabiti. Pogoj (1) enostavne
meje koncentracije je izpolnjen za c = 2, vendar pa je E(X) ≤ v, medtem ko je
²tevilo povezav v grafu G in zato ²tevilo poskusov reda v2. Zato nam enostavna
meja koncentracije ne da dobre ocene. Pogoj (1) pri Talagrandovi neenakosti je
prav tako izpolnjen pri c = 2. Za izpolnitev pogoja (2) pa izberemo s povezav
(poskusov), ki pokrivajo vsaj s razli£nih vozli²£ grafa G. Potem lahko uporabimo
Talagrandovo neenakost po kateri je slu£ajna spremenljivka X skoncentrirana.

8.3 Koncentracija vozli²£ regularnih grafov
Izrek 8.6 Naj bo G r-regularen graf. �e konstruiramo slu£ajni graf H tako, da
vsako povezavo iz G izberemo z verjetnostjo 1

2
, potem je ²tevilo to£k stopnje ≥ 2

skoncentrirano.

Dokaz. Naj bo X nenegativna slu£ajna spremenljivka, ki ozna£uje ²tevilo to£k
stopnje vsaj 2. Dolo£ena je z m neodvisnimi poskusi T1, T2, . . . , Tm, kjer je Ti poskus,
v katerem je i-ta povezava grafa G izbrana z verjetnosjo p = 1

2
. Naj bo n ²tevilo

to£k grafa G in velja m = rn
2
.

Opazimo, da sprememba poljubnega poskusa Ti spremeni X za najve£ c = 2, saj
se pri tem stopnja spremeni le dvema to£kama. �e je X ≥ s, obstaja rs poskusov, ki
zagotovijo tak rezultat. Izberimo si s to£k stopnje vsaj 2. Vsako tako to£ko dolo£ata
vsaj 2 poskusa, torej je r = 2. Tedaj velja Talagrandova neenakost

P
(|X − E(X)| > t + 120

√
2E(X)

) ≤ 4e−
t2

64E(X) .

Izra£unajmo matemati£no upanje E(X). Potrebujemo verjetnost posamezne
to£ke v, da ima stopnjo ve£jo od 2. To storimo na naslednji na£in:

P (d(v) ≥ 2) = 1− P (d(v) = 1)− P (d(v) = 0).

Izra£unajmo najprej P (d(v) = 0) = 2−r in P (d(v) = 1) = r2−r. Torej velja P (d(v) ≥
2) = 1− (1+ r)2−r, matemati£no upanje pa je E(X) = n(1− (1+ r)2−r). Tako velja
E(X) = O(n) in eksponent v Talagrandovi neenakosti ni konstanta.

¤
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8.4 Nara²£ajo£a podzaporedja
Izrek 8.7 Naj bo σ = [x1, x2, . . . , xn] poljubna uniformno izbrana permutacija iz
Sn ter naj bo X dolºina najdalj²ega nara²£ajo£ega podzaporedja v σ. Potem je X
skoncentrirana.

Dokaz. Najprej konstruirajmo naklju£no permutacijo. Izberemo n naklju£nih real-
nih ²tevil y1, y2, . . . , yn z intervala [0, 1]. Ker so si ²tevila y1, y2, . . . , yn z verjetnostjo
1 med seboj razli£na, jih lahko uredimo v strogo nara²£ajo£em vrstnem redu. Vrstni
red indeksov pri tem predstavlja enoli£no permutacijo ²tevil 1, 2, . . . , n. Elementarni
dogodek Ti bo torej slu£ajna izbira ²tevila yi ∈ [0, 1].

Sprememba ²tevila yi lahko spremeni spremenljivko X za najve£ 1, saj spre-
memba ²tevila v zaporedju lahko spremeni lego nekega £lena, s tem pa tudi zaporedje
indeksov v permutaciji. Vendar se dolºina najdalj²ega nara²£ajo£ega podzaporedja
v σ v tem primeru spremeni kve£jemu za 1. Velja torej c = 1.

Naj bo X ≥ s, potem X dolo£a teh s ²tevil ne glede na ostala ²tevila. Sledi
r = 1.

Velja Talagrandova neenakost

P
(|X − E(X)| > t + 60

√
E(X)

) ≤ 4e−
t2

8E(X) .

Izrek 1 [?]: Izmed n to£k z nara²£ajo£o absciso vedno lahko izberemo vsaj√n takih
to£k, ki imajo bodisi monotono nara²£ajo£o bodisi monotono padajo£o ordinato.

Permutacijo σ lahko zapi²emo kot zaporedje to£k (1, σ(1)), (2, σ(2)), . . . , (n, σ(n)),
ki imajo nara²£ajo£o absciso. Po izreku ima torej vsaj √n to£k nara²£ajo£o ordi-
nato in sledi E(X) ≥ √

n. V tem primeru eksponent v Talagrandovi neenakosti ni
konstanta.

¤

8.5 Barvanje redkih grafov
Izrek 8.8 Obstaja (velik) ∆0 tako, da £e je G maksimalne stopnje ∆ ≥ ∆0 in
B ≥ ∆(log ∆)3 in ima sose²£ina pri vsaki to£ki najve£

(
∆
2

) − B povezav, potem je
χ(G) ≤ ∆ + 1− B

e6∆
.

Dokaz. Trdimo, da v sose²£ini vsake to£ke obstaja vsaj B
e6∆

barv, ki se pojavijo vsaj
dvakrat. �e je to res, lahko s poºre²no metodo pobarvamo sosede to£ke v z najve£
∆− B

e6∆
barvami. Ena barva tako ostane za to£ko v. Tako velja χ(G) ≤ ∆+1− B

e6∆
.

Sedaj dokaºimo navedeno trditev. Naj bo c = b∆
2
c. Pobarvamo vsako to£ko z

eno izmed barv 1, 2, . . . , c. Barve izbiramo enakomerno in neodvisno. �e sta sosednji
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to£ki po barvanju obarvani z enako barvo, obe razbarvamo. To naredimo z vsemi
takimi sosedi.

Naj Xv predstavlja ²tevilo barv, ki se ohranijo pri vsaj dveh barvah v sose²£ini
to£ke v, hkrati pa se ta barva v sose²£ini v ni razbarvala. Za to£ko v de�nirajmo
dogodek Av, da je Xv < B

e6∆
. Mnoºica E = {Av; v ∈ V (G)} predstavlja slabe

dogodke. Dokazati je potrebno, da se s pozitivno verjetnostjo nobeden od dogodkov
iz mnoºice E ne zgodi.

Dogodek Av je odvisen od sosedov to£ke v in sosedov sosedov to£ke v. De�ni-
rajmo mnoºico od Av odvisnih dogodkov Sv = {Aw; v in w sta na razdalji ≤ 4}.
Teh dogodkov je

|Sv| = ∆ + ∆(∆− 1) + ∆(∆− 1)2 + ∆(∆− 1)3 < ∆4 = d.

Dogodek Av je vzajemno neodvisen od dogodkov E \ Sv. �e za poljubno to£ko v
velja P (Av) ≤ 1

4∆5 = p, potem je

4pd < 4
1

4∆5
∆4 =

1

∆
< 1.

Po simetri£ni Lovaszevi lokalni lemi sledi P (Āv1 ∩ Āv2 ∩ . . . ∩ Āvn) > 0. Torej se s
pozitivno verjetnostjo nobeden od teh dogodkov ne zgodi.

¤
Dokazati je potrebno ²e, da velja P (Av) ≤ 1

4∆5 . Dokaºimo najprej dve lemi.

Lema 8.9 E(Xv) ≥ 2B
e6∆

.

Dokaz. Naj bo X ′
v ²tevilo barv v sose²£ini to£ke v, ki se pojavijo natanko dvakrat.

O£itno velja Xv ≥ X ′
v in sledi E(Xv) ≥ E(X ′

v). Dokaºimo, da je E(X ′
v) ≥ 2B

e6∆
.

Oglejmo si u in w, ki sta sosednji to£ki to£ke v, hkrati pa sta edini pobarvani z
barvo α. Naj bo S sose²£ina teh to£k, (niso pobarvane z barvo α)
S = [N(v) ∪ N(u) ∪ N(w)] \ {u,w}. Mnoºica S je mo£i |S| ≤ 3∆ − 3 ≤ 6c,
c = b∆

2
c.

Za izra£un ocene matemati£nega upanja bomo potrebovali nekaj podatkov. Barvo
α lahko izberemo na c na£inov, to£ki u in w pa na B na£inov, saj lahko izbi-
ramo le med pari to£k, ki so sosede to£ke v in hkrati niso povezane, teh pa je(
∆
2

) − (
(
∆
2

) − B) = B. Verjetnost, da je izbrana barva α na to£kah u in w, je 1
c2
,

verjetnost, da pa ni izbrana na sosedih to£k v, u in w, je ≥ (1− 1
c
)6c. Sedaj ocenimo

matemati£no upanje

E(X ′
v) ≥ c B

1

c2

(
1− 1

c

)6c

=
B

c

(
1− 1

c

)6c

≥ 2B

∆

(
1− 1

c

)6c

≥ 2B

e6∆
.

¤

Lema 8.10 P (|Xv − E(Xv)| > log(∆
√
E(Xv)) < 1

4∆5 .
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Dokaz. De�nirajmo spremenljivki ATv in Delv. Prva predstavlja ²tevilo barv, ki
so bile v sose²£ini to£ke v prirejene vsaj dvakrat, druga pa ²tevilo barv, ki so bile
v sose²£ini to£ke v prirejene vsaj dvakrat in razbarvane. Velja Xv = ATv − Delv.
Trdimo:

1. P (|ATv − E(ATv)| > t) < 2e−
t2

8∆ ,

2. P (|Delv − E(Delv)| > t) < 4e−
t2

100∆ .

Dokaºimo trditev 1.: Uporabimo SCB (Simple Concentration Bound), kjer je
elementarni dogodek slu£ajna izbira barve za to£ko. Hitro ugotovimo, da se s spre-
membo barve spremenljivka ATv spremeni za najve£ c = 1. Torej velja P (|ATv −
E(ATv)| > t) ≤ 2e−

t2

8∆ .

Dokaºimo trditev 2.: Uporabimo Talagrandovo neenakost, saj je n ≈ ∆2. Spet
opazimo, da je c = 1. Naj bo Delv ≥ s. Za vsako izmed s barv izberemo dve sosedi
v, ki sta obarvani z isto barvo in enega njunega soseda, ki je ravno tako obarvan s
to barvo. Torej je r = 3. Velja ²e E(Delv) ≤ ∆ in t∗ ≥ √

∆ log ∆. Sledi

P (|Delv − E(Delv)| > t∗) ≤ 4e−
t∗−60

√
3E(Delv)

24E(Delv) < 4e−
t2

100∆ .

Iz trditev 1. in 2. sledi lema 2. Uporabimo enakost t = 1
2
log ∆

√
E(Xv).

P (|Xv − E(Xv)| > log ∆
√
E(Xv)) ≤ P (|ATv − E(ATv)| > t ali |Delv − E(Delv)| > t))

≤ P (|ATv − E(ATv)| > t) + P (|Delv − E(Delv)| > t)

≤ 2e−
t2

8∆ + 4e−
t2

100∆ <
1

4∆5
.

¤
Manjka le ²e dokaz za P (Av) ≤ 1

4∆5 . Dobimo ga z uporabo lem 1 in 2:

1

4∆5
> P

(
|Xv − E(Xv)| > log ∆

√
E(Xv)

)
≥ P

(
E(Xv)−Xv > log ∆

√
E(Xv)

)

≥ P

(
2B

e6∆
− log ∆

√
E(Xv) ≥ Xv

)
≥ P

(
2B

e6∆
− log ∆

√
∆ ≥ Xv

)

≥ P

(
B

e6∆
≥ Xv

)
= P (Av)

Po predpostavki velja B ≥ ∆(log ∆)3. Preveriti ºelimo, da velja predzadnja
neenakost v zgornji izpeljavi. �elimo, da bo B

e6∆
− log(∆

√
∆) ≥ 0:

B

e6∆
− log(∆

√
∆) ≥ (log ∆)3

e6
− log(∆

√
∆) ≥ 0

za ∆ > 1011.
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8.6 Azumova neenakost
Martingala je zaporedje X0, . . . , Xm slu£ajnih spremenljivk, takih da za 0 ≤ i < m
velja

E[Xi+1|Xi, Xi−1, . . . , X0] = Xi.

Predstavljajmo si, da gre kockar v igralnico z X0 denarja. V igralnici je mnogo
iger na sre£o. Vse igre so po²tene, kar pomeni, da je njihovo matemati£no upanje
enako 0. Igralec lahko izbere strategijo, da podvoji stavo vsaki£, ko izgubi, z razlo-
gom da bo prva zmaga pokrila vse prej²nje vloºke in prinesla ²e dodaten dobi£ek v
vrednosti originalnega vloºka. Naj slu£ajna spremenljivka Xi predstavlja kockarjevo
sre£o v £asu i. �e je Xi = a, potem mora biti pogojna verjetnost spremenljivke Xi+1

enaka a, torej je to martingala.
Poglejmo si preprost, a pou£en primer. Predpostavimo, da slu£ajna spremenljivka

Xn predstavlja kockarjevo sre£o po n metih po²tenega kovanca, kjer igralec dobi 1
evro, £e pade cifra in izgubi 1 evro, £e pade grb. O£itno zaporedje zado²£a pogojem
zgornje de�nicije, zato je to martingala.

Lema 8.11 Naj bo X slu£ajna spremenljivka in naj velja E[X] = 0 in |X| ≤ 1. Naj
bo λ > 0. Potem velja

E[eλX ] ≤ eλ2/2.

Dokaz. De�nirajmo linerano fukcijo

h(x) =
eλ + e−λ

2
+

eλ − e−λ

2
x.

Za x ∈ [−1, 1] velja eλx ≤ h(x) (y = h(x) je ravno sekanta skozi to£ki x = ±1
konveksne funkcije y = eλx). Velja

E[eλX ] ≤ E[h(X)] = h(E[X]) = h(0) = cosh(λ) = eλ2/2.

¤

Izrek 8.12 (Azumova neenakost) Naj bo 0 = X0, . . . , Xm martingala za katero
velja

|Xi+1 −Xi| ≤ 1

za vse 0 ≤ i < m. Naj bo λ > 0. Potem velja

P [Xm > λ
√

m] < e−λ2/2.

Dokaz. Naj bo α = λ√
m
. Ozna£imo Yi = Xi − Xi−1. Iz predpostavk o£itno sledi,

da je |Yi| ≤ 1 in E[Yi|Xi−1, Xi−2, . . . , X0] = 0. Po zgornji lemi sledi

E[eαYi|Xi−1, Xi−2, . . . , X0] ≤ cosh(α) = eα2/2.
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Torej je

E[eαXm ] = E[
m∏

i=1

eαYi ]

= E[

(
m−1∏
i=1

eαYi

)
E[eαYm|Xm−1, Xm−2, . . . , X0]]

≤ E[
m−1∏
i=1

eαYi ]eα2/2 ≤ eα2m/2.

Od tod sledi

P [Xm > λ
√

m] = P [eαXm > eαλ
√

m]

< E[eαXm ]e−αλ
√

m

≤ eα2m/2−αλ
√

m

= e−λ2/2.

¤
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