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MnoZico v teoriji mnoZic ZFC vzamemo za osnovni pojem, ki ga ne definiramo. Vse druge
matematicne pojme lahko definiramo s pomocjo mnoZic.

3.1. Relacije med mnozZicami

1. Osnovna relacija v teoriji mnoZic je relacija pripadnosti €.

2. Relacija enakosti = ima obicajne lastnosti. Za vse A, B, Cvelja:

a) A=A (refleksivnost)

b) A=F=F5=A (simetricnost)

c) A=BAB=(C=A=C (tranzitivnost)

d) A=B = vse, kar velja za 4, velja tudi za 5 (nacelo zamenljivosti enakega z enakim )
Trditev. Za poljubni mnoZici A in Bvelja:

A=B = Vx(x€A=xEB).

Z besedami: Enaki mnoZici imata iste elemente.

Dokaz: Naj bo A=FB. Ce je XE A, po nacelu zamenljivosti od tod sledi XE B, torej velja

Xx€ A=x€ B, Zaradi simetri¢nosti enakosti je tudi 5=A. Ce je X€ B, po nacelu zamenljivosti
od tod sledi XE A, torej velja X€ B=>xE A. Zato: xE A= XxEB. Ker je bil X poljuben, sledi

V x:(x€A=xeDB).

Ali velja tudi obratno? To ni samo po sebi umevno, saj bi lahko mnoZice poleg elementov
imele Se kaksne druge atribute (npr. barvo - potem bi bila mnoZzica { 1,2,3} razlicna od
mnoZzice { 1,2,3}, Ceprav imata iste elemente). Ker tega ne Zelimo, privzamemo trditev, da sta

mnozZzici z istimi elementi enaki, kot aksiom.

Aksiom ekstenzionalnosti (AE). Za poljubni mnozici 4 in Bvelja:

Vx(xedeoxeB) = A=B

Posledica. Za poljubni mnoZici 4 in Bvelja:

A=B < Vx:(x€A=xeP).

Z besedami: MnofZici sta enaki natanko tedaj, ko imata iste elemente.

MnoZico torej podamo tako, da povemo, kaj so njeni elementi. Za majhne kon¢ne mnoZice
lahko elemente nastejemo, npr.: A={1,2,3}. Splosneje velja:

Mnozico A podamo z zapisom A:[ X; gb(X)/Z, kjer je gb(X) izjavna formula, v kateri lahko
prosto nastopa le individualna spremenljivka X. Ta zapis je okrajSava za izjavno formulo
Y x:(xE A= ¢(x)). Torej je A mnozica vseh tistih X, za katere velja ¢(x).

Pri tem moramo biti pazljivi, saj nekatere izjavne formule vodijo v protislovje. Ce npr.
definiramo: SZ{X; X%X}, dobimo protislovje SE .5 S& S (Russellova antinomija).



Nastalo situacijo lahko razreSimo npr. tako, da namesto mnoZice za osnovni pojem vzamemo
razred, mnozico pa definiramo kot poseben primer razreda.

Definicija. Razred A je mnoZica, ¢e obstaja razred B, tako da je AEB. Ce taksnega Bni, je A
pravi razred.

Naj bo predikat M(X) okrajSava za izjavno formulo 3 y: XE y (torej: X je mnoZica). Po
definiciji so lahko elementi razredov le mnoZice, zato podajanje razredov definiramo takole:
Razred A podamo z zapisom A:/X; M(X)/\ q)(X)/Z, kjer je gb(X) izjavna formula, v kateri
lahko prosto nastopa le spremenljivka X. Torej je A razred vseh tistih mnoZic X, za katere
velja ¢(x).

Ce zdaj definiramo Russellov razred takole: S={x; Mx) AXZx], velja

Se S@M(S) A S&S. Ta izjavna formula pa ni protislovna, ampak je enakovredna formuli
SE SA ﬁMS) Torej Sni mnoZica, oziroma: Sje pravi razred.

Odslej bomo privzeli standardno interpretacijo izjavnih formul: Za domeno Jbomo vzeli
razred vseh mnoZic, dvomestni predikat X< y bomo interpretirali kot relacijo pripadnosti,

dvomestni predikat X—= y pa kot relacijo enakosti. Izjavne formule (oziroma njihova
univerzalna zaprtja) bomo enacili z ustreznimi izjavami v standardni interpretaciji. Za
individualne spremenljivke bomo uporabljali vse crke (velike in male), individualne konstante

pa bodo oznacevali posebni simboli, kot so £, 0, 1, 2, w, N, Z, R itd.

V teoriji mnoZic ZFC govorimo le o mnoZicah. Russellovi antinomiji in podobnim
protislovjem se skuSamo izogniti tako, da privzamemo eksistencne aksiome, ki za "dovolj
majhne" mnoZice zagotavljajo, da obstajajo.

3. Relacijo inkluzije ali podmnozZice definiramo takole:

ASB < Vx(x€A = x€B).

Trditev. Za poljubni mnoZici A in Bvelja:
A=B < ACBAB<A.

Aksiom o podmnoZicah (AP). Za vsako mnoZico Bin vsako izjavno formulo ¢(X), ki ne
vsebuje prostih nastopov individualne spremenljivke 5, obstaja mnozica A=

{x; xEBA@(x)}. S formulo: VFAAV x:(x€EA < xEBAY(X)).

Ce v aksiomu o podmnoZicah za g[)(X) vzamemo izjavno formulo X# X, lahko iz njega
izpeljemo izjavo AAV x:x¢& A, ki pravi: Prazna mnozica & obstaja.

Iz aksioma o podmnoZicah sledi tudi, da mnoZica vseh mnoZic ne obstaja (oziroma, Ce
govorimo o razredih: razred vseh mnoZic je pravi razred). Recimo namrec, da obstaja

mnoZica vseh mnoZic VZ{X; XZX}. Po AP potem obstaja mnoZica
S={x;, xeVAxZx}={x; x£xA\x&x}=(x; x&x].

To pa je "Russellova mnoZica", ki ne obstaja. Torej tudi V'ne obstaja.
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Za vse mnozice A, B, Cvelja:

1. ASA (refleksivnost)

2. ASBABSA = A=DF (antisimetri¢nost)
3.A €BABS(C = A <C (tranzitivnost)
4. BcA

5Ac = A=4

4. Relacijo stroge inkluzije ali prave podmnozice definiramo takole:

AcB < ASBAA#B

Trditev. Za poljubni mnoZici A in Bvelja:
AcB < AcBA3x(xeBAx#A).
Za vse mnozice A, B, Cvelja:

1. AZ A (irefleksivnost)

2. AcB = BZA (asimetri¢nost)

3.A cBABc(C = A cC( (tranzitivnost)
3.3. Operacije z mnoZicami

1. Neurejeni par

Aksiom o paru. ¥V UN/ vAAV x:(x€EA & x=uVvx=v).

Posledica (izrek o enojcku). ¥V uAAV x: (XEA S X= LI).

2. Unija, presek, razlika, Boolova vsota

AUB:{X; XEA\/XEB} unija mnozic Ain B

AN B:{X; XEAN XEB} presek mnozic Ain B
A\B={x; x€AANx&B razlika mnozic Ain B(Abrez B
A®B={x, x€A®xeB Boolova vsota mnozic Ain B

Omejeni kvantifikatorji. Naj bo A mnoZica in ¢ izjavna formula.
VxEA:¢ je okrajsava za izjavno formulo VW x:(xEA=¢).
IxEA:p  je okrajsava za izjavno formulo Fx:(XEAA ¢).
Definicija unije (vseh elementov) mnoZice A:

A = {x;, Qyed:xey

Definicija preseka (vseh elementov) neprazne mnoZice A: Najbo A# & .



A = [x; Vyedxey]
Aksiom o uniji. V/EB‘V’X:(XEB < JyeAd:xe y).
S pomocjo aksiomov o paru, uniji in podmnoZicah smo dokazali:

1. Za vsaki dve mnoZici A in B obstajajo mnozice AUB, ANB, A\Bin A®F.
2. Za vsako mnozico A obstaja mnoZica A (to je ravno aksiom o uniji).

3. Za vsako neprazno mnozico A obstaja mnozica A.

3. Komplement
Pogosto ne govorimo o vseh mnoZicah, ampak le o podmnoZicah neke univerzalne mnozice
S. Tedaj za vsako mnoZico A S definiramo komplement Ac mnoZice A (glede na univerzalno

mnozico S):
Ac={x€S, x¢ A}
O¢itno Ac obstaja po aksiomu o podmnoZicah. Velja: Ae=S\A in (Ac)c=A.
4. Potencna mnoZica
Definicija. MnoZico
PA = [x x4
imenujemo mnoZica vseh podmnofZic ali potencna mnoZica mnozice A.

Aksiom o potencni mnozici. Y AABV x:(x€B > xCA).
Za vsako mnozico Avelja: J€PA, A€PA, PA=A in PA=4.

Ce je A kon¢na mnoZica z 11 elementi, je PA kon¢na mnoZica z 2n elementi.
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5. Urejeni par in kartezicni produkt

Definicija. MnoZico

(xy) = {[xy.[A]

imenujemo urejeni par s prvo komponento X in drugo komponento Y.
Izrek (osnovna lastnost urejenih parov).

(x,y)=(u,v) & x=ury=V.

Definicija. MnoZica

AXB = {(xy); x€AAyEB,

je kartezi¢ni produkt mnozic Ain B,

Ugotovili smo, da je AX BEPP(AUB). Ce obstajata mnozici A in B, po aksiomih o paru,

uniji in potencni mnoZici obstaja tudi mnoZica PP(AUB), po aksiomu o podmnoZicah torej
tudi



AXB = {x€PP(AUB); JacA3beB.x=(a,b)}.

Ce je Akon¢na mnoZica z 11 elementi in Bkon¢na mnoZica s & elementi, je AX Bkon¢na

mnoZica z 11+ K elementi.

Za n>2 smo induktivno definirali urejeno I-terico (31,32,. . .,an) takole:
1. (an,a2) = {{a1,a2},{a1}],

2.zan>3je (a1,az,...,an) = ((a1,az,...,an-1),an).

Izrek (osnovna lastnost urejenih I1-teric).

(a1,a2,...,an)=(b1,be,...,bn) &=

al=biAa2=b2A--- Aan=bn.

Definicija. MnoZica

AtXA2X -+ xAn =

{(x1,x2,....x0); x1IEAIAXREAN"++ A Xn€ An}

je kartezi¢ni produkt mnozic A1,42,...,An.



