Relacije in funkcije

4.1. Definicija in lastnosti relacij

Definicija. Mnozica K je dvomestna relacija v mnoZici 4, ¢e je REAXA.

Dvomestna relacija v mnozici 4 je torej neka mnozZica urejenih parov elementov mnozice A.
Zgledi. Naj bo A poljubna mnoZica.

1. K SAXAje prazna relacija v A.

2. AXACS AXAje univerzalna relacija v A.

3. ida={(xx); xEA} je enakost ali identiteta v A.

Relacijska pisava. Namesto (X, y)EA piSemo XRYy in beremo: Xje v relaciji £z y. Namesto
xi1d4y pisemo x=1y.

Definicija. Naj bo RS AXA.
Dr = {x€A; JyeA: xRy} (domena ali definicijsko obmocje R)
Zr = [yeA; AxEA:xRy| (zaloga vrednosti R)
Definicija. Dvomestna relacija RS AX A je:

1. refleksivna, ¢e V¥ x€ A: xRx:

2. irefleksivna, ce W/ x€ A= (xRx);

3. simetricna, ¢e VX,YEA:(XRyzyRX);

4. asimetricna, ¢e V' x,y€ A:(xRy=—(yRx));

5. antisimetricna, ¢e V' x,y€ A: (XRy/\ yRx=x= y);

6. tranzitivna, ¢e YV X, y,ZEA:(XR YA yRZ=>XRZ);

7. intranzitivna, ¢e V' X, y,2€ A:( xRy A yRz=—(xRz));
8. sovisna, ¢e V' x,yE A: (X;ﬁ y=xRyV yRX) :

9. strogo sovisna, ¢e Vx,yEA: (XRyV yRX);

10. enolicna, ¢e YV X, y,zE A: (XR)//\XRZ=>)/=Z).
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Trditev. Naj bo RS AX A.

1. Rasimetricna <= Rantisimetri¢na in irefleksivna
2. Rstrogo sovisna ¢= Ksovisna in irefleksivna

4.2. Ekvivalencne relacije

Definicija. Relacija Rv mnoZici 4 je ekvivalencna, ¢e je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna.



Naj bo RS AX A ekvivalen¢na. Vsakemu elementu XE A priredimo njegov ekvivalenchi
razred K| x|={ y€A; yRx]. Mnozico vseh ekvivalen¢nih razredov A/R={ H x]; x€A4]

imenujemo faktorska ali kvocientna mnozica mnozice A po relaciji K.
Trditev. K x|=Ry] < xRy

Definicija. Mnozica PEPA je razdelitev ali particija mnoZice A, ¢e velja:
1.VBeP. B##,

2. VB,BeP (Bi#B=>BNk=0),

3. P=A

Elemente razdelitve Fimenujemo bloki.

Izrek. Naj bo R ekvivalen¢na relacija v mnoZici A. Potem je A/ Rrazdelitev mnozice A.

4.3. Operacije z relacijami

Ce sta Kin S dvomestni relaciji v 4, so tudi RUS, KNS, RS, R® S'in Ke= (AXA)\R

dvomestne relacije v A.

Definicija. Naj bosta Kin S dvomestni relaciji v A.

1. R-1={(x,y); (¥,X)ER] je inverzna relacija relacije R,

2. BS={(x,y); Ju€A:(xSun uRy)} je kompozitum relacij Rin S,

Ogledali smo si nekaj lastnosti operacij z relacijami. Med njimi je posebej pomembna
asociativnost komponiranja. Pokazali smo tudi, kako je mogoce algebrai¢no karakterizirati
lastnosti relacij.
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Definirali smo potence relacije /z naravnimi eksponenti (glede na komponiranje) ter relaciji
R+ in R+. Prva je unija vseh pozitivnih potenc relacije &, druga pa unija vseh nenegativnih
potenc relacije R,

Definicija. Naj bo R dvomestna relacija v A in LEP(AX A) neka lastnost relacij. Relacija KL

v Aje L-ovojnica relacije K, ¢e velja:

1. RER,

2. kel

3.V ScAXA: (RESASEL = RES).

Z besedami: L-ovojnica relacije /'je najmanjsa relacija, ki vsebuje Rin ima lastnost L.

Pokazali smo, da je %+ tranzitivna ovojnica relacije /. Podobno je /o« refleksivna in
tranzitivna ovojnica relacija K.
4.4. Funkcije



Neformalna definicija. Funkcija {:A—B je predpis, ki vsakemu elementu X€ A priredi

to¢no dolocen element yE B,

V teoriji mnoZic funkcijo f definiramo kot mnoZico urejenih parov (X, y), kjer je ytisti
element, ki ga f priredi elementu X.

Formalna definicija. 1. Funkcija je enoli¢na dvomestna relacija.

2. Funkcija £ je preslikava mnozice A v mnozico B, ¢e je Dr=Ain Zr< B,
Pisemo: [:A—B ali A—B.

Mnozico Bimenujemo kodomena preslikave f:A— B,

Ce je f funkcija, namesto relacijske pisave xfy uporabljamo funkcijsko pisavo y= f(X) ali
fx+—>y. Refemo, da je y fslika originala X ali vrednost f pri argumentu X.

Zgledi.
1. Prazna mnoZica & je funkcija, ki jo imenujemo prazna funkcija.
2. Naj bo A poljubna mnoZica. Preslikavo
idiA—4, Vxed:idi(x)=x,
imenujemo identic¢na preslikava na A.
3. Naj bo AS B, Preslikavo
i:A—B Vx€d: i(x)=x,
imenujemo vloZitev Av B,
4. Zavse jE{ 1,2,.. .,n} preslikavo
pitAtX A2 X - - xAn— Aj,
kierzavse 1€{1,2,...,n} in(a1,a2,...,an) €A1 X A2X - -+ X An velja:
pi((ai,az,...,an))=ai,
imenujemo projekcija na I-to komponento.
5. Naj bo RS AX A ekvivalené¢na relacija v mnozici A. Preslikavo
pA—AIR, V' x€A:p(x)=Hx],
imenujemo naravna projekcija.
6. Naj bo ASS. Preslikavo
24:S5—{0,1} WV x€ S xs(x)={1,0,x€ A, x4,
imenujemo karakteristicna funkcija mnoZice A glede na univerzalno mnozico S.
Definicija. Naj bo :A—B,
1. fje injektivna, ¢e Vx,yeA:(x)=fly) = x=y).



2. fje surjektivna, ¢e je Zf=B,

3. f je bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna.

Definicija. Preslikavo X A2X - xAr— B imenujemo tudi funkcija 11 spremenljivk.
Tedaj namesto f((Xl,XZ,. . ,)m)) piSemo f(Xl,XZ,. . .,Xn).

Kot za vsako relacijo tudi za funkcijo f obstaja inverzna relacija f-1.
Trditev.

1. Naj bo f funkcija. Potem velja: £-1 je funkcija <= f injektivna.

2. Naj bo A= B, Potem velja: f-1:5%A <= [ bijektivna.
Trditev.

1. Ce sta f'in & funkciji, je tudi fog funkcija in za vse XED g velja:
(fo8)(x)=18(x)).

2. Naj bo & A—Bin {:B—C. Potem fog:A—C.

Trditev. Naj bo 1:A— B, Potem je foid4=fin idpf=f1.

Trditev. Najbo 8:A—>Bin {:F—C. Potem velja:

1. f, ginjektivni = fog injektivna.

2. f, g surjektivni = f o & surjektivna.

3. [« o&injektivna == ginjektivna.

4. fog surjektivna = f surjektivna.
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Trditev. Naj bo 1:A— Bin naj bo f-1 njena inverzna relacija. Potem velja:

1. f-10f=Kr,

2. fof-1=1dzs

3. finjektivna < f-10f=1idy

4. fsurjektivna < fof-1=ids

Izrek. Naj bo f:A—Bin 8 B—A. Ce je Sof=1id4in fog=1idB potemsta £in &
bijekciji in §=1-1.

Za preslikavo A= Bsmo definirali sliko f[Al] podmnozice A1S Ain prasliko - —1[31]

podmnoZice B S B. Ogledali smo si nekaj lastnosti slik in praslik.

Druzino mnofzic z indeksno mnoZico I smo definirali kot surjektivno preslikavo A: I =M kjer
je Mneka mnozica mnozic. Za A€ I namesto A(A) pisemo A2, druZino pa oznacujemo z
(A/I)Ael. DruZina (z‘h)/lel je prazna, eje [= 4.



Definicija.

1. selda={x; JA€l:x€44} (unija druZine)

2.CeI#0: Jsetda=|x; VAEI:xEA1] (presek neprazne druzine)

3. [lrelda={f:1> Useidr; VYA€I:AA)€EA4} (kartezicni produkt druzine)

Elemente kartezicnega produkta druZine imenujemo funkcije izbire za druZino.

Aksiom izbire (AC): Kartezic¢ni produkt poljubne druZine nepraznih mnoZic je neprazen.



