Logika in mnozice: vaje

23. november 2009

Naloga 1

Zapisi bijekcije, ki dokazujejo, naslednje izomorfizme med mnozicami:
1. A+ BB+ A
2. A+0=A
3. ABHC = AB » AC
4. ABXC = (gB)C

Resitev: nalogo resujemo tako, kot smo podobne naloge resevali na preda-
vanjih: zapiSemo preslikavi f in ¢ med obema mnozicama in preverimo, da
velja fog = id in go f = id. Naceloma bi lahko tudi zapisali samo funkcijo f
in preverili, da je bijekcija, a je to neprakticno.

Spomnimo se, da so elementi vsote M + N bodisi oblike ¢1(z) za x € M
bodisi t2(y) za y € N. Torej funkcijo h z domeno M + N definiramo z dvema
primeroma, ki dolo¢ita vrednosti h(t1(z)) za x € M in h(w2(y)) zay € N.

1. Funkciji f : A+ B— B+ Aing: B+ A — A+ B sta definirani s
predpisi
fu(x) = wa(z),  (xeA)
fla(y) =uly),  (yeB)
g9(t1(u)) = 12(u),  (u€ B)
g(2(v)) =u(v),  (ved)

Preverimo, da sta inverza drug drugemu (na vajah seveda ni treba
narediti vseh Stirih primerov, treba pa je povedati, katere stiri primere
je treba preveriti):

9(f(ta(x))) = g(e2(x)) = n(x),
9(f(2(®))) = f((y)) = e2(y),
flg(t(w)) = f(2(u)) = 1 (u),
f(g(e2(v))) = f(u1(v)) = e2(v).



2. Funkciji f: A+ 0 — Ain g: A — A+ () definiramo s predpisoma

flu(@) =z, (€4
Opomba: primera f(:2(y)) nam ni treba obravnavati, ker prazna mnozica
nima elementov. Ti funkciji sta inverza, kar preverimo takole (spet

ni treba obravnavati primera 13(y) za y € 0, tu se spomnimo, da
Vy € 0. f(t2(y)) = y avtomaticno velja zaradi prazne kvantifikacije):

3. Funkciji F : ABTC — AB x AC in G : AP x A® definiramo s predpisi

F(h) = (l1,€2), Kier je t1(y) = h(t1(y)) in £a(2) = h(e2(2)).
G k1, k2)(t1(y)) = l1(y),
G(k1, k2)(12(2)) = £2(2)

Preverimo, da smo dobili inverza:

F(G(k‘l, ]{72)) = (61, 62), kjer je
bi(y) = Gk, k2)(11(y)) = k1(y),
la(z) = Gk, k2)(12(2)) = ka(2).

V drugo smer:

4. Funkcijo F : ABXC — (AB)C in G : (AP)Y — AB*XC definiramo s
predpisoma

Preverimo, da sta inverza:

F(G(R)(2)(y) = G(k)(y, 2) = k(y)(2),
G(E(h)(y, 2) = F(h)(2)(y) = h(y, 2)-



Naloga 2

Na predavanjih smo definirali monomorfizme in epimorfizme ter dokazali,
da sovpadajo z injektivnimi in surjektivnimi preslikavami.
Dani sta funkeciji

A-Ll.p-t.¢
Dokazi:
1. Ce je g o f injektivna, je f injektivna.
2. Ce je g o f surjektivna, je g surjektivna.

Namig: uporabi dejstvo, da smemo injekcije krajsati na levi in surjekcije na
desni.
Resitev:

1. Denimo, da je g o f injektivna. Torej je monomorfizem in jo smemo
krajsati na levi. Dokazimo, da je f monomorfizem. Naj bosta h,k :
D — A poljubni. Tedaj velja:

foh=fok=gofoh=gofok=h=k.
2. Denimo, da je g o f surjektivna. Torej je epimorfizem in jo smemo

krajsati na desni. Dokazimo, da je g epimorfizem. Naj bosta h,k :
C — D poljubni. Tedaj velja:

hog=kog=hogof=kogof=h=k.

Naloga 3

1. Pois¢i mnozico N z vsaj dvema elementoma, za katero velja N =
N + N.

2. Pois¢i mnozico B z vsaj dvema elementoma, za katero velja B = B x B.
Namig: obravnavaj mnozico B = NV, kjer je N iz prejsnjega primera.
Resitev:
1. N = N ter bijekciji f: N —-N+Nin ¢g: N+ N — N definirani z
t1(k) cejen =2k,
f(n) = -
1a(k) cejen=2k+1.
9(u1(k)) = 2k
9(e2(k)) = 2k +1
2. Za B = NV velja Bx B= N~ x NN = NN+N = NN = B pri ¢emer
je treba poudariti, da smo uporabili dejstvo

X2UAY 2V = XY >2yV,



