Mehanika 1

Gibanje v polju centralne sile

Gibanje tocke v polju centralne sile je v osnovi sicer trodimenzionalno, z upoStevanjem
ohranitvenih koli¢in pa ga lahko reduciramo na dinamiko enega samega parametra.
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Sila na tocko je centralna, ce:

- ves Cas kaze proti centru sile,
- je njena velikost odvisna samo od razdalje tocke od centra sile,

- je dana s potencialom.
To pomeni, da jo lahko zapiSemo v obliki
F=F(r)e,

kjer je r razdalja tocke od centra sile, F'(r) = —V’(r) za nek potencial V : (0,00) — R in €,
enotski vektor ki kaze od centra sile do tocke. 1z definicije centralne sile lahko izpeljemo, da se
pri gibanju v polju centralne sile ohranjata:

(1) skupna energija E tocke,
(2) vrtilna koli¢ina [ tocke glede na center sile.

Ohranitev teh dveh koli¢in nam omogoca, da dinamiko tocke v polju centralne sile reduciramo
na dinamiko parametra r.

V tesni povezavi z vrtilno koli¢ino je ploscinska hitrost. Velja namrec
. dS l
S = — = -_—,
dt  2m
kjer je [ predznacena velikost vrtilne koli¢ine ['in m masa tocke. Ker je vrtilna koli¢ina tocke
konstantna, se pri gibanju v polju centralne sile ohranja tudi plosc¢inska hitrost tocke, cemur

bi lahko rekli posploseni 2. Keplerjev zakon. Pri mehaniki namesto s plos¢insko hitrostjo raje
operiramo z dvojno plos¢insko hitrostjo

dsS l
Co=2— = —.
0 dt m



(1) Gibanje tocke po ravnini je podano v polarnem koordinatnem sistemu z enacbama:
r(t) = beM,
o(t) = et,
kjer so b, ¢ in k pozitivne konstante.

(a) Izracunaj hitrost in pospesek v polarnih koordinatah.
(b) Dokazi, da je kot med vektorjema pospeska in hitrosti konstanten.

Resitev: Koordinatni sistem na odprti podmnozici U C R? je gladka injektivna preslikava:
d:U — R,
(2, y) = (u(z,y),v(z,y)),
ki ima povsod neizrojeno Jacobijevo matriko.
V primeru polarnih koordinat ponavadi vzamemo:
U =R\ {(z,0) € R*|z > 0},
®(U) = (0,00) x (0,27) C R?,

preslikava ® pa je definirana implicitno s predpisom:

X = 1 Cos @,
y = rsin ¢.
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Ce preslikamo koordinatni vektorski polji v (r, $)-koordinatah z odvodom preslikave 1,
dobimo na U vektorski polji:

_ _ (0x 9y = (cos ¢, sin ¢) = - Y
= \orar) Va2 Ve g
__ (O0x Oy\ . - (—
g¢_(6_¢’6_¢)_< rsin ¢, rcos @) = (—y, ).

Pri mehaniki raje uporabljamo prirejeni enotski vektorski polji:
é, = (cos ¢, sin @),
€y = (—sin ¢, cos ¢).

Vektorsko polje €, kaze v smeri narascanja funkcije r, vektorsko polje €4 pa v smeri
narascanja funkcije ¢.
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(a) Ce imamo gibanje tocke opisano v polarnih koordinatah, lahko njen polozaj opisemo
z vektorsko funkcijo

7(t) = (r(t) cos p(t), r(t) sin p(t)).
7 odvajanjem dobimo, da je hitrost tocke enaka
F(t) = (rcos¢p — résin ¢, 7 sin ¢ + r¢ cos @) =7ré, + rée},.
Komponenti hitrosti imenujemo:
U =T radialna hitrost,

Vg = qu) obodna hitrost.

Ce odvajamo hitrost, dobimo pospesek tocke v polarnih koordinatah
H(t) = (7 — 10*)E, + (276 + 16),,

posamezni ¢leni pospeska pa so:

cap =T — r(b2 radialni pospesek,

CQp = 27'“gz.5 + r('b' obodni pospesek.

(b) Enachi r(t) = be* in ¢(t) = ct dolocata gibanje tocke po logaritmicni spirali.
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Hitrost in pospesek tocke sta enaka:
T = 7€, 4+ 1€, = bke" e, + beee,,
a= (i —r¢?), + (21) + 19)&, = (bke™ — bPeM)E, + (2bcker + 0)é,.

Ce upostevamo, da sta vektorski polji €, in €4 pravokotni, od tod dobimo:
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(2) Tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po stoznici z goris¢em v centru sile

p

r(9) = 1+ecose

S pomocjo Binetove formule izracunaj centralno silo in efektivni potencial.

Resitev: Binetova formula
a, = —Cou(u" + u)

povezuje obliko centralne sile in pa enacbo tira gibanja. Tir podamo v obliki r = r(¢), z

u pa nato ozna¢imo obratno vrednost razdalje tocke od centra sile oziroma u(¢) = ﬁ

Ce imamo dan tir tocke, lahko z odvajanjem in pa z uporabo Binetove formule ponavadi
brez vec¢jih tezav izracunamo, kaksna sila deluje nanjo. V kolikor pa imamo dano silo,

pa moramo za izracun tira resiti diferencialno enacbo drugega reda, kar pa je v sploSnem
dokaj tezko.

V naSem primeru je tir tocke stoznica r(¢) = m. Ce je € = 0 tako dobimo kroznico,
pri 0 < e < 1 elipso, pri € = 1 parabolo, pri € > 1 pa hiperbolo.

e=1"-_ ne>1
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Iz enakosti:

lahko sedaj izpeljemo

1 1 c2 o1
a, = —C3 — (1 +ecosp)? — = ——2. -
p p p T
Ce je tir tocke stoznica, mora torej biti sila obratno sorazmerna s kvadratom oddaljenosti
tocke od centra sile. Zanimiv poseben primer taksne sile je gravitacijska sila. Ce imamo
telesi z masama m in M >> m, lahko privzamemo, da je vecje telo skoraj pri miru v centru
sile, gibanje manjsega telesa pa obravnavamo kot gibanje v polju gravitacijske centralne
sile. Tir manjSega telesa je v tem primeru dolocen z energijo in pa vrtilno koli¢ino telesa
na naslednji nacin:
l2
p=—7
my
212FE
e=|1+—>,
mry

kjer je v = mMEk, Kk pa gravitacijska konstanta. Pospesek in sila nanj pa sta:

Mk
CLT<T) = —77
Y
V splognem je centralna sila definirana s predpisom F(r) = —V’(r), od koder dobimo, da

je gravitacijski potencial enak

Potencial ponavadi izberemo tako, da v neskonc¢nosti limitira proti nic.
Pri gibanju tocke v polju centralne sile igra pomembno vlogo efektivni potencial
l2

Veg(r) =V (r) + STl

Z uvedbo efektivnega potenciala lahko dinamiko tocke reduciramo na dinamiko parametra
r, saj velja
1

§m7"2 + Veg(r) = E.
Ce vemo, kaksen je efektivni potencial, lahko kvalitativno obravnavamo, kako se spreminja
oddaljenost tocke od centra sile, z integriranjem pa lahko tudi izracunamo r = r(t).
Spreminjanje polarnega kota lahko nato izracunamo s pomocjo Keplerjevega zakona

e

6==2.
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V primeru gravitacijske sile je efektivni potencial enak

v, P
Ver(r) = o + 2mr?’

Minimalna mozna energija tocke je enaka V., = —";Tf. Pri tej energiji je tir tocke

kroznica. Za energije V,;, < E < 0 se tocka giblje po elipsi, pri energiji £ = 0 po
paraboli, pri energijah £ > 0 pa po hiperboli.

A

Vit (1)
hiperbola
parabola:
elipsa W

kroznicatV

0

(3) Materialna tocka z maso m se giblje pod vplivom centralne sile s potencialom V' (r) = —2
po eliptiéni orbiti r(¢) = W#mb’ kjer je p = %, e=4/1+ %Qﬁ iny=mMH&s.

(a) Pokazi, da velja B = —L in v* = 2% (% — %), kjer je a velika polos elipti¢ne orbite.

(b) Opisi postopek prehoda iz krozne orbite s polmerom R; v krozno orbito s polmerom
Ry > R;.

Resitev: (a) Oznac¢imo z R; in Ry minimalno ter maksimalno oddaljenost tocke od centra
sil.

Ry Ry
centersile

Po eni strani potem velja Ry + Ry = 2a, iz enacbe orbite pa dobimo:

p
R, =
1 1+€7
p
R, —
2 1—c¢
0Od tod sledi 5
2a:R1+R2: P -+ b - s




Ce upostevamo vrednosti p in €, dobimo

_p I? o
a_l—EQ_m,y(_m?E)_ 2F"

my2

Energija tocke, ki se giblje po elipti¢ni orbiti pod vplivom gravitacijskega potenciala, je

tako enaka
~

—50
Vidimo, da je energija tocke odvisna samo od velike polosi elipse, ne pa tudi od njene
ekscentricnosti. Ker se skupna energija tocke med gibanjem ohranja, mora veljati

Od tod lahko izpeljemo formulo
Qg:@(l_i).
m \r 2a

(b) Opisimo najprej postopek prehoda med kroznima orbitama kvalitativno. Na zacetku
tocka krozi po kroznici s polmerom R; s konstantno hitrostjo. Ce ji ustrezno povecamo
hitrost v obodni smeri, se bo utirila v tako imenovano Hohmannovo prenosno elipti¢no
orbito, tako da bo v za¢etnem trenutku v njenem pericentru. Ko pride tocka do apocentra,
ji moramo Se enkrat ustrezno povecati hitrost, da se utiri v krozno orbito s polmerom R,.

A Ve( Rl)

m V1
Ry R;
.1 T
centersle/

V krozni orbiti s polmerom R; je hitrost tocke enaka: vi = e Ce jo hotemo utiriti v
elipti¢no orbito z apsidnima razdaljama R, in Ry, jo moramo v obodni smeri pospesiti do

hitrosti
2v (1 1

2 [ — —_— — —
UNM_m(& m+&)

Kvocient kvadratov hitrosti je enak

€

2 el = )
vy e Ry + Rs

2Rs
SRy = vy 2
ve(Fa) =1 R+ Ry

2y 1 1
’U2(R1> o m (R_l - R1+R2> 2R2

od koder sledi



V krozni orbiti s polmerom R, mora imeti tocka hitrost v = ;- Ko pride tocka

v apocenter elipticne orbite, jo moramo torej pospesiti s hitrosti v.(Ry) do hitrosti wvs.
Kvocient hitrosti je enak

’U% _ m’;%z _ R1 + R2
v2(R2) 2y (L 1 ) 2R,

Ry Ri+R2

|Ri+ R
UQZUG(RQ) %
1

Tocka z maso m se giblje pod vplivom centralne sile po lemniskati

r(¢) = ay/cos 29,

oziroma

kjer je a pozitivna konstanta.

(a) Doloéi centralno silo.

(b) Doloéi ¢as prihoda v center sil, ¢e je na zacetku tocka v apocentru in ima hitrost v.

Regitev: (a) Najprej si poglejmo skico lemniskate. V tem primeru tir tocke seka center
sile.

Y

center sile . ;a

Za izracun centralne sile bomo spet uporabili Binetovo formulo. 1z u(¢) = m dobimo

oy L. —25in2 _<_1 1 sin2g
ulo)= a (y/cos2¢)3 2) T a (v/cos2¢)3
in
v 1 2cos2¢(cos 2¢)2 — sin 2 - 3(cos 2¢)2 (—2sin 2¢)
wi(e) = a cos3 2¢ ’
1 2(cos2¢)3 + 3(cos 2¢)7 sin® 2¢
T a cos? 2¢) '



Pospesek tocke v radialni smeri je tako enak:
a, = —C3u*(u” + u),

Y 1 2(cos 2¢)3 + 3(cos 2¢)2 sin” 2¢ N 1 1
 a2cos20 \ a cos3 2¢ a +/cos2p |’

C? (2(008 2¢)2 + 3(cos 2¢)2 (1 — cos® 2¢) + (cos 2(]5)3)

" dBcos 2¢ cos3 2¢
C3 3(cos 2¢)2
@ cos 26 - cos? 20
3C3
a3(cos 20)3
3C2a*
7

)

Y

centralna sila pa
3mCZat

r7

F(r) =

(b) Za dolocanje casa, ki ga tocka porabi za pot med dvema tockama na svojem tiru, lahko
uporabimo Keplerjev zakon. Ce oznac¢imo z S ploscino lika, ki ga tocka opise na poti med
danima tockama, je cas, ki ga porabi za to pot, enak

28

T=—.
Co

Ce hotemo torej izracunati ¢as, ki ga tocka porabi, da pride iz apocentra v center sile,
moramo izra¢unati ploscino lika, ki ga opise med potjo.

r=a
center Sile‘ apocenter
Polovi¢na plosc¢ina lemniskate je enaka
1 % 1 % 2 us 2
Szé/o r2d¢:§/0 a20082¢dgb:azsin2¢;:az.

Preostane nam Se, da izrazimo Cj z zacetnim polozajem in z zacetno hitrostjo tocke. V
splosnem lahko hitrost tocke zapisemo v obliki

T = 7€, + 10E,.

V apocentru je tocka na maksimalni oddaljenosti od centra sile, zato je tam 7 = 0, kar
pomeni, da je

v:rgb.



Ce upostevamo se Keplerjev zakon rzé = (), dobimo iz dejstva, da je v apocentru r = a,
ZVez0
Co = va.

Cas, ki ga tocka porabi, da pride iz apocentra v center sile, je tako enak

T=2,
2v
Opomba 1:
Ce bi hoteli izracunati trajektorijo tocke, bi morali integrirati diferencialno enaébo
g _Co
r2  a?cos2¢’

pri za¢etnem pogoju ¢(0) = 0. To je diferencialna enacba z loéljivima spremenljivkama,
ki ima reSitev . o0
. 0
t) = —arcsin | —-1 | .
¢( ) 2 ( CL2 )

7 upostevanjem oblike tira od tod dobimo Se
403
r(t) = a\/1— a_40t2'

Efektivni potencial tocke pri gibanju v polju centralne sile F/(r) = —

Vea(r) = mCy (l - a_4> :

2 rz2 76

Opomba 2:

3mC2a?t
o

je enak

Ce se tocka giblje pod vplivom sile F', dobimo pri razli¢nih energijah razliéne oblike tira.
Obravnavali bomo primere, ko je 7(0) = 0 in ¢(0) = 0. To pomeni, da tocka zacne gibanje
v apocentru ali pa v pericentru. Gibanju po lemniskati ustreza primer, ko je skupna
energija tocke enaka E = 0, oziroma, ko je apsidna razdalja enaka r = a.

A
kroznica
Vmax
Vit (1)
AT
a]YI eﬁwni skata r
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Pri ostalih energijah dobimo tire, ki jih je v splosnem tezko analiticno izracunati. Tiri
so omejeni v primerih, ko je apsidna razdalja tocke manjsa od 7o = v/3a. Ko se apsidna
razdalja tira priblizuje r¢, se oblika tira priblizuje kroznici, pri apsidni razdalji ro pa je tir
tocke kroznica.

Tockam, ki lezijo desno od 7y na grafu efektivnega potenciala, ustrezajo neomejeni tiri.

arg

]

(5) Tocka z maso m se giblje z dano dvojno ploséinsko hitrostjo Cy pod vplivom centralne sile

= C2(1 + a?
Ay = - AL,

kjer je a pozitivna konstanta. V zacetnem trenutku je na oddaljenosti 7y od centra sil
pod kotom ¢ = 0 in ima radialno hitrost enako v, = % [zracunaj tirnico in trajektorijo
tocke.

Resitev: Zacetni polozaj in zacetna hitrost tocke sta:
F(O> = (TOv 0)7
Co C
7(0) = <ﬂ _0> _

o To

Obodno komponento hitrosti smo dobili z upostevanjem Keplerjevega zakona. Od tod
vidimo, da parameter a doloca kot med zacetno hitrostjo in pa abscisno osjo, saj je

1
tgh = —.
a

11



v(0)

>

center sile ro

Tir gibanja:
Radialni pospesek tocke je enak

C3(1+a?)
Ay = _07’—3 = —Cg(l + (1,2)U3.

Od tod z uporabo Binetove formule pridemo do diferencialne enacbe:

a, = —C2u(u" + u),
—C2(1 + a*)u® = —CJu*(u" +u),
(1+a*)u=u"+u,

2

v —a*u = 0.

Splosno resitev te diferencialne enacbe lahko zapisemo v obliki
u(¢) = Ae™® + Be .
Za dolocitev konstant A in B potrebujemo Se zacetna pogoja u(0) in u/(0). Direktno iz
predpostavk naloge sledi, da je
S r(0)  ro

Funkcija u'(¢) je v povezavi z obliko tira, ni pa v direktni povezavi s hitrostjo tocke.
Lahko pa jo izrazimo tudi na naslednji nacin

du du dt 0 —% P

u'(¢)

Tdedt do 5 % GF

Zacetna hitrost tocke v radialni smeri je enaka 7(0) = v,(0) = %, od koder dobimo

7“0.

7 upostevanjem zacetnih pogojev dobimo sistem enach, ki mu zadoscata A in B:

1
u(0) =A+ B =—,
To
u'(0) = aA —aB = —
To
Resitev tega sistema je A =0, B = % Sledi
(@) = roe™.
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Tir materialne tocke je torej logaritmicna spirala.

A

center sile] 1o /

Trajektorija gibanja:

Pri dolocanju trajektorije gibanja nas ne zanima samo kaksno krivuljo opise tocka med
gibanjem, ampak tudi kako se (v odvisnosti od ¢asa) giblje po njej. Ce poznamo tir tocke,
lahko njeno trajektorijo dobimo z upostevanjem Keplerjevega zakona

7’2¢ = O().
V primeru, ko je r(¢) = roe®, pridemo do diferencialne enacbe z lo¢ljivimi spremenljivkami

Co

0= ra3e2ad’
C
% dop = 3 dt,
o
1 C
— % = —2075 + A.
2a o

Ker je ¢(0) =0, je A= %, trajektorija tocke pa je podana s predpisom

6(t) = —In (2a§0t+ 1> ,

2a r§

12aC
r(t):?"o a20t+1.
To

13



