
NUMERI�NA LINEARNA ALGEBRA

1. kolokvij

2.2.2009

1. Uporabi Halleyevo metodo

xr+1 = xr −
f(xr)

f ′(xr)−
f ′′(xr)f(xr)

2f ′(xr)

za iskanje ni£le funkcije f(x) = xn − a, n > 1.

(a) Zapi²i iteracijsko funkcijo in pokaºi, da je konvergenca kubi£na.
Iteracijska funkcija je

g(x) = x− xn − a
nxn−1 − (n−1)

2 (xn−1 − x−1)
.

Pri odvajanju bomo upo²tevali f(a) = 0, f ′(a) = nan−1, f ′′(a) = (n − 1)f ′(a)a−1,
f ′′′(a) = (n− 1)(n− 2)f ′(a)a−2, f (4)(a) = (n− 1)(n− 2)(n− 3)f ′(a)a−3.

Ozna£imo

g(x) = x− f(x)
f ′(x)− h(x)

, kjer je h(x) =
f ′′(x)f(x)

2f ′(x)
.

Ra£unajmo

g′(x) = 1− f ′(x)
f ′(x)− h(x)

+ f(x)
f ′′(x)− h′(x)

(f ′(x)− h(x))2
.

Dobimo g′(a) = 1 − f ′(a)
f ′(a) = 0. Upo²tevali smo f(a) = 0 in h(a) = 0. Izra£unati

moramo ²e

h′(x) =
f ′′′(x)f(x) + f ′′(x)f ′(x)

2f ′(x)
− f ′′(x)2f(x)

2f ′(x)2
.

Ugotovimo ²e h′(a) = (n−1)a−1f ′(a)2

2f ′(a) = n−1
2 f ′(a)a−1.

Ra£unajmo

g′′(x) = − f ′′(x)
f ′(x)− h(x)

+ f(x)
(
f ′′(x)− h′(x)

(f ′(x)− h(x))2

)′
+ 2f ′(x)

f ′′(x)− h′(x)
(f ′(x)− h(x))2

.

Ozna£imo ²e

u(x) =
f ′′(x)− h′(x)

(f ′(x)− h(x))2
.

Velja u(a)f ′(a) = n−1
2 a−1. Tako imamo

g′′(x) = − f ′′(x)
f ′(x)− h(x)

+ f(x)u′(x) + 2f ′(x)u(x).

Ko vstavimo a, dobimo

g′′(a) = −(n− 1)f ′(a)a−1

f ′(a)
+ 2

n− 1
2

a−1 = 0.



Izra£unati moramo ²e h′(x), izpustili bomo vse £lene z f(x), saj so enaki 0.

h′′(x) =
2f ′′′(x)f ′(x) + f ′′(x)2

2f ′(x)
− f ′′(x)2f ′(x)

2f ′(x)2
− f ′′(x)2f ′(x)

2f ′(x)2
+ f(x) ∗ r(x).

Tako dobimo

h′′(a) =
1
2
(n− 1)2f ′(a)a−2 − 1

2
(n− 1)2f ′(a)a−2 =

1
2
(n− 1)(n− 3)f ′(a)a−2.

Z enakim postopkom izra£unajmo ²e g′′′(x). Velja u(a)f ′(a) = n−1
2 a−1.

g′′′(x) = − f ′′′(x)
f ′(x)− h(x)

+ 3f ′′(x)u(x) + 3f ′(x)u′(x) + f(x) ∗ r(x).

Izra£unati moramo ²e u′(a).

u′(x) =
f ′′′(x)− h′′(x)
(f ′(x)− h(x))2

− 2
(f ′′(x)− h′(x))2

(f ′(x)− h(x))3
.

Dobimo
u′(a)f ′(a) =

1
2
(n− 1)2a−2 − 1

2
(n− 1)2a−2 = 0.

Dobili smo

g′′′(a) = −(n− 1)(n− 2)a−2 +
3
2
(n− 1)a−1n− 1

2
a−1 6= 0.

(b) Naredi dva koraka za a = 15, n = 5 in za£etni pribliºek x0 = 1.8. Vmesne rezultate
zapi²i na 5 decimalk natan£no. x1 = g(1.8) = 1.71911, x2 = g(x1) = 1.71877.

2. Naredi LU razcep z delnim pivotiranjem matrike

A =

3 −1 5
3 2 2
4 1 3

 .
Poi²£i permutacijsko matriko P in matriki L in U, da velja PA = LU. S pomo£jo razcepa
poi²£i inverz matrike A.

Ra£unajmo

A =

3 −1 5 1 0 0
3 2 2 0 1 0
4 1 3 0 01

 1l3→

4 1 3 0 0 1
3 2 2 0 1 0
3 −1 5 1 0 0

 G→

4 1 3 0 0 1
0 5

4 −1
4 0 1 −3

4
0 −7

4
11
4 1 0 −3

4


2l3→

4 1 3 0 0 1
0 −7

4
11
4 1 0 −3

4
0 5

4 −1
4 0 1 −3

4

 G→

4 1 3 0 0 1
0 −7

4
11
4 1 0 −3

4
0 0 12

7
5
7 1 −9

7

 inverz→

4 1 3 0 0 1
0 −7

4
11
4 1 0 −3

4
0 0 1 5

12
7
12 −3

4


inverz→

4 1 3 0 0 1
0 −7

4
11
4 1 0 −3

4
0 0 1 5

12
7
12 −3

4

 inverz→

4 1 0 −5
4 −7

4
13
4

0 −7
4 0 − 7

48
77
48

21
16

0 0 1 5
12

7
12 −3

4





inverz→

4 1 0 −5
4 −7

4
13
4

0 1 0 1
12

11
12 −3

4
0 0 1 5

12
7
12 −3

4

 inverz→

−1
3 −2

3 1
1
12

11
12 − 9

12
5
12

7
12 − 9

12


0 0 0

0 0 0
0 0 0

 1l3→

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 G→

1 3
4 0

0 0 0
3
4 0 0

 2l3→

1 0 0
3
4 0 0
3
4 0 0

⇒

1 0 0
3
4 1 0
3
4 −5

7 1

 = L

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1l3→

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 2l3→

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 = P

3. Dan je sistem m+ n ena£b za m+ n neznank[
I A
AT −I

] [
y′

x′

]
=
[
b
c

]
,

kjer je A ∈ Rm×n, b ∈ Rm in c ∈ Rn. Pokaºi, da velja:

(a) Matrika sistema je nesingularna.
Moºnih je ve£ re²itev. �e izra£unamo kvadrat matrike, dobimo[

I A
AT −I

] [
I A
AT −I

]
=
[
I +AAT 0

0 I +ATA

]
.

Matriki AAT in ATA sta obe de�nitni in imata lastne vrednosti ve£je ali enake 0.
Upo²tevamo ²e, da so lastne vrednosti matrike B + I ravno lastne vrednosti matrike
B + 1. Velja namre£ (I +B)x = x+Bx = x+ λx = (1 + λ)x.
Druga moºnost je, da pokaºemo trivialnost jedra. Zapi²emo ena£be po blokih in
dobimo

y +Ax = 0
AT y − x = 0

Iz prve ena£be izrazimo y z x in dobimo, da bi moralo veljati

−(ATA+ I)x = 0.

(b) Pokaºi, da x′ minimizira
||Ax− b||22 + ||x+ c||22.

Zapi²imo blo£no

||Ax− b||22 + ||x+ c||22 = ||
[
Ax− b
x+ c

]
||2 = ||

[
A
I

]
x−

[
b
−c

]
||2

Zdaj lahko tvorimo normalni sistem[
AT I

] [A
I

]
x =

[
AT I

] [ b
−c

]
= (ATA+ I)x = AT b− c.

Iz ena£b zgoraj pa dobimo

y +Ax = b

AT y − x = c.

Iz prve ena£be izrazimo y = b−Ax in vstavimo v drugo. Dobimo

AT b−ATAx− x = c↔ (ATA+ I)x = AT b− c.



4. Dana sta vektorja x, y ∈ Rn. Zapi²i ekonomi£en algoritem za LU razcep matrike A = I+xyT

brez pivotiranja.

(a) Poi²£i LU razcep za primer n = 3. Naredimo razcep za n = 3. Velja

A = I + xyT =

1 + x1y1 x1y2 x1y3

x2y1 1 + x2y2 x2y3

x3y1 x3y2 1 + x3y3



=

 1
x2y1

1+x1y1
1

x3y1

1+x1y1

x3y2

1+x1y1+x2y2
1

1 + x1y1 x1y2 x1y3
x2y2

1+x1y1
+ 1 x2y3

1+x1y1
x3y3

1+x1y1+x2y2
+ 1


(b) S pomo£jo prej²nje to£ke in uporabe indukcije poi²£i LU razcep za splo²en primer. Iz

prej²nje to£ke razberemo

lij =
xiyj

1 +
∑j

k=1 xkyk

uij =
xiyj

1 +
∑i−1

k=1 xkyk

Zapi²imo

An+1 =
[
Ln 0
lT 1

] [
Un u
0 uu

]
=
[
LnUn Lnu
lTUn uu

]
.

Iz enoli£nosti LU razcepa dobimo LnUn = An. Re²imo sistem Lnu =
[
x1yn+1 . . . xnyn+1

]T
in dobimo, da u zado²£a na²i predpostavki, saj smo analogen sistem re²ili ºe za prej²nji
stolpec. Podobno re²imo ²e sistem

lTUn =
[
xn+1y1 . . . xn+1yn

]
in dobimo, da l zado²£a na²i predpostavki, saj smo analogen sistem re²ili ºe prej.
Izra£unamo ²e lTu+ 1 = uu. Ugotovimo, da velja un+1,n+1 = uu.

n∑
i=1

xiyixn+1yn+1

(1 +
∑i

k=1 xkyk)(1 +
∑i−1

k=1 xkyk)
+ uu = 1 + xn+1yn+1

(
n−1∑
i=1

xiyixn+1yn+1

(1 +
∑i

k=1 xkyk)(1 +
∑i−1

k=1 xkyk)
+ 1 +

xn+1yn+1

1 +
∑n−1

k=1 xkyk

)

+
xnynxn+1yn+1

(1 +
∑n

k=1 xnyn)(1 +
∑n−1

k=1 xkyk)
−

(
1 +

xn+1yn+1

1 +
∑n−1

k=1 xkyk

)
+ uu = 1 + xn+1yn+1

1 + xn+1yn+1 +
xn+1yn+1

1 +
∑n−1

k=1 xkyk

xnyn − 1−
∑n

k=1 xkyk∑n
k=1 xkyk

− 1 + uu = 1 + xn+1yn+1.

Tako dobimo
uu = 1 +

xn+1yn+1

1 +
∑n

k=1 xkyk
.

(c) Zapi²i algoritem in pre²tej ²tevilo operacij.



s0 = 1;
for i = 1 : n do

si = si−1 + xiyi;
pi = yi

si
;

qi = xi
si−1

;

end

for i = 2 : n do

for j = 1 : i-1 do

lij = xipj ;
end

uii = si
si−1

;

for j = i+1 : n do
uij = qiyj ;

end

end

for i = 1 : n do
u1i = x1yi;

end

u11 = 1 + u11;
�tevilo operacij je n2 + 1 + 4n− 1 = n2 + 4n.


