NUMERICNA LINEARNA ALGEBRA

1. kolokvij
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1. Uporabi Halleyevo metodo
N L (21
fllar) = — =

2f"(zr)
za iskanje nicle funkcije f(x) = 2™ —a, n > 1.

(a) Zapisi iteracijsko funkcijo in pokazi, da je konvergenca kubicna.
Iteracijska funkcija je

" —a

nan—1 _ (ngl) (211 — xfl).

g(a) ==z~

Pri odvajanju bomo upogtevali f(a) = 0, f'(a) = na™ !, f"(a) = (n — 1)f'(a)a™*
f"(a) = (n=1)(n—2)f'(a)a”?, fP(a) = (n — 1)(n —2)(n — 3)f'(a)a?

Oznadimo

@ @ @)
MO =2 iy 9 MO = oy
Racunajmo
N 2o @)~ K
9@ =1 Fay—nw O —he)r

Dobimo ¢'(a) = 1 — fla Upostevali smo f(a) = 0 in h(a) = 0. Izracunati

moramo Se e
(@) f (@) + (@) f(x) f”(x)2f($)'

i) = 2(2) 2 (@)
Ugotovimo Se h/(a) = W =L f(a)a™?
Racunajmo
P (@ =W L )~ )
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Oznadimo Se
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Velja u(a) f'(a) = 25*a~!. Tako imamo
" _ f'(z) ) ( NVl
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Ko vstavimo a, dobimo




I[zra¢unati moramo e h'(z), izpustili bomo vse ¢lene z f(x), saj so enaki 0.
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Tako dobimo
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W(@) = L= DR (@a? L= 102 (@)a™® = (= 1)(n— ) (@)a >
7 enakim postopkom izracunajmo se g"”(x). Velja u(a)f'(a) = %5ta~!.
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Izra¢unati moramo Se u'(a).

mee) — bz ") — B (x))2
iy = L@ @) () @)

+3f"(x)u(x) + 3f (x)u (z) + f(x) * r(z).

(f'(x) = h(z))>  — (f'(x) = h(=z))*

Dobimo 1 1
u'(a)f'(a) = i(n —1)2%a72 - i(n — 122 =0.
Dobili smo

_1n—

d"(a)=—(n—1)(n—2)a %+ ;(n —1)a 5 1a_1 # 0.

(b) Naredi dva koraka za a = 15,n = 5 in zacetni priblizek o = 1.8. Vmesne rezultate
zapidi na 5 decimalk natancno. x; = ¢g(1.8) = 1.71911, 9 = g(x;) = 1.71877.

2. Naredi LU razcep z delnim pivotiranjem matrike
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Poi3¢i permutacijsko matriko P in matriki L in U, da velja PA = LU. S pomodjo razcepa
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3. Dan je sistem m + n enacb za m + n neznank
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kjer je A € R™*™ b € R™ in ¢ € R™. Pokazi, da velja:

(a)

Matrika sistema je nesingularna.
Moznih je ve¢ resitev. Ce izra¢unamo kvadrat matrike, dobimo

I Al[I Al [I+AAT 0

AT AT 1| 0 I+ ATA|-
Matriki AAT in AT A sta obe definitni in imata lastne vrednosti vecje ali enake 0.
Upostevamo Se, da so lastne vrednosti matrike B + I ravno lastne vrednosti matrike
B + 1. Velja namre¢ (I + B)r =x+ Bx =z + Ax = (1 + \)z.
Druga moZnost je, da pokazemo trivialnost jedra. ZapiSemo enacbe po blokih in
dobimo

y+Az = 0
ATy—z = 0
Iz prve enache izrazimo y z x in dobimo, da bi moralo veljati
—(ATA+ D)z =0.
PokaZi, da x’ minimizira
| Az —b[3 + [|« + c[[3-

Zapigimo blo¢no

A b
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Zdaj lahko tvorimo normalni sistem

AT 1] m r=[AT 1] [ bc] — (ATA+ Do = AT —c
Iz enacb zgoraj pa dobimo
y+Ax = b
Aty —2 = ¢

Iz prve enache izrazimo y = b — Az in vstavimo v drugo. Dobimo

AT —ATAz —2x=c— (ATA4+ Dz = ATbh —c.



4. Dana sta vektorja z,y € R". Zapiii ekonomicen algoritem za LU razcep matrike A = I+xy”
brez pivotiranja.

(a) Poiséi LU razcep za primer n = 3. Naredimo razcep za n = 3. Velja

1+ x5 T1Y2 T1Y3
A=1T+ xyT = Toy1 1+ zoys T2Y3
T3Y1 T3Y2 1+ z3ys3
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I4+z1y1  1+ziy1+z2y2 . 1+z1y1+x2Y2

(b) S pomodjo prejinje toc¢ke in uporabe indukcije poisci LU razcep za sploSen primer. Iz
prejsnje tocke razberemo
LiYj
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LiYj
i—1
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lij =

Zapisimo
A _|Ln O Uy wu| |LyU, Lyu
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Iz enoli¢nosti LU razcepa dobimo L, U,, = A,,. Resimo sistem L,u = [$1yn+1 :BnynH]

in dobimo, da v zado$¢a nasi predpostavki, saj smo analogen sistein resili Ze za prejsnji
stolpec. Podobno re§imo Se sistem

lTUn = [xn+1y1 .. anrlyn]

in dobimo, da [ zadoS¢a nasi predpostavki, saj smo analogen sistem reSili Ze prej.
Izra¢unamo e [Tu + 1 = wu. Ugotovimo, da velja up41,n+1 = vt.
n
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Tako dobimo
Tn+1Yn+1

1+ ZZ:1 LYk

(¢) Zapisi algoritem in prestej Stevilo operacij.



so=1;
fori=1:ndo
8i = Si—1 + Ti¥i;

C— Yi.
Pi =
P — 1 .
Q’L - Si—1’
end

fori =2 : ndo
forj=1:41do

lij = x;pj;
end
i = 7
for j = i+1 : ndo
Uij = 4iYj;
end
end
fori=1:ndo
U1 = T1Yi;
end

uin = 14 uig;
Stevilo operacij je n? + 1+ 4n — 1 = n? + 4n.



