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QR algoritem za nesimetricne matrike

Dana je matrika A € R™"

Osnovna varianta

Ao = A
k=0,1,...:
Ak = QR (izracunaj QR razcep)
Aky1 = RiQx
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Osnovna varianta

Ao = A
k=0,1,...:
Ak = QR (izracunaj QR razcep)
Aki1 = ReQr = QT AcQx

En korak osnovne QR iteracije porabi O(n?) operacij
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QR algoritem za nesimetricne matrike

Dana je matrika A € R™"

Osnovna varianta

Ao = A

k=0,1,...:
Ak = QR (izracunaj QR razcep)
Aki1 = ReQr = QT AcQx

En korak osnovne QR iteracije porabi O(n?) operacij

Matrika Ay skonvergira proti realni Schurovi formi.
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Redukcija na Hessenbergovo obliko

Matriko najprej z ortogonalno podobnostno transformacijo pretvorimo v zgornjo
Hessenbergovo obliko, ki se ohranja med QR iteracijo.

Stevilo operacij je 2n® 4+ O(n?) oziroma $n® + O(n?) &e potrebujemo tudi Q.

Ko ima A Hessenbergovo obliko, porabimo za en korak QR iteracije le O(n?)
operacij.

Predpostavimo lahko, da je Hessenbergova matrika ireducibilna.
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Redukcija na Hessenbergovo obliko

Matriko najprej z ortogonalno podobnostno transformacijo pretvorimo v zgornjo
Hessenbergovo obliko, ki se ohranja med QR iteracijo.

Stevilo operacij je 2n® 4+ O(n?) oziroma $n® + O(n?) &e potrebujemo tudi Q.

Ko ima A Hessenbergovo obliko, porabimo za en korak QR iteracije le O(n?)
operacij.

Predpostavimo lahko, da je Hessenbergova matrika ireducibilna.

Subdiagonalni element 3,@1,; matrike Ay proglasimo za 0, ko zadosca kriteriju

k k
|2t ol < e(laf?] + |88 i)

kjer je e = O(u) izbrana toleranca.

Bor Plestenjak (NLA) Implicitni QR 24. marec 2013



QR iteracija s premiki

S premiki pospesimo konvergenco.

Varianta s premiki

Ao = A
k=0,1,...:
izberi premik oy
Ak — okl = QxR (izracunaj QR razcep)
Ak+1 = Rk Qx + okl

Bor Plestenjak (NLA) Implicitni QR 24. marec 2013



QR iteracija s premiki

S premiki pospesimo konvergenco.

Varianta s premiki

Ao = A
k=0,1,...:
izberi premik oy
Ak — okl = QxR (izracunaj QR razcep)
Aki1 = ReQx + okl = QF AcQx
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QR iteracija s premiki

S premiki pospesimo konvergenco.

Varianta s premiki

Ao = A
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QR iteracija s premiki

S premiki pospesimo konvergenco.

Varianta s premiki

Ao = A

k=0,1,...:
izberi premik oy
Ak — okl = QxR (izracunaj QR razcep)
Aki1 = ReQx + okl = QF AcQx

Pri enojnih premikih izberemo o = al).

Enojni premiki niso dobri za kompleksne lastne vrednosti. Tu so boljSi dvojni
premiki.
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Dvojni oz. Francisov premik

Vzamemo lastni vrednosti a%k),aék) (lahko sta tudi kompleksni) podmatrike

RO Sk
An—1:nn—-1:n)= "(’kl)’"*l ”(kl)*" ,
ann-1 ann

n7

in naredimo dva premika v enem koraku:

A — agk)l = QxR (izraunaj QR razcep)
Al = RiQi + o§k)/

Al — agk)l = QR (izraCunaj QR razcep)
Arp1 = RLQ + o1
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Dvojni oz. Francisov premik

Vzamemo lastni vrednosti a%k),aék) (lahko sta tudi kompleksni) podmatrike

RO Sk
An—1:nn—-1:n)= "(’kl)’"*l ”(kl)*" ,
ann-1 ann

n7

in naredimo dva premika v enem koraku:

A — agk)l = QxR (izraunaj QR razcep)

Al = RiQi + JY()/

Al — agk)l = Q,:R,’(k(izraéunaj QR razcep)

A1 = RLQ) + 0391 = QP ALQL = Q) QI Ak @,
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Dvojni oz. Francisov premik

Vzamemo lastni vrednosti a%k),aék) (lahko sta tudi kompleksni) podmatrike

(k)1 . Sk )1
Ai(n—=1:nn—-1:n)= Intin—1 - ,
: L W
in naredimo dva premika v enem koraku:

A — agk)l = QkRk (izraunaj QR razcep)

Al = RkQx + o3 (k)

A, — o1 = Q,R] (izratunaj QR razcep)
Acst = RLQ) + o1 = QP ALQ) = Q' Q' A k@,

IzkaZe se, da velja
QuQLRLRe = A2 — (0 + o8N AL + 0ol 1 =2 N,

in potrebujemo le QR razcep realne matrike Nj.
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Izrek o implicitnem Q

lzrek (Implicitni Q)

Ceje Q =[q1 --- qn] taka ortogonalna matrika, da je QT AQ = H ireducibilna
Hessenbergova matrika, potem so stolpci qa, . . ., q, do predznaka natancno
doloceni s q.
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Izrek o implicitnem Q

lzrek (Implicitni Q)

Ceje Q =[q1 --- qn] taka ortogonalna matrika, da je QT AQ = H ireducibilna
Hessenbergova matrika, potem so stolpci qa, . . ., q, do predznaka natancno
doloceni s q.

Posledica: v QR algoritmu velja Axy1 = QJ AcQk, matrika Ay, 1 pa je zgornja
Hessenbergova. Ce poznamo prvi stolpec Q, lahko Ay izraCunamo brez tega,
da bi racunali celoten QR razcep matrike Ag.
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Izrek o implicitnem Q

lzrek (Implicitni Q)

Ceje Q =[q1 --- qn] taka ortogonalna matrika, da je QT AQ = H ireducibilna
Hessenbergova matrika, potem so stolpci qa, . . ., q, do predznaka natancno
doloceni s q.

Posledica: v QR algoritmu velja Axy1 = QJ AcQk, matrika Ay, 1 pa je zgornja
Hessenbergova. Ce poznamo prvi stolpec Q, lahko Ay izraCunamo brez tega,
da bi racunali celoten QR razcep matrike Ag.
Tako dobimo implicitno QR iteracijo.

@ pri enojnem premiku potrebujemo le prvi stolpec matrike Ay — o/,

@ pri dvojnem premiku potrebujemo le prvi stolpec matrike

Ny = Ai — (U:(lk) + oék))Ak + agk)agk)/.
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Implicitna QR iteracija z enojnim premikom

Ce je prvi stolpec ortogonalne matrike Q normiran prvi stolpec A, — o/ in je
Q,(TAka zgornja Hessenbergova, je po izreku Axi1 = Q,(TAk Q.

Matriko Qx dobimo kot produkt Givensovih rotacij Qx = Ri2Ro3 -+ Ra—1,n.
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Implicitna QR iteracija z enojnim premikom

Ce je prvi stolpec ortogonalne matrike Q normiran prvi stolpec A, — o/ in je
Q,(TAka zgornja Hessenbergova, je po izreku Axi1 = Q,(TAk Q.

Matriko Q4 dobimo kot produkt Givensovih rotacij Qx = Ri2Ro3 - Rp—1,,. Prva
rotacua Ri2 je doloCena s prvim stolpcem Ay — o/, ostale pa dolocimo tako da je
Q[ AxQx zgornja Hessenbergova. Ce je namred

C1 S1
—S1 C1
Ri2 = 1 ,
1
potem je
Cl >< oo P X
-5 X X
Qx = RiaRa3 - Ry—10 = X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X
X X X X X

Ak = X X X X
X X X

X X
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R Ak = X X X X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X
X X X X X

ngAlez =4+ X X X X
X X X

X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X
X X X X X

Rys R ARy = X X X X
X X X

X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

Bor Plestenjak (NLA) Implicitni QR 24. marec 2013



Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

x
x
Rys R Ak Ri2 Ros =

+ X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

C1 X X
— 5 X X
R12 R23 = X X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X

X X X X X

Ry, Ry R AR R3 = X X X X
X X X

X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

C1 X X
-5 X X
R12Ro3 = X X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X
X X

T T pT
RagRozRipAkR12Ro3 R = x

4+ X X X X
X X X X X
X X X X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

g X X X

-5 X X X

Ri2Rx3R3q = X X X
X X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X
X X X X X

T pT pT pT _
R45R34R23R12AkR12R23R34 = X X X X
X X X
X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

C1 X X X

-5 X X X

Ri2Rx3R3q = X X X
X X
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Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X

X X X X X

Rys Ray R R AL R1a Ry3 Rag Rys = X X x X
X X X

X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

a X X X X

—5 X X X X

Ri2R23 R34 Ras = X X X X
X X %

X X

Bor Plestenjak (NLA) Implicitni QR 24. marec 2013 8 /13



Premikanje grbe

Poglejmo algoritem t.i. premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X X X X
X X X X X
Rys Ray R R AL R12 Ry3 Rag Rys = X x X x| =Akg.
X X X
X X

Nenicelni element, oznacen s +, je grba, ki jo z rotacijami pomikamo navzdol.

Dobljena zgornja Hessenbergova matrika je po izreku o implicitnem Q enaka Ay ;.

a X X X X
—5 X X X X
Ri2R23 R34 Ras = X x  x x| =G
X X X
X X
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Implicitna QR iteracija z dvojnim premikom

Ce je prvi stolpec ortogonalne matrike @, normiran prvi stolpec
Ny = A — (J:(lk) + O’ék))Ak + Jgk)agk)l
in je Q] AcQx zgornja Hessenbergova, je po izreku Axi1 = Q AxQx.

Qx dobimo kot produkt Householderjevih 3 x 3 zrcaljenj Qx = P1Ps--- P,_1, kjer
je zrcaljenje Py doloceno s prvim stolpcem N, ostala pa dolo¢imo tako, da je
QkTAka zgornja Hessenbergova.

P; ima obliko

X X
X X
X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X

X X X X X X

Ak _ X X X X X
X X X X

X X X

X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
+ X X X X X
P Ak =

X X X X
X X X
X X

X X X

X X X

X X X%

P = .
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
—+ X X X X X
PLAP Tl o+ x x x x
X X X
X X

X X X

X X X

X X X

P, = 1
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
P, Py APy — OO
X X X
X X
1
X X X
X X X
Py =
X X X
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X x X
X X X X x X
X X X X X
PP AP P, =
+ x X x X
+ 4+ x x X
X X
1
X X X
X X X
P, =
X X X
1
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
P3Py P1AKP1 Py = s w
+ X x X
X X
1
1
X X X
Ps =
X X X
X X X
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
P3Py P1 APy PP = v o«
+ X X X
+ + x X
1
1
X X X
Ps =
X X X
X X X
1
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
P4P3Py P A, PP P =
4321 AKF1rF2r3 % % X X
X X X
+ X X
1
1
1
P:
4 X X X
X X X
X X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
xX X X X X
PyP3PyPLA PP P3P, =
4F3F2r 1Ak Ir1m2m34 % % X X
X X X
+ x X
1
1
1
P:
4 X X X
X X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
PsPyP3 PP AcPiPo P3Py = % % x
X XX
X X
1
1
1
Ps = 1
X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
PsPyP3PyP1 AP P2 P3Py Ps = % %
X XX
X X
1
1
1
Ps = 1
X X
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Premikanje 2 x 2 grbe

Poglejmo korak implicitnega QR z dvojnim premikom na primeru matrike 6 x 6.

X X X X X X
X X X X X X
PsP4PsPoP1 AP Py P3Py Py = T T T = A
X X X X
X X X
X X

Dobljena zgornja Hessenbergova matrika je po izreku o implicitnem Q enaka Ax.1.
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Podrobnosti

Prvi stolpec matrike Ny ima obliko

3%1 + aipary —sai +t
az(a;1 + axn —s)

da1d32
0 ,

kjer sta

S = ap-1,n-1 + ann
t = dn—1,n—14nn — dn—1,ndn,n—1-

Ce delamo QR algoritem na implicitni nacin, lahko en korak z dvojnim premikom

izvedemo v O(n?) operacijah.
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Prvi stolpec matrike Ny ima obliko

3%1 + aipary —sai +t
az(a;1 + axn —s)

da1d32
0 ,

kjer sta

S = ap-1,n-1 + ann
t = dn—1,n—14nn — dn—1,ndn,n—1-

Ce delamo QR algoritem na implicitni nacin, lahko en korak z dvojnim premikom
izvedemo v O(n?) operacijah. Bolj podrobno, en korak stane 10n? operacij, ¢e
ra¢unamo le A,y in $e dodatnih 10n? operacij, ¢e posodobimo $e matriko Q.
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Konvergenca

QR algoritem je obratno stabilen.

Za izradunano realno Schurovo formo T obstaja taka ortogonalna matrika Q, da je
QTA+E)Q=T,

kjer je || Ell2 =~ ||All2u.
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Konvergenca

QR algoritem je obratno stabilen.

Za izradunano realno Schurovo formo T obstaja taka ortogonalna matrika Q, da je
QTA+E)Q=T,

kjer je || Ell2 =~ ||All2u.

Celoten algoritem (z redukcijo na Hessenbergovo obliko vred) v povpreéju
potrebuje 10n3 operacij, e ra¢unamo le realno Schurovo formo T, oziroma 25n3
operacij, ¢e potrebujemo Se prehodno ortogonalno matriko Q.

V povprecju potrebujemo dve Francisovi iteraciji, da pridobimo nov 1 x 1 ali 2 x 2
diagonalni blok. Konvergenca v blizini lastne vrednosti je kvadrati¢na.
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Kaj se manjka do popolnosti?

QR algoritem z dvojnimi premiki je trenutno najboljsi algoritem za nesimetri¢ne
matrike in se trenutno uporablja v Matlabu in Lapacku. Sodobne verzije pa
vsebujejo Se nekaj izboljsav:

@ Sledimo hkrati ve¢ sosednjih grb 2 x 2. Prednost je, da potem lahko vec
operacij izvedemo z bloki matrik in tako pridobimo na ucinkovitosti.

@ Agresivna deflacija. Z boljSimi ocenami lahko subdiagonalne elemente Ze prej
proglasimo za 0 in izlo¢imo manjSe diagonalne bloke.
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Kaj se manjka do popolnosti?

QR algoritem z dvojnimi premiki je trenutno najboljsi algoritem za nesimetri¢ne
matrike in se trenutno uporablja v Matlabu in Lapacku. Sodobne verzije pa
vsebujejo Se nekaj izboljsav:

@ Sledimo hkrati ve¢ sosednjih grb 2 x 2. Prednost je, da potem lahko vec
operacij izvedemo z bloki matrik in tako pridobimo na ucinkovitosti.

@ Agresivna deflacija. Z boljSimi ocenami lahko subdiagonalne elemente Ze prej
proglasimo za 0 in izlo¢imo manjSe diagonalne bloke.

Dodatne informacije npr. na

http://www2.cs.cas.cz/harrachov/slides/Kressner.pdf
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