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Metoda deli in vladaj

Pred metodo RRR je bila to najhitrejSa metoda za ireducibilne simetri¢ne
tridiagonalne matrike velikosti n > 25.
Ideja metode deli in vladaj v grobem je:

@ problem razdelimo na dva manjsa podproblema, ki ju resSimo rekurzivno z isto
metodo,

@ iz reSitev podproblemov izraCunamo resitev originalnega problema.
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Za m =~ n/2 razdelimo T kot

0 T
kjer je
a b amy1 — bm  bmi1
T, = by - - L Ty = bmt1 aAm+2
am—1 bmfl . . bnfl
bm_1 am — bm b1 an
in

v=en+em1=[0---0110---0]".
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_ | 0 T
T{O TJermvv

Za simetri¢ni tridiagonalni matriki Ty, T, obstajata ortogonalni matriki Qq, Q> in
diagonalni matriki Dy, D,, da je T; = QlDlQlT in To, = QzDngT.
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Za simetri¢ni tridiagonalni matriki Ty, T, obstajata ortogonalni matriki Qq, Q> in
diagonalni matriki Dy, D,, da je T; = QlDlQlT in To, = QzDngT.
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_|Tx O T
T{O TJermvv

Za simetri¢ni tridiagonalni matriki Ty, T, obstajata ortogonalni matriki Qq, Q> in
diagonalni matriki Dy, D,, da je T; = QlDlQlT in To, = QzDngT.

@& 0 D; 0 -\ [Qf o0
=3 g (15 o o) [T
U= QlT 0 v = Ql(mv:)T
“lo o))

Ce diagonaliziramo D + by,uu” = QAQ'T, kjer je D = {Dol 8 ] potem je
)

kjer je

T = QAQT za Q = {%1 82] Q.
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Algoritem v grobem

Zacetni podatek je ireducibilna tridiagonalna simetricna matrika 7. Algoritem
vrne diagonalno matriko A in ortogonalno matriko Q da je T = QAQT.

Osnovna varianta metode deli in vladaj

[Q, N]=deli_in_vladaj(T)
Ce je T velikosti 1 x 1, potemvrni Q =1, A= T

sicer ~ &
] 1
razdeli T = 0 T
[@1, D1]=deli_in_vladaj(T;)
[@Q2, Dy]=deli_in_vladaj(T>)
iz Q1, @, Dy, Dy izradunaj D + byuu’
izra¢unaj lastne vrednosti A in vektorje Q' za D + bpuu”

_ @ 0 /
o=[% 3o

] + by
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ReSevanje lastnega problema za D + puu”

Najprej uredimo diagonalne elemente D tako, da je d, < d,—1 < -+ < d;i. Seveda

ustrezno preuredimo tudi elemente vektorja u.

Lema (o razpadanju)

Naj bo A= D + puu’, kjer je D = diag(dy,...,d,), dy < dp 1 <--- < dy in

u={[uy - uy)’.

a) Ce je di = diy1 je d; lastna vrednost matrike A, lastni vektor pa je

— T
u,-e,~+1—u,-+1e,-—[0 -+ 0 — Ujt1 ui0 .- O] .

b) Ce je u; = 0 je d; lastna vrednost matrike A, lastni vektor pa je e;.
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ReSevanje lastnega problema za D + puu”

Najprej uredimo diagonalne elemente D tako, da je d, < d,_1 < --- < d;. Seveda
ustrezno preuredimo tudi elemente vektorja u.

Lema (o razpadanju)

Naj bo A= D + puu’, kjer je D = diag(dy,...,d,), dy < dp 1 <--- < dy in
_ T
u=[u -+ up)’.
a) Ce je di = diy1 je d; lastna vrednost matrike A, lastni vektor pa je
Ui€jt+1 — Ujit+16 = [O - 0 — Ujy1 Uj 0--- O]T

b) Ce je u; = 0 je d; lastna vrednost matrike A, lastni vektor pa je e;.

Hitro lahko ugotovimo, da ve¢ kot dva d; ne moreta biti enaka.

Ko izlo¢imo lastne vrednosti iz zgornje leme, lahko v nadaljevanju predpostavimo,
da so vsi d; razlicniindajeu; #0zai=1,...,n.
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Sekularna enacba

Zax,y € R" veljadet(/l +xyT) =1+ yTx.
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Sekularna enacba

Zax,y € R" veljadet(/l +xyT) =1+ yTx.

Naj bo D = diag(dy,...,dn), dy < dy1 <--- < dyinu=[uy -~ u,]T, u; #0
zai=1,...,n. Lastne vrednosti D + puu’ so resitve sekularne enache f(\) =0,
kjer je

2
uj

FA)=1+p) .
=il
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Sekularna enacba

Zax,y € R" veljadet(/l +xyT) =1+ yTx.

Naj bo D = diag(di, ..., dp), dy < dp_1 <---<dyinu=[uy -~ u,)", u; #0
zai=1,...,n. Lastne vrednosti D + puu’ so resitve sekularne enache f(\) =0,
kjer je

u

n 2
FA)=1+p) ——.
=il

Ko enkrat izraCunamo lastne vrednosti, pridemo do lastnih vektorjev zelo poceni.

Ce je a lastna vrednost D + puu’, je (D — ol)~'u ustrezni lastni vektor.
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Lastnosti sekularne enacbe

Imamo d, < d,_1 <---<dj,ui#0zai=1,...,nin

n 2

us¢

FA)=1+p) ——.
= =
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Lastnosti sekularne enacbe

Imamo d, < d,_1 <---<dj,ui#0zai=1,...,nin

n 2

us¢
N=1+p> .
= =

Ocitno ima f pole pri di, ..., d,, asimptota pri A = +oo pa je 1.

f'(N) —pz(d_)\

Sekularna enacba ima ni¢le a, < a1 < -+ < g, za katere velja
0 p>0:dy<ap<---<d <ag,
0 p<0:ap<dy<--<ag<d.
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Zgled sekularne enacbe

1 2 2 1
f()\):1+0.01(1>\+2)\+3>\+4>\>
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Zgled sekularne enacbe

1 2 2 1
f()\):1+0.01(1>\+2)\+3>\+4>\>

102+

1011

100+

0.99
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Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo reSitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x;.
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Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo resitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x,. Skonstruiramo racionalno

funkcijo oblike

C1 ]
+o——+a,

M) =X dm—a

di —
da bo h(x:) = f(x.) in f'(x:) = H'(x).
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Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo resitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x,. Skonstruiramo racionalno
funkcijo oblike

C1 + C2 +c
d—X " dy1— ¥

da bo h(x;) = f(x.) in f'(x;) = h'(x;). Zaradi stabilnosti razdelimo f na

h(\) =

i u2 n u2
) =1+4p) o5 0 D g = 1) + ().
k=1 k=i+1
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Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo resitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x,. Skonstruiramo racionalno
funkcijo oblike

C1 + C2 +c
d—X " dy1— ¥

da bo h(x;) = f(x.) in f'(x;) = h'(x;). Zaradi stabilnosti razdelimo f na

h(\) =

i 2 n 2
_ Uy e .
) =1+4p) o5 0 D g = 1) + ().
k=1 k=i+1
Sedaj dolo&imo ¢, ¢f in ¢, ¢} tako, da za
C1

hl()\) = — 4 C{ in hz()\) = a

] ’
d— A P

velja

h(x) = v1(x), hi0e) =9i0x) in h(x) = 1a(x), ha(x) = a(x).

Bor Plestenjak (NLA) 6. Simetri¢ni problem lastnih vrednosti Metoda deli in 30. marec 2010



Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo resitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x,. Skonstruiramo racionalno
funkcijo oblike

C1 + C2 +c
d—X " dy1— ¥

da bo h(x;) = f(x.) in f'(x;) = h'(x;). Zaradi stabilnosti razdelimo f na

h(\) =

i u2 n u2
) =1+4p) o5 0 D g = 1) + ().
k=1 k=i+1

Sedaj dolo&imo ¢, ¢f in ¢, ¢} tako, da za

C . C
hl()\) = difl)\ + C{ n hz()\) = ﬁi)\

i+

/
+c
velja

h(x) = v1(x), hi0e) =9i0x) in h(x) = 1a(x), ha(x) = a(x).

Iskana racionalna funkcija je h(A) = 1+ hi(A) + ha(A).
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Podrobno resevanje sekularne enacbe

Denimo, da is¢emo resitev na (di;1, d;), zaletni priblizek je x,. Skonstruiramo racionalno
funkcijo oblike

C1 + C2 +c
d—X " dy1— ¥

da bo h(x;) = f(x.) in f'(x;) = h'(x;). Zaradi stabilnosti razdelimo f na

h(\) =

i u2 n u2
) =1+4p) o5 0 D g = 1) + ().
k=1 k=i+1

Sedaj dolo&imo ¢, ¢f in ¢, ¢} tako, da za

C . C
hl()\) = difl)\ + C{ n hz()\) = ﬁi)\

i+

/
+c
velja

h(x) = v1(x), hi0e) =9i0x) in h(x) = 1a(x), ha(x) = a(x).

Iskana racionalna funkcija je h(A\) = 1+ hi(\) + h2(\). Enaéba h(A\) = 0 ima dve reSitvi,
za Xr41 pa vzamemo tisto, ki leZi znotraj (dit1, d;).
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ownerjev izrek

Izkaze se, da so lastni vektorji, ki jih izra¢unamo po formuli (D — al)~tu bolj
slabo ortogonalni, zato je potrebno algoritem popraviti. Pri popravku vektor u
nadomestimo z vektorjem U iz Léwnerjevega izreka.

lzrek (Lowner)

Naj bo D = diag(dh, . ..,d,), dy < dy—1 < --- < dy in naj bodo
ap < ap_q < --- < ap dana Stevila, ki se prepletajo s stevili d;:

dy <ap,<---<d <.
Potem za vektor U, podan z

oy - (Dl =) )™
l H;:Lj;éi(dj - di)

velja, da so «; tocne lastne vrednosti matrike D = D + G’ .
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Stabilno racunanje lastnih vektorjev

Stabilno ra¢unanje lastnih vektorjev D + uu’

Iz sekularne enacbe izracunaj lastne vrednosti «; matrike D + uu’
Po Léwnerjevem izreku izracunaj 4, da so «; toéne lastne vrednosti D + ua "

Za lastne vektorje vzemi (D — a;/)~'a.

Bor Plestenjak (NLA) 6. Simetri¢ni problem lastnih vrednosti Metoda deli in 30. marec 2010



Stabilno racunanje lastnih vektorjev

Stabilno ra¢unanje lastnih vektorjev D + uu’

Iz sekularne enacbe izracunaj lastne vrednosti «; matrike D + uu’
Po Léwnerjevem izreku izracunaj 4, da so «; toéne lastne vrednosti D + ua "

Za lastne vektorje vzemi (D — a;/)~'a.

Pokazati je mozno, da velja
luu™ = @@" |2 < O(u)(IID]l2 + [|uuT]J2).

IzraCun U; je direktno stabilen, relativna napaka je omejena s (4n — 2)u.
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Casovna zahtevnost

Naj bo T(n) Stevilo operacij, ki jih porabi algoritem za matriko velikosti n.
Potem velja

T(n) = 2T(n/2) (rekurzivni klic dveh podproblemov)
+ O(n?)  (izradun lastnih vrednosti D + puu)
+ O(n?)  (izralun lastnih vektorjev D + puu™)
+ cnd (izralun produkta za matriko Q)
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Casovna zahtevnost

Naj bo T(n) Stevilo operacij, ki jih porabi algoritem za matriko velikosti n.
Potem velja

T(n) = 2T(n/2) (rekurzivni klic dveh podproblemov)
+ O(n?)  (izradun lastnih vrednosti D + puu)
+ O(n?)  (izralun lastnih vektorjev D + puu™)
+ cnd (izralun produkta za matriko Q)

Od tod sledi T(n) = (4/3)cn®

Konstanta c je v najslabsem primeru enaka 1, v praksi pa je zaradi razpadanja
lahko precej manjsa, posebno ¢e so matrike velje.
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Casovna zahtevnost

Naj bo T(n) Stevilo operacij, ki jih porabi algoritem za matriko velikosti n.
Potem velja

T(n) = 2T(n/2) (rekurzivni klic dveh podproblemov)
+ O(n?)  (izradun lastnih vrednosti D + puu)
+ O(n?)  (izralun lastnih vektorjev D + puu™)
+ cnd (izralun produkta za matriko Q)

Od tod sledi T(n) = (4/3)cn®

Konstanta c je v najslabsem primeru enaka 1, v praksi pa je zaradi razpadanja
lahko precej manjsa, posebno ¢e so matrike velje.

Ko je velikost matrike dovolj majhna (n < 25), namesto delitve raje uporabimo
QR algoritem.

Deli in vladaj je ponavadi nekajkrat hitrejsi od QR, a potrebuje tudi ve¢ spomina.
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Zgodovina

@ Osnovno metodo je objavil Cuppen leta 1981.
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Zgodovina

@ Osnovno metodo je objavil Cuppen leta 1981.

@ Stabilno varianto z Léwnerjevim izrekom sta predstavila Gu in Eisenstat leta
1992.
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@ Osnovno metodo je objavil Cuppen leta 1981.

@ Stabilno varianto z Léwnerjevim izrekom sta predstavila Gu in Eisenstat leta
1992.

@ Do odkritja metode RRR je bil to najucinkovitejsi algoritem za simetri¢no
matriko, ¢e potrebujemo poleg lastnih vrednosti tudi lastne vektorje.
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@ Osnovno metodo je objavil Cuppen leta 1981.

@ Stabilno varianto z Léwnerjevim izrekom sta predstavila Gu in Eisenstat leta
1992.

@ Do odkritja metode RRR je bil to najucinkovitejsi algoritem za simetri¢no
matriko, ¢e potrebujemo poleg lastnih vrednosti tudi lastne vektorje.

@ Leta 1995 sta Gu in Eisenstat predstavila varianto, ki preko hitre multipolne
metode zmanj3a &asovno zahtevnost metode za velike n na O(n - log? n) za
samo lastne vrednosti oziroma O(n?) za lastne vektorje.
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@ Osnovno metodo je objavil Cuppen leta 1981.

@ Stabilno varianto z Léwnerjevim izrekom sta predstavila Gu in Eisenstat leta
1992.

@ Do odkritja metode RRR je bil to najucinkovitejsi algoritem za simetri¢no
matriko, ¢e potrebujemo poleg lastnih vrednosti tudi lastne vektorje.
@ Leta 1995 sta Gu in Eisenstat predstavila varianto, ki preko hitre multipolne

metode zmanj3a &asovno zahtevnost metode za velike n na O(n - log? n) za
samo lastne vrednosti oziroma O(n?) za lastne vektorje.

@ Metodo so posplosili za raéunanje singularnega razcepa (Gu in Eisenstat
1995).
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