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Matric¢ni Sop
Dani sta kvadratni n X n matriki A in B.

Definicija

MnozZico vseh matrik oblike A — \B, kjer je A € C, imenujemo matricni Sop in
oznacimo z (A, B) ali A— \B.
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Matric¢ni Sop

Dani sta kvadratni n X n matriki A in B.

Definicija

MnozZico vseh matrik oblike A — \B, kjer je A € C, imenujemo matricni Sop in
oznacimo z (A, B) ali A— \B.

Karakteristicni polinom matri¢nega $opa (A, B) je p(\) = det(A — AB). Ce
polinom p ni identicno enak 0, je matricni Sop regularen, sicer pa singularen.
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Matric¢ni Sop

Dani sta kvadratni n X n matriki A in B.

Definicija

MnozZico vseh matrik oblike A — \B, kjer je A € C, imenujemo matricni Sop in
oznacimo z (A, B) ali A— \B.

Karakteristicni polinom matri¢nega $opa (A, B) je p(\) = det(A — AB). Ce
polinom p ni identicno enak 0, je matricni Sop regularen, sicer pa singularen.

Ce je matricni Sop (A, B) regularen in je
Ax = ABx

za x # 0, potem pravimo, da je A (koncna) lastna vrednost in x (desni) lastni
vektor. Podobno je y # 0 levi lastni vektor za A, ce je y"A = Ay"B.
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Matric¢ni Sop

Dani sta kvadratni n X n matriki A in B.

Definicija

MnozZico vseh matrik oblike A — \B, kjer je A € C, imenujemo matricni Sop in
oznacimo z (A, B) ali A— \B.

Karakteristicni polinom matri¢nega $opa (A, B) je p(\) = det(A — AB). Ce
polinom p ni identicno enak 0, je matricni Sop regularen, sicer pa singularen.

Ce je matricni Sop (A, B) regularen in je
Ax = ABx

za x # 0, potem pravimo, da je A (koncna) lastna vrednost in x (desni) lastni
vektor. Podobno je y # 0 levi lastni vektor za A, ce je y"A = Ay"B.

Problemu iskanja lastnih vrednosti matricnega Sopa pravimo posploSeni problem
lastnih vrednosti (GEP).
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Definiten primer

Dan je posplosen problem lastnih vrednosti Ax = ABx, kjer je A simetri¢na in B
simetri¢na pozitivno definitna.

Ce je B nesingularna, lahko sicer res reSujemo ekvivalenten navaden problem
lastnih vrednosti B~1Ax = )\x, a s tem izgubimo simetri¢no stukturo.

Bor Plestenjak (NLA) 8. Posploseni problem lastnih vrednosti 13. april 2011



Definiten primer

Dan je posplosen problem lastnih vrednosti Ax = ABx, kjer je A simetri¢na in B
simetri¢na pozitivno definitna.

Ce je B nesingularna, lahko sicer res reSujemo ekvivalenten navaden problem
lastnih vrednosti B~1Ax = )\x, a s tem izgubimo simetri¢no stukturo.

Ce uporabimo razcep Choleskega B = VVT matrike B, dobimo

Ax = IWTx
V1Ax = AVTx
viav-TvTx = AvTx
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Definiten primer

Dan je posplosen problem lastnih vrednosti Ax = ABx, kjer je A simetri¢na in B
simetri¢na pozitivno definitna.

Ce je B nesingularna, lahko sicer res reSujemo ekvivalenten navaden problem
lastnih vrednosti B~1Ax = )\x, a s tem izgubimo simetri¢no stukturo.

Ce uporabimo razcep Choleskega B = VVT matrike B, dobimo

Ax = IWTx
V1Ax = AVTx
viav-Tvix = avTx

Simetri¢en problem lastnih vrednosti Cy = Ay za C = V1AV~ T iny = VTx.
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Definiten primer

Dan je posplosen problem lastnih vrednosti Ax = ABx, kjer je A simetri¢na in B
simetri¢na pozitivno definitna.

Ce je B nesingularna, lahko sicer res reSujemo ekvivalenten navaden problem
lastnih vrednosti B~1Ax = )\x, a s tem izgubimo simetri¢no stukturo.

Ce uporabimo razcep Choleskega B = VVT matrike B, dobimo

Ax = IWTx
V1Ax = AVTx
viav-TvTx = AvTx

Simetri¢en problem lastnih vrednosti Cy = Ay za C = V1AV~ T iny = VTx.

Posladica: v primeru A= AT in B s.p.d. ima %op (A, B) realne lastne vrednosti.
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Splosen regularen matri¢ni Sop

Naj bo (A, B) regularen matri¢ni Sop. Potem:

@ Koncne lastne vrednosti Sopa (A, B) so nicle karakteristi¢nega polinoma
p(A\) = det(A — AB), ki je stopnje m < n.
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Splosen regularen matri¢ni Sop

Naj bo (A, B) regularen matri¢ni Sop. Potem:

@ Koncne lastne vrednosti Sopa (A, B) so nicle karakteristi¢nega polinoma
p(A\) = det(A — AB), ki je stopnje m < n.

@ V primeru m < n ima Sop Se lastno vrednost co z veckratnostjo n — m.
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Splosen regularen matri¢ni Sop

Naj bo (A, B) regularen matri¢ni Sop. Potem:
@ Koncne lastne vrednosti Sopa (A, B) so nicle karakteristi¢nega polinoma
p(A\) = det(A — AB), ki je stopnje m < n.

@ V primeru m < n ima Sop Se lastno vrednost co z veckratnostjo n — m.

Zgled
V primeru
1 2
A— B = 1 - A 0
0 1

dobimo p(\) = (2\ — 1)), torej so lastne vrednosti

)\1:1/2, /\220, /\3200.
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Splosen regularen matri¢ni Sop

Naj bo (A, B) regularen matri¢ni Sop. Potem:

@ Koncne lastne vrednosti Sopa (A, B) so nicle karakteristi¢nega polinoma
p(A\) = det(A — AB), ki je stopnje m < n.

@ V primeru m < n ima Sop Se lastno vrednost co z veckratnostjo n — m.

Zgled

V primeru

1 2
A—AB = 1 —A 0
0 1

dobimo p(\) = (2\ — 1)), torej so lastne vrednosti

)\1:1/2, /\220, /\3200.

Neskoncne lastne vrednosti se pojavijo natanko takrat, ko je matrika B singularna.
Vsak vektor iz ker(B) je desni lastni vektor za lastno vrednost co.
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Ekvivalentni matri¢ni Sopi

Za regularen matri¢ni Sop (A, B) velja:

1) Ce je B nesingularna, so vse lastne vrednosti $opa (A, B) koncne in enake
lastnim vrednostim B~1A ali AB™*.

2) Ce je B singularna, ima Sop (A, B) lastno vrednost oo z geometrijsko
veckratnostjo dim(ker(B)).

3) Ce je A nesingularna, so lastne vrednosti $opa (A, B) reciprocne lastne
vrednosti A~1B oziroma BA~L, kjer lastna vrednost O ustreza neskoncni
lastni vrednosti (A, B).
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Ekvivalentni matri¢ni Sopi

Za regularen matri¢ni Sop (A, B) velja:

1) Ce je B nesingularna, so vse lastne vrednosti Sopa (A, B) koncne in enake
lastnim vrednostim B~1A ali AB™*.

2) Ce je B singularna, ima Sop (A, B) lastno vrednost co z geometrijsko
veckratnostjo dim(ker(B)).

3) Ce je A nesingularna, so lastne vrednosti Sopa (A, B) reciprocne lastne
vrednosti A~1B oziroma BA~L, kjer lastna vrednost O ustreza neskoncni
lastni vrednosti (A, B).

o’

Ce sta matriki U in V nesingularni, sta $opa (A, B) in (UAV, UBV) ekvivalentna.

Ekvivalentna regularna matri¢na Sopa (A, B) in (UAV, UBV) imata enake lastne
vrednosti. Velja:

@ x je lastni vektor za (A, B) < V ~lx je lastni vektor za (UAV, UBV),
e y je levi lastni vektor za (A, B) < U~y je levi lastni vektor za (UAV, UBV).
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Weierstrassova forma

Za vsak regularen matricni Sop A— AB obstajata nesingularni matriki U in V, da je

UA—=AB)V =diag(Jn, (A1) = Moy ooy I (Ak) = Moy Ny <oy N, )
kjer je
A1 1 =

Jni()\i) = E B ) Nm/' =

Opazimo lahko, da je Ny, = Im, — AJdm,(0).

Weierstrassova forma je posploSitev Jordanove forme in je podobno neprimerna za
numeri¢no racunanje.

Bor Plestenjak (NLA) 8. Posploseni problem lastnih vrednosti 13. april 2011



Posplosena Schurova forma

Izrek

Za vsak regularen matricni sop A — \B obstajata unitarni matriki Q in Z, da je
Q"(A—AB)Z =S — AT,
kjer sta matriki S in T zgoraj trikotni matriki.

Lastne vrednosti so potem kvocienti \; = s;;/t; za t; # 0 in oo v primeru t; = 0.

v
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Posplosena Schurova forma

Izrek

Za vsak regularen matricni sop A — \B obstajata unitarni matriki Q in Z, da je
Q"(A—AB)Z =S — AT,

kjer sta matriki S in T zgoraj trikotni matriki.

Lastne vrednosti so potem kvocienti \; = s;;/t; za t; # 0 in oo v primeru t; = 0.

v

Situacija s; = t; = 0 je mozna le, &e je Sop (A, B) singularen.

Bor Plestenjak (NLA) 8. Posploseni problem lastnih vrednosti 13. april 2011



Posplosena Schurova forma

Izrek

Za vsak regularen matricni sop A — \B obstajata unitarni matriki Q in Z, da je
Q"(A—AB)Z =S — AT,

kjer sta matriki S in T zgoraj trikotni matriki.

Lastne vrednosti so potem kvocienti \; = s;;/t; za t; # 0 in oo v primeru t; = 0.

v

Situacija s; = t; = 0 je mozna le, &e je Sop (A, B) singularen.

Ce sta matriki A in B realni, potem obstaja realna posplo$ena Schurova forma,
kjer sta matriki Q in Z ortogonalni, S je kvazi zgornja trikotna, T pa zgornja
trikotna matrika.
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Obcutljivost lastnih vrednosti

Da lahko vklju¢imo v analizo enakovredno Se neskoncne lastne vrednosti,
uporabljamo lo¢no razdaljo, definirano kot

a4
D) = AR s e

V limiti dobimo 1

M) = e
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Obcutljivost lastnih vrednosti

Da lahko vklju¢imo v analizo enakovredno Se neskoncne lastne vrednosti,
uporabljamo lo¢no razdaljo, definirano kot

o=
VIt y1+[6P

x(o, B) =

V limiti dobimo 1

VItlal?

x(av, 00) =

Izrek

Naj bo \ enostavna lastna vrednost Sopa (A, B) z normiranim desnim lastnim
vektorjem x in levim y. Ce Jje \ ustrezna lastna vrednost zZmotenega sopa (A B)
kjer je ||A— Al < < ¢, potem je

x(\ ) < + O(€?).

- Iy”AXI2+ lyH Bx|?
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

>

I
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

(o]

|
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

[x x x x x
X X X X X
PA = X X X X X
X X X X X
| X X X X X
[x x x x x
0 x x x X
PB = 0 0 x x x
0 0 0 x x
|10 0 0 0 x

a) matriko B s Householderjevimi zrcaljenji spravimo v zgornjo trikorno obliko
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

X X X X X
X X X X X
RjsPA = X X X X X
X X X X X
| 0 X X X X
[x x x x x
0 x x x X
RPB = [0 0 x x X
0 0 0 x x
10 0 0 x x

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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X X X X X
X X X X X
RisPARys = X X X X X
X X X X X
| 0 X X X X
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0 x x X X
R PBRys = |0 0 x x x
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10 0 0 0 x
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
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X X X X X
X X X X X
R, Rz PARys = X X X X X
0 X X X X
| 0 X X X X
[x x x x x
0 x x x X
Ry, RjsPBRys = [0 0 x x X
0 0 x x X
10 0 0 0 x

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

X X X X X
X X X X X
R, Rz PARs Rs, = |x x x x x
0 X X X X
| 0 X X X X
[x x x x x
0 x x X X
Ry, R PBRys R34 = |0 0 x x x
0 0 0 x x
10 0 0 0 x

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

RysRi R PARs Rs, =

O O o X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

RLRy, REPBRys Ry =

O O O o X
o o X X X
o o X X X
o X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

X X X X X
X X X X X
Ry Ry R PARs R34 Ro3 = |0 x x x x
0 x X X X
_0 X X X X
(x x x x X
0 X X X X
RS R, Ris PBRys R3q Ros = [0 0 x x x
0 0 0 x x
(0 0 0 0 x

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

Ris Ry Ry REPARs Rag Ros =

O O o X X
o X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

R RERS R PBRys Rag Ros =

O O O o X
O O O X X
o o X X X
X X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

X X X X X
X X X X X
Rjs Ry Ry R PARys Raq Ros Rys = |0 x x x x
0 x X X X
i 0 O X X X
(x x x x X
0 X X X X
RJs R Ry Rs PBRys R3a Roz Rus = [0 0 x x x
0 0 0 x x
0 0 0 0 x

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

Ray R R R Rys PARys R34 Ros Ras =

O O o X X
o o X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

R, R RE RS R PBRys R3q Ros Ras =

O O O o X
O O o X X
o X X X X
o X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

Ry, Rl RS R, Rjs PARys R3q Roz Ras Ras =

O O o X X
o o X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

R, R RE RS, R PBRys Rsg Ros Ras R34 =

O O O o X
O O o X X
o o X X X
o X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

R Ry RERS Ry, Ris PARys R3g Roz Ras R3a =

O O o X X
o o X X X
o X X X X
X X X X X
X X X X X

R Ry, RERE RY, Ris PBRys Raa Ros Ras Raa =

O O O o X
O O O X X
o o X X X
X X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zacetku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

Ris Ry RERE R, R PARys Raa Ros Ras Raa Ras =

O O o X X
O o X X X
o X X X X
X X X X X
X X X X X

R Ry, RERERY, R PBRysRaa Ros Ras Raa Rus =

O O O O X
O O o X X
o o X X X
o X X X X
X X X X X

b) matriko A spravimo v zgornjo Hessenbergovo obliko z Givensovimi rotacijami in
sproti popravljamo B
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Predpriprava za QZ algoritem

Na zaletku Sop (A, B) z ortogonalnimi ekvivalentnimi tranformacijami reduciramo
na obliko, ko je prva matrika zgornja Hessenbergova, druga pa zgornja trikotna.

[x X X x X]
X X X X X
R Ry RERLERL RGP ARisR3g Rz RasRaaRas = |0 x  x  x x| = A
0 0 x x x
T Z;
“ 1 0 0 0 x x|
[x x x x x]
0 x x x X
RERG RERG Ry, REPBRisRy R RisRuRs = |0 0 x x x| =B
0 0 0 x x
0 0 0 0 x|

Casovna zahtevnost: 8n° za izradun A; in By, $e dodatnih 7n® za izradun @y in Z;.
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QZ algoritem

Izvajamo implicitno QR metodo na C = AB~!, ki je zgornja Hessenbergova.
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QZ algoritem

Izvajamo implicitno QR metodo na C = AB~!, ki je zgornja Hessenbergova.
V enem koraku posodobimo Ay — ABy v
A1 — ABii1 = QF (Ak — ABk)Zk = Q[ AkZk — \Q) By Zx,

kjer Qx in Zx dolo¢imo tako, da
@ je Ax41 zgornja Hessenbergova in By zgornja trikotna,

@ se Ak+1Bk_+11 ujema z matriko, ki bi jo dobili z enim korakom QR iz AkBk_l.
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QZ algoritem

Izvajamo implicitno QR metodo na C = AB~!, ki je zgornja Hessenbergova.
V enem koraku posodobimo Ay — ABy v
A1 — ABii1 = QF (Ak — ABk)Zk = Q[ AkZk — \Q) By Zx,

kjer Qx in Zx dolo¢imo tako, da
@ je Ax41 zgornja Hessenbergova in By zgornja trikotna,

@ se Ak+1B;;31 ujema z matriko, ki bi jo dobili z enim korakom QR iz AkBk_l.

Velja Ak+1Bkj}1 = Q[ (AB ") Qk. Ce je Axy1 zgornja Hessenbergova, By
zgornja trikotna in se prvi stolpec Qx ujema s prvim stolpcem ustrezne matrike pri
QR iteraciji za AkBk_l, nam izrek o implicitnem Q zagotavlja, da je to
ekvivalentno metodi QR na AB L.
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QZ algoritem

Izvajamo implicitno QR metodo na C = AB~!, ki je zgornja Hessenbergova.
V enem koraku posodobimo Ay — ABy v
A1 — ABii1 = QF (Ak — ABk)Zk = Q[ AkZk — \Q) By Zx,

kjer Qx in Zx dolo¢imo tako, da
@ je Ax41 zgornja Hessenbergova in By zgornja trikotna,

@ se Ak+1B;;31 ujema z matriko, ki bi jo dobili z enim korakom QR iz AkBk_l.

Velja Ak+1Bkj}1 = Q[ (AB ") Qk. Ce je Axy1 zgornja Hessenbergova, By
zgornja trikotna in se prvi stolpec Qx ujema s prvim stolpcem ustrezne matrike pri
QR iteraciji za AkBk_l, nam izrek o implicitnem Q zagotavlja, da je to
ekvivalentno metodi QR na AB L.

Za dvojni premik potrebujemo sled in determinanto 2 x 2 matrike
R=C(n—1:n,n—1:n), kar lahko izratunamo v O(1) operacij.
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij.

O O o X X X
O O X X X X
o X X X X X
X X X X X X

O OO o X X
O O o X X X
O O X X X X
O X X X X X
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij. Householderjevo zrcaljenje Py, ki v; prezrcali v smer e; naredi grbo

O O o X X X
O O X X X X
o X X X X X
X X X X X X

O OO o X X
O O o X X X
O O X X X X
O X X X X X
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij. Householderjevo zrcaljenje Py, ki v; prezrcali v smer e; naredi grbo

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
PoA - 0 0 x x X X
0 0 0 x x X
_O 0 0 0 x X |
[x x %x x x X]
X X X X X X
X X X X X X
Fob T /0 0 0 x x x
0 0 0 0 x x
10 0 0 0 0 x|
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij. Householderjevo zrcaljenje Py, ki v; prezrcali v smer e; naredi grbo

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
PoAZy - X X X X X X
0 0 0 x x X
_O 0 0 0 x X |
[x x %x x x X]
X X X X X X
0 0 x x x X
PoBZ = 10 0 0 x x «x
0 0 0 0 x x
10 0 0 0 0 x|

Grbo z zrcaljenji z leve in desne premaknemo napre;j.
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij. Householderjevo zrcaljenje Py, ki v; prezrcali v smer e; naredi grbo

PoAZiZ, =

O O X X X X
O O X X X X
o X X X X X
X X X X X X

P,BZ1Z, =

O OO o X X
O O o X X X
O O X X X X
o X X X X X

Grbo z zrcaljenji z leve in desne premaknemo napre;j.
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Preganjanje grbe

Naj bo v; prvi stolpec matrike C? — sled(R)C + det(R)/. lzratunamo ga lahko v
O(1) operacij. Householderjevo zrcaljenje Py, ki v; prezrcali v smer e; naredi grbo

PiPyAZ Z, =

O O X X X X
O O X X X X
o X X X X X
X X X X X X

PiPyBZ1Z, =

O O X X X X
O O X X X X
O O X X X X
O X X X X X

Grbo z zrcaljenji z leve in desne premaknemo napre;j.
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Deflacija

V primeru, ko je axy1.4 = 0 oziroma by, = 0, lahko izvedemo deflacijo in
nadaljujemo z matriko manjse velikosti.
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Deflacija

V primeru, ko je axy1.4 = 0 oziroma by, = 0, lahko izvedemo deflacijo in
nadaljujemo z matriko manjse velikosti.

Pri situaciji ax41,k = 0 problem preprosto razdelimo na dva manjsa posploSena
problema lastnih vrednosti velikosti k x k in (n — k) x (n — k).

Bor Plestenjak (NLA) 8. Posploseni problem lastnih vrednosti 13. april 2011



V primeru, ko je axy1.4 = 0 oziroma by, = 0, lahko izvedemo deflacijo in
nadaljujemo z matriko manjse velikosti.

Pri situaciji ax41,k = 0 problem preprosto razdelimo na dva manjsa posploSena
problema lastnih vrednosti velikosti k x k in (n — k) x (n — k).

V primeru by, = 0 pa z ustreznimi ortogonalnimi transformacijami pridemo do
an,n—1 =0, bsy, = 0, potem pa lahko nadaljujejemo samo z vodilno podmatriko
velikosti (n — 1) x (n —1). V tem primeru izlo¢imo lastno vrednost co.
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Inverzna iteracija

Naj bo o izra¢unana lastna vrednost Sopa (A, B). Do lastnega vektorja lahko
pridemo s posplositvijo inverzne iteracije:

Inverzna iteracija za GEP

izberi zacetni vektor gg

k=1,2,...
resi (A — oB)zx = Bgk_1
= zic/ ||zl
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Inverzna iteracija

Naj bo o izra¢unana lastna vrednost Sopa (A, B). Do lastnega vektorja lahko
pridemo s posplositvijo inverzne iteracije:

Inverzna iteracija za GEP

izberi zacetni vektor gg

k=1,2,...
resi (A — oB)zx = Bgk_1
= zic/ ||zl

V primeru, ko je B nesingularna, je to ekvivalentno inverzni iteraciji za B~1A.
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Posplositev Rayleighovega kvocienta

Za Ax = \Bx, kjer je A= AT in B s.p.d., definiramo

xT Ax

p(X,A, B) = W

Podobno kot za simetri¢en problem velja A\, < p(x, A, B) < A;.
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Posplositev Rayleighovega kvocienta

Za Ax = \Bx, kjer je A= AT in B s.p.d., definiramo

xT Ax

p(X,A, B) = W

Podobno kot za simetri¢en problem velja A\, < p(x, A, B) < A;.

Posploseni Rayleighov kvocient p(x, A, B) vrne skalar \, ki minimizira

Ax — ABx||g-1, kjer je ||z||3-. = zT B71z.
B
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Posplositev Rayleighovega kvocienta

Za Ax = \Bx, kjer je A= AT in B s.p.d., definiramo

xT Ax

p(X,A, B) = W

Podobno kot za simetri¢en problem velja A\, < p(x, A, B) < A;.

Lema

Posploseni Rayleighov kvocient p(x, A, B) vrne skalar \, ki minimizira

Ax — ABx||g-1, kjer je ||z||3-. = zT B71z.
B

| A

Posplosena Rayleighova iteracija

izberi xg # 0
k=0,1,...
X Ax
Pk = X:TBX:

resi (A — pkB)yk+1 = Bxk
Xk+1 = Yk+1/||}’k+1||

\

Bor Plestenjak (NLA) 8. Posploseni problem lastnih vrednosti 13. april 2011 14 /15



Singularni Sopi

V primeru, ko je det(A — AB) = 0, je Sop singularen. Sedaj pravimo, da je
lastna vrednost Sopa, Ce velja

A—uB A—)\B).
rang(A — pB) < maxrang( )
To pomeni, da pri lastnih vrednostih pade rang Sopa. Ta definicija je dobra tudi za

regularen primer, saj tam pri lastnih vrednostih matrika A — AB ni polnega ranga,
sicer pa je.
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Singularni Sopi

V primeru, ko je det(A — AB) = 0, je Sop singularen. Sedaj pravimo, da je
lastna vrednost Sopa, Ce velja

A—uB A—)\B).
rang(A — pB) < maxrang( )
To pomeni, da pri lastnih vrednostih pade rang Sopa. Ta definicija je dobra tudi za

regularen primer, saj tam pri lastnih vrednostih matrika A — AB ni polnega ranga,
sicer pa je.

Sop A—\B = [(1) 8} —A {1 0] je singularen. Edina lastna vrednost je A = 1.

00
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Singularni Sopi

V primeru, ko je det(A — AB) = 0, je Sop singularen. Sedaj pravimo, da je
lastna vrednost Sopa, Ce velja

A—uB A—)\B).
rang(A — pB) < maxrang( )
To pomeni, da pri lastnih vrednostih pade rang Sopa. Ta definicija je dobra tudi za

regularen primer, saj tam pri lastnih vrednostih matrika A — AB ni polnega ranga,
sicer pa je.

Sop A—\B = [(1) 8} —A {1 0] je singularen. Edina lastna vrednost je A = 1.

00

Tako lahko definiramo lastne vrednosti tudi za Sope pravokotnih matrik.
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