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Singularni razcep

Izrek

Za vsako matriko A € R™*" 'm > n, obstaja singularni razcep (SVD)
A=UZVT,

kjer sta U € R™*™ in V € R"*" ortogonalni matriki in je ¥ € R™*" oblike

kjer so 01 > 09 > -+ > 0, > 0 singularne vrednosti A.

Stolpci U = [uy -+ um] so levi, V =[v1 --- v,]| pa desni singularni vektorji.

V primeru n < m dobimo SVD tako, da transponiramo SVD za A”.

Bor Plestenjak (NLA) 10. Singularni razcep 4. maj 2010



Lastnosti singularnega razcepa

Geometrijski pomen

A predstavlja preslikavo iz R" v R™. Z ortogonalnima transformacijama baz U v
R™in V v R" se A spremeni v diagonalno matriko, saj potem velja

Avi=o;u;, i=1,...,n.

S0

A=UzVT =[U; U] [0 0} v V], S=diag(o,...,0/)

Lastnosti singularnega razcepa:
@ r se ujema z rang(A),
e stolpci V; tvorijo bazo za ker(A),
e stolpci U; tvorijo bazo za im(A),
e stolpci Us tvorijo bazo za ker(AT),

e stolpci V4 tvorijo bazo za im(AT).
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Lastnosti singularnega razcepa

Velja:
@ Lastne vrednosti AT A so 02,... 02 Lastni vektorji AT A so desni singularni
vektorji vy, ..., Vy.
@ Lastne vrednosti AAT so 02,...,02,0,...,0. Lastni vektorji AAT so levi
——
m—n
singularni vektorji uy, ..., Un.

@ Ceje A= AT, potem se da A diagonalizirati kot A= UDUT, UTU = I.
SVD za Aje A= ULV za o; = |\ in v; = sign(\;)u; (tu je sign(0) = 1).

Skrceni singularni razcep

A= UzVvT, kjer je U matrika m x n z ortonormiranimi stolpci,
Y = diag(o1,...,0,), V pa je n X n ortogonalna matrika.

U se ujema s prvimi n stolpci matrike U, by pa je zgornji kvadrat X v singularnem
razcepu A= UL V7.
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SVD in predoloceni sistemi

Ceje Ac R™" m > n, rang(A) = n, potem je minimum ||Ax — b||» doseZen pri
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Psevdoinverz

Definicija

Za matriko A € R™*" 'm > n, rang(A) = n, definiramo (Moore—Penroseov)
psevdoinverz At € R™™ kot AT = (ATA)~LAT.

Resitev predolofenega sistema polnega ranga Ax = b po m.n.k. je x = A"h.

Definicija

Matrika X je psevdoinverz matrike A natanko tedaj, ko izpolnjuje
Moore—Penroseove pogoje:
1) AXA=A,
2) XAX = X,
3) (AX)T = AX,
4) (XA)T = XA.
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Psevdoinverz in singularni razcep

Naj bo A € R™" m > n, rang(A) = r in A= ULV, kjer je

r m—r r n—r ; n;r
.
U= (i ), V= (% W) z:m_r<0 0 )

in S = diag(o1,...,0,). Potem je
AT =VvItuT,

kjer je
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Psevdoinverz in defekten problem najmanjsih kvadratov

Ce A ni polnega ranga, pravimo, da ima defekten rang. V primeru defektnega
ranga reSitev, ki minimizira ||Ax — b||2 ni enoli¢na, saj lahko x pristejemo poljuben
z € ker A. V takSnem primeru pravimo, da je izmed vseh vektorjev x, ki
minimizirajo ||Ax — b||2, resitev tisti, ki ima minimalno normo.

Trditev

Ceje ACR™" m>n, rang(A) =r < nin A= ULV singularni razcep, potem
ima izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo normo ||Ax — b||2, najmanjso normo
x = At b oziroma

" ulb
X = Z Tiv,'
i=1
in .
IAx = bl = (u] b)*.

i=r+1
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Aproksimacija z matriko nizjega ranka

Ce je A= UZVT singularni razcep A in je rang(A) = r, potem velja

r

-

A= E oiuv; .
i=1

lzrek (Eckart—Young—Mirsky)

Naj bo A= ULV SVD matrike A€ R™", m > n, in rang(A) > k. Naj bo

k
= E O'/U,'VI-T.
i=1

Potem velja
g _NB = All2 = [A = Allz = okns

rang(B
in

i 1/2
min |5 - A|F—||Ak—A|F—<Za%> .

rang(B)=k ekl
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Uporaba: Aproksimacija slik

Sliko lahko predstavimo z matriko A, katere elementi predstavljajo nivo sivine.

Ce namesto A vzamemo najbolj$o aproksimacijo z matriko ranga k, potem
namesto mn podatkov potrebujemo le (m + n)k podatkov za [u; --- w] in
[0‘1V1 O'kvk].
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Drugacen pogled na predolocen sistem

Pri reSevanju predolocenega sistema po m.n.k. is¢emo x, ki minimizira ||Ax — b||>.
To si lahko predstavljamo tudi drugace:

Ce oznatimo ostanek r = Ax — b, potem za vsak x velja Ax = b+ r, torej b+ r
lezi v im(A) in x je to¢na reSitev Ax = b+ r.

Iskanje resitve po m.n.k. je torej ekvivalentno iskanju minimalne motnje db desne
strani, da je b+ db € im(A).

Potem je resitev linearnega sistema Ax = b + db iskana resitev po m.n.k..
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Totalni najmanjsi kvadrati

Iskanje resitve po m.n.k. je ekvivalentno iskanju minimalne motnje db desne
strani, da je b+ 0b € im(A).

To je smiselno, ¢e so podatki taki, da so napake prisotne le v vektorju b.

Ce pa so napake lahko prisotne tudi v matriki A, je bolje iskati najblizji eksaktno
resljiv sistem. Pri totalnih najmanjsih kvadratih iS¢emo matriko A in vektor b, da

je b € im(A) in je razlika H {Z E} —[A ] HF minimalna.
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SVD in totalni najmanjsi kvadrati

I3&¢emo A in b, da je b € im(A) in razlika H {E E} —[A b] HF minimalna.
Predpostavimo, da je A polnega ranga in b & im(A), kar pomeni, da je matrika

[A b] ranga n+1. Iz b € im(A) sledi, da ima matrika [Z E} rang n.

Naj bo [A b] = UX VT singularni razcep in 0, > 0,41 > 0. Matrika ranga n, ki
je v Frobeniusovi normi najblizja [A b], je enoli¢na in enaka

[/Z E} = [A b] —a,,+1u,,+1v,,T+1.

%
-1
oblike av,1 za o € R. Tako lahko X izrazimo iz vektorja v,.1 kot

Sistem AX = Bje ekvivalenten [Z B] } = 0. Vsi vektorji iz jedra [Z B] so

Vi,n+1

Vn,n+1

Resitev je dobro definirana, ce je vpy1,041 # 0.
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oj resitve totalnih najmanjsih kvadratov

Ce so oy > -+ > o}, singularne vrednosti A in o1 > -+ > 0,41 singularne
vrednosti [A  b| se izkaZe, da je

/!
Op > Ontl

potreben in zadosten pogoj za obstoj in enoli¢nost resitve po metodi TLS. Velja
namrec

/ .
0, > Opt1 < Op > Opt1 N Vptd 4l 7é 0.
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Uporaba: internetni iskalniki

V iskalnik vpiSemo klju¢ne besede in v kratkem ¢asu dobimo seznam ustreznih
strani. Kako lahko iskalniki tako hitro poiscejo pravi seznam?

Podatki o straneh so shranjeni v ogromni m x n matriki A, kjer vrstice
predstavljajo dokumente, stolpci pa klju¢ne besede. V preprostem modelu element
ajj matrike A vsebuje Stevilo pojavitev j-te kljuCne besede v j-tem dokumentu.

1z vnesenih kljucnih besed sestavimo vektor y € R”, ki ima na j-tem mestu 1, ce
iSCemo j-to kljucno besedo, sicer pa 0. Produkt x = Ay je vektor iz R™. Element
X; predstavlja, kako dobro se i-ti dokument ujema z naso poizvedbo. Iskalnik kot
rezultat vrne kratek seznam dokumentov, za katere so vrednosti x; najvecje.

Matrika A je ogromna, saj je m =~ 10! in n ~ 10°. Kljub razprenosti je izralun
produkta x = Ay ozko grlo poizvedbe.

Resitev: A aproksimiramo z matriko Ax majhnega ranga k (npr. k = 20) in kot
priblizek za x vzamemo

K
X =Ary = Zai(V;TY)Ui-

i=1
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