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Za matriko A € R™*" bj radi izra¢unali singularni razcep A= UZVT.

Ker velja
ATA=VITyvT,

dobimo preprosto idejo:
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Za matriko A € R™*" bj radi izra¢unali singularni razcep A= UZVT.
Ker velja
ATA=VITyvT,
dobimo preprosto idejo:
1) izratunamo AT A,

2) re$imo lastni problem ATA = VAV, odtod dobimo V,
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Za matriko A € R™*" bj radi izra¢unali singularni razcep A= UZVT.

Ker velja
ATA=VITyvT,
dobimo preprosto idejo:
1) izratunamo AT A,
) reSimo lastni problem ATA = VAV, odtod dobimo V,
3) za ¥ vzamemo m x n matriko, ki ima v zgornjem bloku kvadratni koren A,
)

reSimo sistem UYX = AV za matriko U.
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Racunanje preko AT A ni numeri¢no stabilno

1 1

Ce vzamemo A = { 1 141016

, potem je ATA = { } , kar se v dvojni

1
0 108

y . . 11
natancnosti zaokrozi v 1 1|
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Racunanje preko AT A ni numeri¢no stabilno

. _ 1 oA |1 1 -
Ce vzamemo A = {0 10_8] potem je A" A = L 14 10_16} , kar se v dvojni
Y . < (11 oy o . .
natancnosti zaokrozi v 11l Numericno izracunani singularni vrednosti sta

56 = V2
o, = 0,
tocni pa
o = V2-222.1071°
or = 7.07-107°.

Pri majhnih singularnih vrednostih lahko torej pride do velike relativne napake.
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Racunanje preko AT A ni numeri¢no stabilno

. _ 1 oA |1 1 -
Ce vzamemo A = {0 10_8] potem je A" A = L 14 10_16} , kar se v dvojni
Y . < (11 oy o . .
natancnosti zaokrozi v 11l Numericno izracunani singularni vrednosti sta

6 = V2
o, = 0,
tocni pa
o = V2-222.1071°
or = 7.07-107°.

Pri majhnih singularnih vrednostih lahko torej pride do velike relativne napake.

Racunanje preko eksplicitno izracunane matrike AT A ni numeri¢no stabilno.
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Povezave z lastnimi vrednostmi

2
n-

Lema

Naj bo A matrika m x n, m > n, s singularnimi vrednostmi in vektorji Av; = o;u;,
i=1,...,n. Lastne vrednosti matrike

0 AT
=[x %)

Vemo, da so lastne vrednosti AT A enake 02, ..., 0

. iy o o .. 1 Vi . o
so £o; in m — n nicel, ustrezni lastni vektorji pa so V5 | au| 21 1....,nin
i

[0] zak=n+1....m
U
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Posplositev minimaks izreka in teorija motenj

: . . . 0 AT
Iz povezav med singularnim razcepom A in lastnim razcepom AT A oz. [

A 0
sledijo naslednje lastnosti.

Naj bo A realna matrika m x n, kjer je m>n. Za k =1,...,n velja

I min ————— = max min o
gmieimk o7es [|x[lallylla dim(s)=k07xeS [|x[|2

yT Ax [[Ax]l2

Ok =

Posledica

Za singularne vrednosti A+ E za k =1,...,n velja

lok(A+ E) — ok(A)| < ||E]f2.
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Racunanje preko AT A ni obratno stabilno

Od obratno stabilnega algoritma za singularne vrednosti A pri¢akujemo, da bo za
izraCunane priblizke veljalo ox = ox(A + E), kjer je ||E|| = O(ul|A]|), saj potem
sledi |ox — ox| = O(u||Al]).
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Racunanje preko AT A ni obratno stabilno

Od obratno stabilnega algoritma za singularne vrednosti A pri¢akujemo, da bo za
izraCunane priblizke veljalo ox = ox(A + E), kjer je ||E|| = O(ul|A]|), saj potem
sledi |ox — ox| = O(u||Al]).

Ce ra¢unamo preko AT A z obratno stabilnim algoritmom za racunanje lastnih
vrednosti simetricne matrike, potem velja

7% — okl = O(ul| ATA)) = O(ul|AJI?).
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Racunanje preko AT A ni obratno stabilno

Od obratno stabilnega algoritma za singularne vrednosti A pri¢akujemo, da bo za
izraCunane priblizke veljalo ox = ox(A + E), kjer je ||E|| = O(ul|A]|), saj potem
sledi |ox — ox| = O(u||Al]).

Ce ra¢unamo preko AT A z obratno stabilnim algoritmom za racunanje lastnih
vrednosti simetricne matrike, potem velja

7% — okl = O(ul| ATA)) = O(ul|AJI?).

Po korenjenju dobimo

~ 1
|0’k — O'kl = 0 (U||A|2> .
Ok
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Racunanje preko AT A ni obratno stabilno

Od obratno stabilnega algoritma za singularne vrednosti A pri¢akujemo, da bo za
izraCunane priblizke veljalo ox = ox(A + E), kjer je ||E|| = O(ul|A]|), saj potem
sledi |ox — ox| = O(u||Al]).

Ce ra¢unamo preko AT A z obratno stabilnim algoritmom za racunanje lastnih
vrednosti simetricne matrike, potem velja

|5k — okl = O(ul|ATAJ)) = O(ul|A]]?).
Po korenjenju dobimo

~ 1
|0’k — O'kl = 0 (U||A|2> .
Ok

Za vecje singularne vrednosti je to v redu, za manjSe pa ne. Tako lahko pri o,
pri¢akujemo napako velikosti O(ul|A||x2(A)).

Bor Plestenjak (NLA) 12. Radunanje singularnega razcepa 18. maj 2010



Redukcija na bidiagonalno obliko

Pri ralunanju SVD za A (razen pri Jacobijevi metodi) matriko najprej reduciramo
na bidiagonalno obliko. Postopek je:

1) poi&¢i ortogonalni matriki Uy, V4, da bo A= U; BV, in B bidiagonalna,
2) izradunaj SVD za B: B = U,T VT,
3) SVD razcep za Aje A= (UiUp)Z (V1 V).
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1) poi&¢i ortogonalni matriki Uy, V4, da bo A= U; BV, in B bidiagonalna,
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>

I
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
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X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

O O O O O X
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Redukcija na bidiagonalno obliko

Pri ralunanju SVD za A (razen pri Jacobijevi metodi) matriko najprej reduciramo
na bidiagonalno obliko. Postopek je:

1) poi&¢i ortogonalni matriki Uy, V4, da bo A= U; BV, in B bidiagonalna,
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Redukcija na bidiagonalno obliko

Pri ralunanju SVD za A (razen pri Jacobijevi metodi) matriko najprej reduciramo
na bidiagonalno obliko. Postopek je:

1) poi&¢i ortogonalni matriki Uy, V4, da bo A= U; BV, in B bidiagonalna,
2) izradunaj SVD za B: B = U,T VT,
3) SVD razcep za Aje A= (UiUp)Z (V1 V).

Redukcijo na bidiagonalno obliko izvedemo s Householderjevimi zrcaljenji:

P4P3P, Py AP Py =

O O O o o X
O O O o X X
O O o X X O
O O X X © o

V nadaljevanju potrebujemo le zgornji kvadratni del matrike B, zato lahko
predpostavimo, da je B kvadratna.
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Ekonomicna redukcija

Za redukcijo s Householderjevimi zrcaljenji potrebujemo 8mn? — 8n*/3 operacij.

Ce je m > n, se splada najprej narediti QR razcep matrike A, kjer dobimo m x m
ortogonalno matriko @ in n X n zgornjo trikotno matriko Ry, da je

T._ |R
QA[O]’

Sedaj bidiagonaliziramo Ry, da dobimo
URRV = By,

kjer je B; bidiagonalna n x n matrika. Na koncu dobimo

Ul o] 1., [Bi]
4 w5

Za to redukcijo potrebujemo 4mn? + 4n° operacij, torej je cenej$a, e je m > 5n/3.
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Prevedba na tridiagonalni simetri¢ni lastni problem

Naj bo

Potem je
[ af albl

a1 by a% + b%
BB =

dn—1 bnfl
2 2
aﬂflbﬂfl ap, + bn—l_

simetri¢na tridiagonalna matrika. Podobno velja za BB™.
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Prevedba na tridiagonalni simetri¢ni lastni problem

Naj bo
ai b1

Ce vzamemo permutacijsko matriko

P=lei en1 € eny2 -+ e e,

ki predstavlja t.i. perfektno mesanje, potem ima PT CP obliko

_ 0 a _
dai 0 bl
b1 0 an
an 0
bn—l
bn—l 0 dan
an 0
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Reducibilnost

_O a -
ai 0 bl
pT [0 BT}P_ by 0
B 0 - bn—l
bnfl 0 dn
L a" 0_

V primeru, ko je a; = 0 ali b; = 0, lahko naredimo deflacijo, zato lahko
predpostavimo, da so vsi diagonalni in bidiagonalni elementi nenicelni.

Posledica

Ce za matriko B veljaaj #0zai=1,....ninb; #0zai=1,...,n—1, potem
ima B same enostavne singularne vrednosti.
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Enostranska QR iteracija

Naj bo
a1 b1

bn—l

an

Mislimo si, da raCunamo implicitno QR iteracijo z Wilkinsonovimi premiki za
BT B, a B” B nikoli ne izra¢unamo eksplicitno.
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Enostranska QR iteracija

Naj bo
a1 b1

bn—l
dn

Mislimo si, da raCunamo implicitno QR iteracijo z Wilkinsonovimi premiki za
BT B, a B” B nikoli ne izra¢unamo eksplicitno.

Za Wilkinsonov premik potrebujemo lastne vrednosti desne spodnje 2 x 2
podmatrike B B
a1 +bh o ap1bp1
an—1bnp_1 3,27 + b,z,_l ’

za premik o2 pa vzamemo tisto lastno vrednost, ki je blizja a2 + b2 ;.
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E Cs], da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X+
X X
Ri2BRi, = X X
X X
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

Ri2BR{;Ras =

Bor Plestenjak (NLA) 12. Radunanje singularnega razcepa 18. maj 2010 13 /19



Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X
X X+
!/l
R23R12 BR12 R23 = X X
X X
X
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X

X X

RosR12BRi,Ry3 Ry, =

+ X X
X X
X
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X

X X
X

R34R23R12 BR{Z Ré3 R§4 = X X
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X %
X X
R34 Ro3R12BR15 Ro3 R3y Rys = X

+ X X
X X

Bor Plestenjak (NLA) 12. Radunanje singularnega razcepa 18. maj 2010 13 /19



Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X

X X
X

R45 R34R23R12 BR{Z Ré3 R§4R‘/15 = X X = B.
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Premikanje grbe

Dolo¢imo Givensovo rotacijo R = E ;S , da bo (glede na prvi stolpec BT B)

2 _ 2
af—o°| _ |x]| . , |R O
R{ a1by ]—[0] in vzamemo Rlz—{o /].

Poglejmo zgled premikanja grbe na primeru matrike 5 x 5.

X X
X X
R45 R34R23R12 BR{Z Ré3 R§4R‘/15 = X X = B.

Za en korak enostranske QR iteracije porabimo 30n + O(1) osnovnih operacij in
2n kvadratnih korenov.

Kriterija za deflacijo sta |b;| < €(|aj] + |ait1]) in |ai] < €| B].
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LR algoritem

LR algoritem (T simetri¢na pozitivno definitna)

To=T

i=0,1,2,.. .
T; = V.7 V; (razcep Choleskega)
Tiy1 = ViV)T
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LR algoritem

LR algoritem (T simetri¢na pozitivno definitna)

To=T

i=0,1,2,.. .
T; = V.7 V; (razcep Choleskega)
Tiy1 = ViV)T

T; konvergira proti diagonalni matriki lastnih vrednosti matrike T. Matriki T; in
Tiy1 sta podobni, saj velja

T = ViV = vV vivit =TV

Ce je T tridiagonalna, se tridiagonalnost med algoritmom ohranja.

Bor Plestenjak (NLA) 12. Radunanje singularnega razcepa 18. maj 2010 14 /19



LR algoritem

LR algoritem (T simetri¢na pozitivno definitna)

To=T

i=0,1,2,.. .
T; = V.7 V; (razcep Choleskega)
Tiy1 = ViV,T

T; konvergira proti diagonalni matriki lastnih vrednosti matrike T. Matriki T; in
Tiy1 sta podobni, saj velja

T = ViV = vV vivit =TV

Ce je T tridiagonalna, se tridiagonalnost med algoritmom ohranja.

Stabilnost in konvergenco zagotavlja naslednji izrek.

Dva koraka LR algoritma ustrezata enemu koraku QR algoritma brez premikov. l
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Namesto enega koraka QR metode lahko naredimo dva koraka LR metode.
Konvergenco pospesimo s premiki, paziti pa moramo na pozitivno definitnost.

LR algoritem s premiki

To=T
i=0,1,2,...
izberi premik 72 > 0, tako da je 72 < \,(T)
T: — 721 = VT V; (razcep Choleskega)
Ti1 = VT 72

Matriki T;y1 in T; sta podobni, saj velja

Tii= ViV +221=Vv TVvI(viVT +22) = v TV
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Namesto enega koraka QR metode lahko naredimo dva koraka LR metode.
Konvergenco pospesimo s premiki, paziti pa moramo na pozitivno definitnost.

LR algoritem s premiki

To=T
i=0,1,2,...
izberi premik 72 > 0, tako da je 72 < \,(T)
T: — 721 = VT V; (razcep Choleskega)
Ti1 = VT 72

Matriki T;y1 in T; sta podobni, saj velja
Tii= ViV +221=Vv TVvI(viVT +22) = v TV
Pri dqds metodi delamo LR metodo s premiki za BT B a te matrike ne ra¢unamo

eksplicitno. Iz bidiagonalne matrike B; dobimo bidiagonalno B;.1, pri tem pa
velja, da e bi naredili LR s premikom za B B;, bi dobili B/ ;B;1.
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Osnovna ideja dqds metode

A
I
5

Biy1 = _ -
an—1 bn_1 an—1 bn_1

dp dp

S primerjavo T; = B Bi + 721 in Tiy1 = B/ 1 Biy1 + 73411 = BiB] + 771 pridemo
do osnovnega algoritma, kjer je § = T,2+1 — 72 >0 in privzamemo by = by = 0.

Osnovni algoritem

k=1,...,n—1 _
F S S B
b = a7 11 b/3%

2 2 2
an_an_bnfl_d
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qds algoritem

Osnovni algoritem

k=1,...,n—1 _
Z=al+bl—bl -6
B = k.3

— = 2
_an_bn—l_(s

Ves &as lahko radunamo s kvadrati in korenimo le na koncu. Ce ozna&imo ¢, = a2
in di = b7, dobimo novo razli¢ico algoritma:

gk—Ck—de—Ekq—(S
di = Ck+1dk/Ck
En =Cp—0ap—1 — 0

Novi algoritem porabi le 5n+ O(1) operacij za en korak.

Bor Plestenjak (NLA)
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k=1,...,n—1 _ g=c—90
Ch=ckt+di—di_1—90 k=1,...,n—1
gk = Ck+1dk/zk Cx = g + dx
En =Cn — ~n—1 -6 EZ Ck+1/zk
de =dj -t
g=g-t—9
En =8 )
Ce definiramo gk = ¢, — Ek,l — 4§, potem velja
8k = Ckfcﬁdkfl —0 = Ckia(fi_ L S idk72 — 5*5 = _* 8k—1—0.
Ck—1 Ck—1 Ck—1 Ck—1

Nov algoritem ima eno mnoZenje namesto seStevanja. lzkaze se, da nam ravno to
zagotavlja visoko obratno stabilnost.

Bor Plestenjak (NLA)

12. Radunanje singularnega razcepa

18. maj 2010



Stabilnost dqds algoritma brez premikov

Izrek

Ce je B bidiagonalna nesingularna matrika s singularnimi vrednostmi
01> 09> -+ >0, >0, potem za izracunane singularne vrednosti

g1 > -+ >0, > 0 po dqds algoritmu velja (e ne uporabljamo premikov)

19i= il _ (10n— 5)u+ O(u?).

ai
v
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