
Izpit iz Optimizacije 1

3. 2. 2014

1. Za podmnoºico A ⊆ Rn de�niramo

F(A) = {c ∈ Rn| linearni funkcional fc : Rn → R, fc(x) = 〈c, x〉,
je na mnoºici A navzgor omejen}.

(a) Dolo£i F(A) za A = [−1,∞)× [0,∞) ⊆ R2.

(b) Dokaºi: £e je A konveksna, je F(A) konveksna.

(c) Dokaºi: £e je A polieder, je F(A) polieder. (Nasvet: zapi²i A v standardni obliki.)

Re²itev: (a) Dokaºimo, da je F(A) = (−∞, 0]2. Naj bo najprej c = (c1, c2) ∈ (−∞, 0]2.
Potem za vsak x = (x1, x2) ∈ A velja fc(x) = c1x1 + c2x2 ≤ c1x1 ≤ −c1. Torej je

fc ∈ F(A). Obratno, naj bo c = (c1, c2) ∈ R2, da velja fc(x) ≤ M za nek M , za

poljuben x ∈ A. Torej je fc(x, 0) = c1x ≤M za poljuben x ≥ 0 in zato c1 ≤ 0. Podobno
je fc(0, x) = c2x ≤M za poljuben x ≥ 0 in zato c2 ≤ 0. Sledi c ∈ (−∞, 0]2.

(b) Naj bo c1, c2 ∈ F(A) in λ ∈ (0, 1). Izberimo M ∈ R, da je fc1(A) ⊆ (−∞,M ]
in fc2(A) ⊆ (−∞,M ]. Potem za poljuben x ∈ A velja fλc1+(1−λ)c2(x) = 〈λc1 + (1 −
λ)c2, x〉 = λ〈c1, x〉 + (1 − λ)〈c2, x〉 = λfc1(x) + (1 − λ)fc2(x) ≤ λM + (1 − λ)M = M .

Torej je λc1 + (1− λ)c2 ∈ F(A) in je zato F(A) konveksna.

(c) Pi²imo

A = {
p∑
i=1

λivi +

q∑
j=1

µjsj +
r∑

k=1

νkzk| λi, µj ≥ 0,
∑

λi = 1, νk ∈ R}.

Potem je F(A) = {c ∈ Rn| fc(sj) ≤ 0 in fc(zk) = 0 za vsak j, k}. Res, £e je c ∈ F(A)
(torej fc(A) ⊆ (−∞,M ] za nek M), potem je fc(v1 + µjsj) = fc(v1) + µjfc(sj) ≤M za

vsak µj ≥ 0, in zato fc(sj) ≤ 0. Podobno je fc(v1+νkzk) = fc(v1)+νkfc(zk) ≤M za vsak

νk ∈ R in zato fc(zk) = 0. Obratno, £e je fc(sj) ≤ 0 za vsak j in fc(zk) = 0 za vsak k,
je fc(

∑
λivi +

∑
µjsj +

∑
νkzk) =

∑
λifc(vi) +

∑
µjfc(sj) ≤

∑
λifc(vi) ≤ maxifc(vi),

torej c ∈ F(A).

Torej je F(A) = {c ∈ Rn| 〈c, sj〉 ≤ 0 in 〈c, zk〉 = 0 za vsak j, k}, to pa je o£itno polieder,
saj je presek polprostorov.

2. Z dvofazno simpleksno metodo poi²£i maksimum funkcionala z = −x2 + x3 − 4x4 pri

pogojih 2x1 − 2x2 ≥ 1, x3 − 3x4 ≤ 2, x1 − 2x2 + 2x3 ≥ 0, x1, x2, x3, x4 ≥ 0. Poi²£i ²e

kak²no to£ko, v kateri je maksimum doseºen.

Re²itev: Maksimum je z = 2, doseºen v to£kah (a, 0, 2, 0), a ≥ 1
2 .

3. S pomo£jo dualnega dopolnjevanja dokaºi, da je x∗ = (0, 0, 23 ,
1
3) optimalna strategija za

prvega igralca za naslednjo matri£no igro:
1 −1
2 −2
−3 2
6 −4
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Izra£unaj ²e vrednost igre in poi²£i kak²no optimalno strategijo za drugega igralca.

Re²itev: Problem prevedemo na linearni program Π za spremenljivke x1, x2, x3, x4, s. V
to£ki x∗ dobimo pogoj s ≤ 0. Ker i²£emo maksimum funkcionala s, je potem s = 0, torej
dokazujemo, da je (0, 0, 23 ,

1
3 , 0) optimalna re²itev tega linearnega programa. Najprej

preverimo, da je dopustna. S pomo£jo dualnega dopolnjevanja vidimo, da mora re²itev

dualnega programa (y1, y2, t) zado²£ati 3y1 = 2y2, torej je edini kandidat (25 ,
3
5 , 0). Hitro

se prepri£amo, da je ta re²itev dopustna. Vrednost funkcionala t v tej to£ki enaka

vrednosti funkcionala s v to£ki (0, 0, 23 ,
1
3 , 0), torej sta po ²ibkem izreku o dualnosti ti

dve re²itvi res optimalni.

Vrednost igre je torej 0, optimalna strategija za 2. igralca pa (25 ,
3
5).

4. S pomo£jo simpleksne metode na omreºjih poi²£i najcenej²i razvoz na spodnjem omreºju.

Za£etni razvoz naj bo �zvezda� (razvoz po povezavah iz sredi²£a neposredno do vseh

ostalih to£k).
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