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Poglavje 1

Nekaj dokazov o neskonc¢nosti
prastevil

1.1 Formalna definicija naravnih stevil

Naravna stevila poznamo ze od malih nog. Govorili so nam, da so naravna
Stevila tista, “s katerimi stejemo”. Ponavadi naravna Stevila oznac¢imo s sim-
bolom N, elemente pa zaporedoma s stevili 1, 2,... Torej je N ={1,2,3,...}.
Matematiki se s tako razlago ne zadovoljimo. Zanima nas, ali lahko naravna
Stevila postavimo na trdnejse temelje. Oglejmo si, kako.

DEFINICIJA 1.1. MnoZica naravnih stevil N je vsaka mnoZica, ki zado$ca
naslednjim Peanovim aksiomom:

Al. Mnozica N vsebuje odlikovani element e.

A2. Vsak element n € N ima natancno dolocenega naslednika s(n) € N.
AS3. Element e ni naslednik nobenega elementa iz N.

A4. Za poljubna elementa m,n € N velja, da iz s(m) = s(n) sledi m = n.
Ab5. Naj bo M taka podmnozica mnoZice N, da je

a) e € M,
b) Cejem € M, potem je tudi s(m) € M.

Potem je M = N.

PRIMER 1.1. Standardna reprezentacija naravnih stevil N je mnozZica N =
{1,2,3,...}, pri cemer je s(m) =m + 1.
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V prejsnjem primeru smo tiho privzeli operacijo sestevanja. Tudi to lahko
uvedemo zelo formalno.

DEFINICUIIA 1.2. Standardno sestevanje + na mnoZici naravnih stevil N je
predpis + : N X N — N, za katerega velja:

a) n+1=s(n), neN,
b) m+s(n) =s(m+n), m,neN.
PRIMER 1.2. Naravna Stevila lahko reprezentiramo tudi z mnoZico
N={1,2"2%2% ..},

na njej pa definiramo “sestevange” @ kot 2™@H2"™ = 2™ kjer je v eksponentu
standardno sestevanje.

Od sedaj naprej bomo na mnozico N gledali kot na standardno mnozico
N = {1,2,3,...}, na kateri je definirano standardno sestevanje. Da bi o
naravnih Stevilih lahko povedali Se kaj ve¢, jih bomo najprej umestili v
razsirjeno mnozico celih stevil z bogatejso strukturo.

1.2 Relacije in osnovne algebrske strukture

V tem poglavju bomo definirali pojem relacije in nekaj algebrskih struktur, ki
jih bomo potrebovali kasneje. Podrobno teorijo o alebrskih strukturah lahko
bralec najde denimo v uébeniku [8]. Za¢nimo s pojmom relacije. Denimo,
da je dana neprazna mnozica A.

DEFINICIJA 1.3. Relacija R na neprazni mnozici A je podmnoZica karteziénega
produkta A x A.

Pravimo, da je par elementov a,b € A v relaciji R, ¢e (a,b) € R. Na
kratko pisemo a R b. Relacije so lahko zelo splosne, odvisno od tega, kaksna
je mnozica A in kaksna je lastnost, ki doloca relacijo.

PRIMER 1.3. Naj bo A mnoZica ucencev na Soli. Relacija je denimo lahko
pripadnost istemu razredu. Natancneje, ucenca a in b sta v relaciji R, ¢e sta
v 1stem razredu.

Relacije imajo lahko razlicne lastnosti, od katerih so med najbolj po-
membnimi naslednje tri:

e Relacija je refleksivna, ce je a Ra za vsak a € A.
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e Relacija je simetricna, ce iz a Rb sledi b A a, za vsak par a,b € A.

e Relacija je Tranzitivna, ¢e a Rb in b Rc sledi a Rc za vsako trojico
a,b,c € A.

DEFINICUA 1.4. Relaciji R, ki je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna, recemo
ekvivalencna relacija. Tedaj elementoma, ki sta v relaciji R, recemo, da sta
ekvivalentna. MnoZico vseh elementov, ki so v relaciji R z elementom a € A,
imenujemo ekvivalencni razred R, s predstavnikom a.

Brez dokaza podajmo naslednji pomembni izrek o ekvivalen¢nih relacijah.

[ZrREK 1.1. Ekvivalencéna relacija R razdeli mnoZico A na same med seboj dis-
Jgunktne razrede. Dva elementa pripadata istemu rezredu, ce sta ekvivalentna,
razlicnima razredoma pa, ¢e nista ekvivalentna.

Relacija iz prejsnjega primera je ekvivalen¢na (preverite). Ekvivalen¢ni
razredi dobesedno Solski razredi.
Relacije imajo lahko se veliko drugih pomembnih lastnosti, vendar bo za naso
nadaljnjo obravnavo dovolj poznati ekvivalencne relacije.

Posvetimo se sedaj nekaterim algebrskih strukturam. Zac¢nimo z definicijo
notranje binarne operacije.

DEFINICIJA 1.5. Notranja binarna operacija na neprazni mnozici A je vsaka
preslikava o : AXA — A, ki vsakemu paru elementov a,b € A priredi natanko
dolocen element ¢ € A. To ponavadi zapisemo takole

aob=c.

Mnozici A, opremljeni z notranjo operacijo, recemo grupoid.

FElement e € A je v grupoidu leva enota (levi nevtralni element), ce je eox = x
za vsak © € A. Podobno je e desna enota (desni nevtralni element), ce je
roe = x za vsak v € A. Ce je element hkrati leva in desna enota ga
imenujemo enota ali nevtralni element.

V' grupoidu z enoto e je element a’ € A je levi inverzni element k a € A, ce
je a' oa = e. Podobno je a' € A desni inverzni element k elementu a, ce
jeaoa =e. Ce pa za element a' € A velja, da je d oa = aod = e, je
a’ inverzni element k elementu a. Elementu a tedaj recemo, da je obrnljiv
element.

Pogosto grupoid ozna¢imo kot urejen par (A, o).

PRIMER 1.4. Primer grupoida je denimo prostor vseh trirazseznih vektorjev
z operacijo vektorskega produkta.
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DEFINICLIA 1.6. Ce je v grupoidu (A, o) operacija o asociativna, torej, ce za
vsako trojico elementov a,b,c € A velja

(aob)oc=ao(boc),
potem. grupoidu recemo polgrupa ali monoid.

PRIMER 1.5. Primer polgrupe so denimo naravna Stevila za operacijo sestevanja.
Ce naravnim stevilom dodamo Se niclo, torej, ¢e gledamo mnoZico Ny, je ele-
ment 0 enota grupoida (Ng, +), noben element pa ni obrnljiv (niti z leve, niti

z desne).

Trirazsezni vektoryi z operacijo vektorskega produkta iz prejsnjega primera pa
niso polgrupa (zakaj?).

DEFINICIJA 1.7. Polgrupo (A, o) z enoto, v kateri so vsi elementi obrnljivi,
imenujemo grupa. Grupa je Abelova (ali komutativna), ce je operacija o
komutativna, torej, ce za vsak par a,b € A velja aob =boa. MnoZica B C A
je podgrupa grupe A, ¢e je sama grupa glede na isto operacijo.

PRIMER 1.6. Cela stevila Z za operacijo sestevanja so Abelova grupa. Enota
je stevilo 0, elementu a € 7 inverzni element pa je —a.

DEFINICIJA 1.8. Denimo, da imamo v mnoZici A dve notranji operaciji,

oznacimo ju z + (adicija) in - (multiplikacija). Naj bo operacija - distibutivna
glede na +, to pomeni, da za vsako trojico x,y,z € A velja

- (y+2)=(x-y) + (x-2),
(+y) 2= (@ 2)+ (Y 2).

Pravimo, da je (A,+,-) kolobar, ce je
o (A, +) Abelova grupa,
e (A,-) polgrupa,
o nmultiplikacija distributivna glede na adicijo.

Ce je multiplikacija - komutativna, imenujemo kolobar (A, +, ) komutativen.
Ce je (A,-) polgrupa z enoto, bomo to enoto oznacili z 1 in ga imenovali
enota kolobarja. V tem primeru bomo rekli, da je (A, +,-) kolobar z enoto.

PRIMER 1.7. Primer komutativnega kolobarja z enoto je kolobar (Z,+,-),
kjer sta + in - obicagno sestevanje in mnoZenje celih stevil.
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DEFINICLIA 1.9. Ce v kolobarju (A, +,-) za elementa a,b # 0, kjer je 0 enota
v Abelovi grupi (A, +), velja, da je a-b =0, je a levi, b pa desni delitelj nica.
Kolobar, ki nima deliteljev nica, se imenuje kolobar brez deliteljev nica.

PRIMER 1.8. Kolobar ostankov pri deljenju s 4, na kratko Z4, je primer
kolobarja, ki ima delitelje nica. Katere?

DerINICIIA 1.10. Komutativnemu kolobarju z enoto in brez deliteljev nica
recemo celostno polje.

DEeFINICUJA 1.11. Kolobar (A,+,+) z enoto je obseg natanko tedaj, ko so vsi
nenicelni elementi (torej tisti, ki niso enaki enoti za aditivno grupo (A,+)),
obrnljivi. Obseg je komutativen, ce je kolobar komutativen. Takemu obsegu
recemo polje.

PRIMER 1.9. Primer komutativnega obsega so realna stevila R za obicajno
seStevanje in mmnozenje.

V naslednjem podrazdelku bomo podrobneje spoznali nekaj lastnosti po-
sebnega kolobarja, kolobraja celih Stevil

1.2.1 Deljivost v kolobarju celih stevil

Posvetimo se torej kolobarju (Z,+,-), kjer je Z mnozica celih stevil Z =
{..,=2,-1,0,1,2,...}, + obicajno se’stevanje, - pa obi¢ajno mnozenje.
Zlahka se prepricamo, da je mnozica Z z omenjenima operacijama res ko-
lobar. V resnici je kolobar z enoto (enota je element 1) brez deliteljev nica,
torej celostno polje. Oglejmo si nekaj osnovnih lastnosti, ki sledijo iz te
strukture.

DEFINICUA 1.12. Za celi Stevili m,n € Z pravimo, da m delin (oziroma, da
je n deljivo z m), ée obstaja tako celo Stevilo k € Z, da je n = km. Stevilu
m recemo tudi delitelj stevila n.

Neposredno na deljivost se nanasa naslednji pomembni izrek.

IZREK 1.2. Naj bo a,b € Z, b # 0. Potem obstajata enolicno doloceni celi
stewili ¢ in r, da je
a=qb+r, 0<r<]|bl.

DokAz. Izrek bomo dokazali samo za nenegativno Stevilo a in pozitivno
Stevilo b. Dokazi ostalih primerov so podobni.

Definirajmo mnozico S = {x € Z; = a — zb, z € Z, x > 0}. Mnozica
S je neprazna, saj vsebuje vsaj element a. Ker je navzdol omejena z 0,
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vsebuje najmanjsi element, denimo r. Potem seveda obstaja tak ¢ € Z, da
jer =a— qb, oziroma a = gb+ r. Izrek bo dokazan, ¢e utemeljimo zvezo
0<r<hb.

Ker je r € S, je r > 0. Privzemimo, da je r > b. Potem je 0 < r —b < r, saj
je b > 0. Torej je

r—b=(a—qb)—b=a—b(qg+1).

Iz definicije mnozice S sledi, da je r — b € S, kar je v protislovju z dejstvom,
da je r najmanjsi element mnozice S. 0

Za poljubni dve stevili, ki nimata nobenega skupnega delitelja razen 1,
pravimo, da sta tuji. Primer para tujih stevil sta denimo 15 in 22.
Mnozica naravnih stevil N je prava podmnozica celih stevil Z. Videli smo
ze, da ima strukturo monoida. Sedaj, ko poznamo pojem deljivosti, lahko
nekatera naravna Stevila posebej odlikujemo.

DEFINICIIA 1.13. Naravno stevilo n > 1 je prastevilo, ce je deljivo samo z
ena in samim seboj. Naravnemu Stevilu, ki ni prastevilo, recemo sestavljeno
stevilo.

Prastevila gotovo ze poznamo. Edino sodo prastevilo je 2, nekaj prvih

prastevil pa je 2, 3, 5, 7, 11, ... Mnozico prastevil bomo oznacili s P. Prvo
sestavljeno stevilo pa je 4, saj je 4 = 2---2. Zelo pomemben je naslednji
izrek.

IZREK 1.3. Vsako sestavijeno stevilo n je produkt dveh stevil, ki sta strogo
med 1 ter n in ima vsaj enega prastevilskega delitelja.

Od tod lahko izpeljemo pomemben izrek o razcepu naravnega Stevila na
produkt prastevil (prafaktorjev).

IZREK 1.4. Vsako naravno stevilo n > 1 lahko zapisemo kot produkt prasteuvil
do vrstnega reda natancno.

Dokaza obeh zgornjih izrekov lahko bralec najde na primer v [2].

1.2.2 Lagrangeev izrek za konc¢ne grupe

Ena od pomembnih lastnosti nekaterih elementov v grupi (A, o) je red ele-
menta.

DEFINICIJA 1.14. Red elementa a grupe (A, o) z enoto e je najmanjse naravno
stevilo n, za katerega je a™ = e. Ce tako Stevilo ne obstaja, pravimo, da je
red elementa a neskoncno. Pri tem je ™ =goao---oa.

—

n—Kkrat
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1.3 Prvi dokaz

Dokaj oc¢itno je, da imajo vsi elementi kon¢ne grupe koncen red. V ne-
skonénih grupah to ni nujno res. Element (—1) € R v multiplikativni grupi
(R\{0},-) ima red 2, medtem, ko element 2 nima kon¢nega reda.

PRIMER 1.10. Vzemimo multiplikativno grupo ostankov Z, = {1,2,3,...,6}.
Hitro se prepricamo, da imajo elementi zaporedoma red enak 1, 3, 6, 3, 6 in
2. Opazimo, da red vsakega elementa deli 6, moc¢ grupe Z;.

Opazka iz prejsnjega primera velja splosno za koncne grupe (take, ki imajo
kon¢éno mnogo elementov).

IZREK 1.5. Naj bo (A, o) koncna grupa in B njena podgrupa. Potem moc
grupe B deli moc¢ grupe A. Za vsak element a € A z redom r velja, da r deli
moc¢ grupe A.

DoxkAz. Oznac¢imo z |A| in |B| zaporedoma mo¢ grupe A in mo¢ podgrupe
B. Definirajmo relacijo R na A takole: elementa a,b € A sta v relaciji R
natanko tedaj, ko boa™t € B.

Ker je B podgrupa in aoa™! = e € B, je R refleksivna. Ce izberemo
tak par a,b € A, da je boa™' € B, je tudi (hoa—1)"! =aob™! € B
in je zato R simetri¢cna. Izberimo sedaj take elemente a,b,c € A, da je
aRbin bRc. Torej je boa t,cob™! € B. Ker je B podgrupa, je tudi
(cob™Ho(boa™')=coa! € B, zato je a Rc in relacija R je tranzitivna.
Dokazali smo torej, da je R ekvivalenc¢na relacija.

Ekvivalencni razred, ki vsebuje nek element a € A, je natanko mnozica

Boa:={zroa; x € B},

t.i. desni odsek po podgrupi B. O¢itno je |B| enako |B o al. Vemo tudi, da
grupa A razpade na disjuktne ekvivalen¢ne razrede glede na relacijo R. Zato
je |[A| =k |B|, k € N, torej mo¢ podgrupe B deli mo¢ grupe A.

Dokazimo Se drugi del izreka. Naj bo a € A in njegov red r. Mnozica

C= {a,aQ,a3,...,ar}

je cikliécna podgrupa grupe A. Njena moc je r, zato po prej dokazanem r deli
|A|, kar smo zeleli dokazati. 0

1.3 Prvi dokaz

Oglejmo si sedaj prvi dokaz o neskonénosti prastevil. Znan je kot Evklidov
dokaz in temelji na preprostem premisleku o deljivosti naravnih stevil.
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Predpostavimo torej, da je mnozica P = {2,3,5,7,11...} konéna. Obstaja
torej konéno mnogo prastevil pi, pa, ... ,pn, n € N. Oglejmo si stevilo

q=HPk+1=p1p2---pn+1.
k=1

Stevilo ¢ je gotovo vecje od vsakega izmed Stevil py, k = 1,2, ..., n, zato po
predpostavki ne more biti prastevilo. Torej je sestavljeno stevilo. Toda vsako
sestavljeno stevilo je po izreku 1.3 deljivo z nekim prastevilom. To pomeni,
dajeq=rp,reN ie{l,2...,n}. Toda p; deli ¢ in pypy---pp, torej
tudi ¢ — p1 p2 - - - pn = 1, kar ni mogoce.

1.4 Drugi dokaz

V prejsnjih poglavjih smo si nabrali dovolj znanja iz teorije grup, da si lahko
ogledamo Se drugi dokaz o neskonc¢nosti mnozice prastevil P. Predpostavimo
spet, da je mnozica [P konc¢na in p najvecje prastevilo v njej. Oglejmo si t.i.
Mersenneovo stevilo p = 2P —1. Dokazali bomo, da je vsak prastevilski faktor
Stevila p vecji od p, kar je v prostislovju s kon¢nostjo mnozice IP.

Naj bo ¢ prastevilo, ki deli p (tako stevilo po izreku 1.3 gotovo obstaja). Ker
je p prastevilo, ima element 2 red p v multiplikativni grupi Z;. Red namrec
ne more biti manjsi, saj bi sicer delil p, kar ni mogoce, ker je p prastevilo.
Grupa Z; ima g — 1 elementov, zato po Lagrangeevem izreku p deli ¢ — 1,
kar pomeni, da je ¢ > p.

1.5 Tretji dokaz
V tem dokazu bomo uporabili znana Fermatova stevila
F,=2"4+1, n=0,1,2,...

Dokazali bomo, da sta poljubini dve razlicni Fematovi Stevili tuji. (Pre-
pricajte se, da od tod sledi, da mora biti prastevil neskon¢no mnogo.) Najprej
dokazimo naslednjo lemo.

LEMA 1.1. Za Fermatova stevila velja naslednja rekurzijska zveza

n—1
[[F=F.-2 n=12..
k=0

12



Nekaj dokazov o neskonc¢nosti prastevil

1.6 Cetrti dokaz

DokAz. Zvezo bomo dokazali z indukcijo. Zan = 1 je o¢itno res Fy = F;—2.
Privzemimo sedaj, da zveza velja za neko naravno stevilo n € N. Od tod
moramo izpeljati veljavnost zveza za n 4+ 1. Racunajmo

n n—1
[17: = (HFk> Fo=(F,—2)F,= (2" -1)(2* +1) =2"" —1
k=0 k=0

= I'n+1 - 2.
0

Naj bo sedaj stevilo m > 1 delitelj dveh Fermatovih steviil F} in Fj,
k < ¢. Po pravkar dokazani lemi m deli 2, torej je m = 1 ali m = 2. Prvo
moznost smo izlocili s predpostavko, druga pa odpade, ker so vsa Fermatova
stevila liha.
Opomnimo, da je v zgodovini nekaj casa veljala zmota, da so Fermatova
Stevila prastevila. Od tod bi neposredno sledilo, da je prastevil neskonéno
mnogo. 7Z racunalniko se dandanes hitro prepricamo, da prva stiri Fermatova
Stevila res prastevila, F; = 5, Iy, = 17, F3 = 257 in Fy = 65537. Peto Ferma-
tovo Stevilo pa je sestavljeno, Fy = 4294967297 = 641 - 6700417. Dandanes
ni znano, ali je poleg F;, i = 1,2, 3,4, Se kaksno Fermatovo stevilo prastevilo.

1.6 Cetrti dokaz
Naslednji dokaz temelji mnogo bolj na analizi, kot prejsnji. Oznacimo z

m(x) = #{p < x; p € P},

torej Stevilo prastevil, ki so manjsa od (realnega) stevila x. Uredimo prastevila
v mnozici P narascéajoce, torej P = {p1,pa, ps,... }, kjerjep; <ps <ps <---
Funkcijo log definirajmo z integralom

“1
log:v:/ —dt.
1t

Ce primerjamo ploscino pod grafom funkcije f(z) = 1/x z njeno zgornjo
Riemannovo vsoto (glejte sliko 1.1), potem opazimo, da zan < x < n+ 1
velja

1 1 1 1
1 <l+-+-+-++—+—=H,. 1.1
ogx < —|—2+3—|— +n—1+n (1.1)
Ocitno je

1
H, < — .
<Y (1.2

meM
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0.8 1

0.6 1

04 4

0.z 1

Slika 1.1: Zgornja Riemannova vsota (ploséina senc¢enega lika) funkcije
f(z) = 1/x na intervalu [1, 6].
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1.7 Peti dokaz

kjer je M C N mnozica vseh takih naravnih stevil, ki imajo samo prastevilske
delitelje manjse ali enake z. Vsako Stevilo m € M lahko po izreku 1.4
enoliéno (do vrstnega reda faktorjev) zapisemo kot

m = H P, e, €N

peP, p<z

Od tod hitro vidimo, da je

Z%: 11 (i%) (1.3)

meM peP, p<z \ k=0

Vsota v (1.3) je geometrijska vrsta s kvocientom 1/p, kar skupaj z (1.1) in
(1.2) da
1 P o
1 < = —_— .

1
peP, p<z p peP, p<z k=1

Ker so stevila py, urejena po velikosti, zlahka (denimo z indukcijo) dokazemo,
dajepr >k+1, k=1,2,... Torej je
Dk 1 1 k+1

=1 <l4+-=—
pr— 1 +pk—1_ +]€ k

in zato

w(x)
k+1
logx < — =7(x) + 1.
g _g - ()

Funkcija log raste cez vse meje, zato po zgornji neenakosti tako raste tudi
funkcija 7. Torej je prastevil neskonéno mnogo, kar smo zeleli dokazati.

1.7 Peti dokaz

V prejsnjih dokazih smo dodobra uporabili teorijo Stevil, algebro in analizo.
Naslednji dokaz pa sloni na popolnoma drugih temeljih, na topologiji. Bralec
lahko veliko o topologiji izve denimo v knjigi [5]. Zaénimo z definicijo.

DEFINICIJA 1.15. Naj bo X neka mnoZica in T druZina podmnozic mnoZice
X, torej T C P(X), kjer je P(X) potencéna mnoZica mnozice X. Druzina T
je topologija na X, ce velja:

1. Prazna mnoZica in mnozica X sta elementa 7.

2. Poljubna unija mnoZic 1z T je v T.
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3. Vsak presek koncéno mnogo mnozic iz T je v T.

Paru (X, 1), ki zado$éa pogojem iz prejsnje definicije recemo topoloski pro-
stor, mnoZicam 1z T pa odprte mnoZice. MnoZicam, katerih komplementi so
odprte mnozice, torej v T, recemo zaprte mnoZzice.

PRIMER 1.11. Naj bo X = {1,2,3,4}. Primeri topologij na X so:
o Trivialna topologija: T = {{}, X}.
e Diskretna topologija: T = P(X).

o 7= {{}.{2}, 11,2}, 12,3}, {1,2,3},{1,2,3,4}}.

PRIMER 1.12. Naj bo X = Z in 7 mnoZica vseh koncnih podmnoZic Z. ter 7.
Prepricajte se, da T ni topologija.

Namig: oglejte si denimo unijo vseh kon¢nih podmnozic Z, ki ne vsebujejo
elementa 0.

PRIMER 1.13. Naj bo X = R. MnoZica T naj bo sestavijena iz vseh mnozic
U C R, za katere velja: za vsak element u € U obstaja r > 0, da je (u —
r,u+r) C U. Prepricajgte se, da je T topologija na R.

Oglejmo si sedaj posebno topologijo. Vzemimo X = Z. Za izbrani celi
Stevili @ in b > 0 naj bo

Nop :={a+nb; nelZ}.

Vsaka mnozica NN, je torej bineskonéno aritmeti¢no zaporedje. Rekli bomo,
da je mnozica U C 7Z odprta, ¢e je bodisi prazna, bodisi za vsak a € U
obstaja b > 0, da je N, C U.

LEMA 1.2. Zgornja definicija odprtih mnoZic poraja topologijo na Z..

DokAz. Prazna mnozica je po definiciji odprta. Izberimo poljubno stevilo
a € Z. Potem je mnozica N, = Z C Z, zato je Z odprta.
Vzemimo sedaj unijo odprtih mnozic Uy, A € A, torej

U=|]JU.
AEA

Naj bo a € U. Potem obstaja tak \g € A, da je a € Uy,. Ker je Uy, odprta,
obstaja tak b > 0, da je N, C U,,. Toda potem je N,; C U in zato je U
odprta.

Naj bosta sedaj Uy in U; odprti mnozici. Dokazati moramo, da je tudi njun
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1.7 Peti dokaz

pesek odprta mnozica. Ce je presek prazen, ni kaj dokazovati. Predposta-
vimo, da je U = Uy N Uy # (). Izberimo a € U. Torej je a € Uy in a € Us.
Zato obstajata taki stevili by,by > 0, da je Nyp, € Uy in Ngyp, € U,. Toda
potem je mnozica Ngyp, b, © U MUy, zato je U odprta mnozica, kar smo zeleli
dokazati. O

Dokazimo Se naslednjo lemo.

LEMA 1.3. Vsaka neprazna odprta mnoZica je neskoncna in vsaka mnoZica
Ny je tudi zaprta.

DokAz. Prvidel trditve sledi iz definicije odprte mnozice. Za dokaz drugega
dela pa preverimo, da je

b—1
Nap = Z\ | J Navis-
=1

Izberimo ¢ € N,;. Torej je ¢ = a + nb, za neko celo stevilo n. Ce je ¢ €

Uf:ll Natip, mora biti ¢ = a+i+n; b, kjer jen; € Z, zaneki € {1,2,...,b—1}.

Torej je i = (n —n;) b. Ker n —n; # 0, mora biti ¢ deljiv z b, kar ni mogoce,
saj je 1 <1 < b—1. To dokazuje inkluzijo
b—1

Nap € Z\ | Nasis- (1.4)

=1
Izberimo sedaj ¢ € ZZ \ Ufj Noyip. Torej ¢ ne more biti oblike
c=a+i+nb, i=12,...0—-1. (1.5)

Toda ¢ — a se da po izreku 1.2 enoli¢no zapisati v obliki ¢ —a = gb + r,
q,m € Z,0 < r <b. Zaradi (1.5), ostane samo moznost ¢ — a = ¢b, torej je
¢ € N,p, kar pomeni, da je Z\ Uf;ll Natvip € Ngyp. Skupaj z (1.4) dobimo
Nop =17\ Uf;ll Ngtip in lema je dokazana. 0

Do sedaj v dokazu prastevil Se omenili nismo. Pa jih dajmo. Vemo, da ima
vsako Stevilo n # 1, —1 prastevilskega delitelja. Zato je torej tako stevilo
vsebovano v mnozici Ny,. Od tod sledi, da je

Z\{-1,1} = | No,.

Denimo, da je mnozica P konéna. Potem je po definiciji topologije mnozica
UPE]P, Ny, zaprta, saj je koncna unija zaprtih mnozic. Torej je mnozica
{—1,1} odprta, kar je v nasprotju z dejstvom, da je vsaka neprazna odprta
mnozica neskonéna.
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1.8 Sesti dokaz

V tem dokazu poleg neskoncnosti prastevil dokazemo Se zanimivo dejstvo, da

vrsta 1
— 1.6
> (L6)

pEP

divergira. Prvi je to dokazal Ze Euler, v tem dokazu pa uporabimo ideje
Erdosa.

Ponovno zapisimo vsa prastevila v narascajocem vrstnem redu, torej
P1,D2,P3, - - .. Privzemimo, da vrsta (1.6) konvergira. Potem obstaja tako
naravno Stevilo k, da je

1 1
ik P
Poimenujmo prastevila py, ps,. .., pr “majhna prastevila” in pgi1, prio,. .. ve-
lika” prastevila. Za vsako naravno stevilo N iz (1.7) sledi
N N
— < —. (1.8)
pi 2

1>k+1

Oznacimo z N, Stevilo tistih naravnih stevil n < N, ki so deljiva z vsaj enim
velikim prastevilom, in z N, Stevilo tistih naravnih stevil n < N, ki imajo
samo majhne prastevilske delitelje. Pokazali bomo, da obstaja tako naravno
stevilo N, za katerega je

Ny + Ny < N.

To je seveda v prostislovju z oc¢itnim dejstvom N, + Ny = N.
Zlahka se prepricamo, da je |N/p;| stevilo veckratnikov stevila p;, ki so
manjsi ali enaki N. Torej iz (1.8) sledi

N N

N, < E — —. 1.

b_. L%J = 2 (1.9)
i>k+1

Posvetimo se sedaj stevilu N,. Zapisimo stevilon < N v obliki n = a, b2, kjer
a, ne vsebuje nobenega kvadrata naravnega sStevila. Torej je vsako Stevilo
a, produkt samih razlicnih majhnih prastevil. Od tod sledi, da je natanko
2% razlienih moznih faktorjev a,. Ocitno je b < /n < V/N, je torej najvec
v/N moznih faktorjev b,. Od tod ocitno sledi

N, < 2¥V/N.

Naj bo sedaj N = 22**2 Potem iz zgornje neenakosti sledi N, < N/2.
Skupaj z (1.9) tako dobimo protislovie N, + Ny < N/2+ N/2 = N.
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1.9 Sedmi dokaz

Oglejmo si Se en kratek novejsi dokaz o neskonénosti prastevil. Najdemo ga
v [7].
Najprej dokazimo naslednjo preprosto lemo.

LEMA 1.4. Naj bon € N, n > 1. Potem sta Stevili n in n + 1 tugi.

Dokaz. Denimo, da imata n in n + 1 skupni delitelj d > 1. Potem je
n=dk inn+1=dky. Razlikan+1—n=1=d(ky — k1) je deljiva z d,
kar je nemogoce. 0

Po zgornji lemi ima torej tevilo n(n + 1) vsaj dva razlicna prastevilska
delitelja. Sedaj nadaljujemo. Ker sta stevil n(n+1) in n(n+ 1) + 1 tuji, ima
produkt n(n + 1)(n(n + 1) + 1) vsaj tri razlicne prastevilske delitelje. . .

1.10 Osmi dokaz

J. P. Whang je leta 2010 podal naslednji dokaz. Naj bo & € N. Potem je

k= pr(nk)’

peP
kjer je
k k k
ri= 5+ 5]
/b, k) p P P
Ocitno je
k k k
k)< —+—+—=+-=—=<k
Torej je

k
=TTr*" <][0" = (Hp> :

peP peP
od koder sledi i
(HpelP’ p)
k!
Ce je prastevil samo konéno mnogo, je

(HpeIF’ p) '

om0

> 1. (1.10)

kar je v prostislovju z (1.10).
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1.11 Nekaj odprtih problemov, povezanih s
prastevili

1.11.1 Prastevilski dvojcki

Prasteviloma p in p+2 pravimo prastevilska dvojcka. Primeri takih dvojckov
so (3,5), (5,7), (9,11),...Se vedno je odprt naslednji problem.

DOMNEVA 1.1. Prastevilskih dvojckov je neskoncéno mmnogo.

Zlahka se prepricamo, da je vsak prastevilski par, razen (3,5), oblike
(6n —1,6n+ 1), n € N. Preden se posvetimo karakterizaciji prastevilskih
dvojckov, dokazimo pomemben Wilsonov izrek.

IZREK 1.6 (Wilsonov izrek). Naravno Stevilo p > 1 je prastevilo natanko
tedaj, ko je
(p—1!'=-1 (mod p).

DokAz. Privzemimo, da je p prastevilo. Mnozica ZII) je multiplikativna
grupa za operacijo mnozenja po modulu p. Ker je mnozica inverznih elemen-
tov grupe ZII, spet Z;), in sta elementa 1 in p — 1 edina sama sebi inverzna,
ostali elementi 2,3, ..., p — 2 nastopajo v parih (a,b), za katere velja

ab=1 (mod p).

Torej je
p-'=1-2-3---(p—1H)=1-1-1---1-(p—1)=p—1=—-1 (mod p).
Naj bo sedaj p tako naravno stevilo, da je

(p—1)!'=-1 (modp). (1.11)
Denimo, fia je p sestavljeno stevilo, torej p = p1 po, kjer je 1 < p; < p —1,
i =1,2. Stevili p; in py torej delita (p — 1)!, torej tudi p deli (p — 1)!. To pa
je v protislovju z (1.11), torej je p prastevilo. 0

Dokaz naslednje karakterizacije prastevilskih dvojckov najdemo v [1].

IZREK 1.7. Naj bom € N, m > 2. Stevili m in m+2 sta prastevilska dvojcka
natanko tedaj, ko je

4((m—-DI'+1)+m=0 (mod m(m+2)).
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DokAaz. Naj bo
A4(m—-1)+1)+m=0 (mod m(m+2)). (1.12)

Stevilo m torej deli (m — 1)! + 1, zato je po Wilsonovem izreku prastevilo.
Iz (1.12) takoj dobimo, da je

dm+ 1D+ Ad+m)m(m+1)=0 (mod m(m+ 2)),
oziroma
Am+1+1)+(m+2)(m*+3m—2)=0 (mod m(m +2)),

od koder sledi, da m + 2 deli 4((m + 1)! + 1) in je, ponovno po Wilsonovem
izreku, prastevilo.
Privzemimo sedaj, da sta m in m + 2 prastevili. Spet uporabimo Wilsonov
izrek in ugotovimo, da je

(m—1!'+1=0 (modm), (1.13)

(m+1)!+1=0 (modm—+2). (1.14)
Preprost ra¢un pokaze, da iz (1.14) sledi

2m -1 +1=(m—-1)(m+2)(m—-1)!'=0 (mod (m+2)),
oziroma
2m—1)!+1=k(m+2), keN. (1.15)
Po (1.13) je (m — 1)! + 1 = ¢m, od koder sledi
2k+1=0 (mod m),

oziroma 2k + 1 = gm, g € N. Slednjo zvezo vstavimo v (1.15) in dobimo

-1
2m— ) +1=L"""(m +2),
torej
A(m—-1)!+1)+m=0 (mod m(m+2)),
ker je bilo treba pokazati. 0

Trenutno najvecji par prastevilskih dvojckov sta stevili 2003663613 x
2195000 +1.
Brez dokaza navedimo zelo zanimiv rezultat o prastevilskih dvojckih.

IZREK 1.8 (Brunov izrek). Vsota reciprocnih vrednosti prastevilskih dvojckov

je koncéna, torej

11
§:<_+_3>:&%L%ﬂ%%$M<m.
p,p+2€P p p +

Opomba: Oceno za konstanto By so dobili s sestevanjem vseh prastevilskih
dvojékov do priblizno 10,
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1.11.2 Mersennova prastevila

Mersennova Stevila smo ze spoznali v enem od dokazov o neskonc¢nosti prastevil.
Spomnimo se, n-to Mersennovo &tevilo je stevilo M, = 2" — 1. Ce je Mer-
sennovo Stevilo prastevilo, mu pravimo Mersennovo prastevilo. Primeri Mer-
sennovih prastevil so My, M3, M5, M;, Ms,. ..

DOMNEVA 1.2. Mersennovih prastevil je neskoncno.

Zmano pa je, da Mersennovo Stevilo M,, ne more biti prastevilo, ¢e n ni
prastevilo.

IZREK 1.9. Ce je Mersennovo stevilo M, prastevilo, je tudi n prastevilo.

DokAz. Denimo, da je n sestavljeno stevilo, torej n = pq, p,q > 1. Potem
je
2" —1=2P1—1=(2° - 1)(2P(f1*1) yorle=2) 4 .. 9P 4 1),

torej je M, sestavljeno stevilo. 0
Mersennova Stevila so tesno povezana s perfektnimi stevili.

DEFINICIJA 1.16. Naravno Stevilo n je perfektno stevilo, ce je enako vsoti
vseh svojih pravih deliteljev.

Primeri perfektnih stevil so denimo 6, 28, 496 in 8128. Zanimiv je nasle-
dnji izrek.

IZREK 1.10. Sodo stevilo m je perfektno Stevilo natanko tedaj, ko je oblike
m = 2" M, kjer je M,, Mersennovo prastevilo.

DokAz. Naj bo o : N — N, kjer je o(q) vsota vseh pozitivnih deliteljev
Stevila ¢. Zlahka se prepricamo, da je o(p) = p + 1 in o(pF) = (p**! —
1)/(p — 1), ¢e je p prastevilo. Malo ve¢ dela je za dokaz dejstva, da je o
multiplikativna funkcija, zato ga bomo izpustili.

Predpostavimo, da je M,, Mersennovo prastevilo. Potem je

o(m)=o0c(2""'M,) = (2" —1) (M, +1) = M, 2" =2m,

torej je m perfektno stevilo.
Privzemimo sedaj, da je m sodo perfektno stevilo in ga zapisimo v obliki
m = 2""'my, kjer je n > 2 in m, liho &tevilo. Potem je

o(m)=0c(2"") o(my) = (2" — 1) o(m).
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Ker je m perfektno stevilo, je o(m) = 2m = 2" m4, zato je
2" my = (2” - 1) O'(ml).

Od tod vidimo, da 2™ —1 deli my, torej je my = (2" — 1) my in zato o(my) =
2™ my. Stevili my in my obe delita my, zato je

2" mg = U(ml) > mi +meg = (2” — 1) Mo + My = 2km2.

Torej mora biti o(my) = my +mg, kar pomeni, da je m; prastevilo in my = 1
(saj ima samo dva pozitivna delitelja). Ker je m; = 2" — 1 = M, je M,
Mersennovo prastevilo in dokaza je konec.

O

1.11.3 Fermatova prastevila
Omenili smo Ze Fermatova Stevila
F,=2""+1, neNu{0}.

Vemo, da so F,, n = 0,1,2,3,4, prastevila. Slavna domneva o Fermatovih
Stevilih je naslednja.

DOMNEVA 1.3. Fermatovo Stevilo F,,, n > 5 je sestavijeno Stevilo.

Najvecje trenutno znano sestavljeno Fermatovo stevilo je Fys43545-
Da pa se dokazati naslednjo lemo, ki je povezana s Fermatovimi stevili.

LEMA 1.5. Ce je 2" + 1 liho prastevilo, je n potenca Stevila 2.

Dokaz. Zan + 1 lema ocitno drzi. Denimo, da je n > 1 naravno sStevilo,
ki ni potenca stevila 2. Potem jen = k¢, 1 < k <n, 1 < ¢ < nin ¢ liho
Stevilo. Za celi stevili @ in b in naravno stevilo m je a™ — b™ deljivo z a — b.
Izberimo a = 2%, b = —1 in m = ¢. Torej

2"+ D)2 +1)=2"+1.
Ker je 1 < 2" +1 < 2"+ 1, §tevilo 2" + 1 torej ne more biti prastevilo.

Poznamo tudi posplosena Fermatova Stevila.

DEFINICIJA 1.17. Naj bo a € N, a > 2. Stevilu
Gna=0a"" +1, neNuU{0},

Recemo posploseno Fermatovo stevilo.
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V naslednji lemi karakteriziramo prafaktorje posplosenih Fermatovih stevil.

LEMA 1.6. Naj bo p lihi prastevilski faktor posplosenega Fermatovega stevila
Gpa- Potem jep=k2" +1, ke N,

DokAz. Naj bo p lihi prastevilski faktor G,, , Potem je
a* = -1 (mod p). (1.16)

Torej je tudi

2n+1

=1 (modp).

Torej je r = 2"*! najmanjse naravno stevilo r, za katerega je

a"=1 (mod p).
Je res najmanjse tako? Pa denimo, da obstaja tako stevilo 1 < ry < r, da je
a’=1 (modp).

Potem 7, deli r = 2", Toda r; < r, zato je r; = 2¢, e < n. Od tod sledi,
da je

2"_1

a® = (mod p) .

Skupaj z (1.16) pridemo do protislovja 0 = —2  (mod p).
Vzemimo multiplikativno grupo Z;, ostankov po modulu p. Njen red je p—1,
zato mora r deliti p — 1. Torej je p = k2" + 1, k € N. 0

OPOMBA. Za a = 2, torej v primeru klasicnih Fermatovih Stevil, velja Se vec:
p mora biti oblike k2""% 4 1. Oglejte si denimo primer F.

1.12 Porazdelitev prastevil

V tem razdelku si bom ogledali nekaj elementarnih dejstev o porazdelitvi
prastevil med naravnimi stevili. Predvsem nas bo zanimalo, kako hitro raste
in kaksni sta spodnja in zgornja meja za funkcijo 7 : R — N U {0}, kjer je
m(x) enako stevilu prastevil, manjsih od z, torej

m(z) =#{peP p<az}.

Eden od najpomembnejsih izrekov o prastevilih se glasi.
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[ZrREK 1.11. Za funkcijo ™ velja

lim @:1.

T—00
logx

Dokaz izreka je preobsiren in na nakaterih delih precej tehnicen, zato ga
ne bomo izdelali. Namesto tega bomo dokazali izrek o naras¢anju funkcije
7. Potrebovali bomo naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 1.18. Naj bosta f,g : [0,00) — R dve realni funkcijit. Potem
oznaka

f=6lg)
pomeni, da obstajata konstanti ¢ in d, da od nekega x naprej velja

cg(r) < f(x) < dg(w).

Podobno oznaka
f=Q9)

pomeni, da obstaja taka konstanta c, da je od nekega x naprej f(x) > cg(x).

IZREK 1.12 (Izrek Cebiseva). Za funkcijo m velja

m(z) = 0O (10;3) .

Izrek bomo dokazali z nekaj pomoznimi lemami.

LEMA 1.7. Naj bo m € N. Potem je
2 22m 2 1
(7”);z—— in (7n+ )<<?m.
m 2m m

Doxkaz. Binomski simbol (272") je najveci sumand v razvoju izraza (1+41)%™.
Zato je

om 2 (9m 2 fom 2m 2m
27m =y z =1+ > S22 em (T ) <om( ).
=0 =1

Pri tem smo upostevali, da je 2 — (QnT) < 0 za m > 0, kar sledi denimo iz
lastnosti Pascalovega trikotnika.

1V resnici je dovolj, da sta definirani od nekega pozitivnega stevila naprej.

25



1.12 Porazdelitev prastevil Nekaj dokazov o neskonc¢nosti prastevil

Za dokaz druge neenakosti opazimo, da je (2”::1) = (ZHlel). Torej je
2m m—1 2m+1
2m 2m 2m +1 2m + 1
22m+1 — —
2 (7)-2 (7)) 2 ()
1=0 =0 i=m-2
2 1
(")
m
od koder takoj sledi zeljena neenakost. 0

Uvedimo funkcijo v, : N — N U {0}, kjer je v,(n) najvecji eksponent k,
da je n e deljiv s p*. Natancneje

vp(n) = max{k e NU{0}, n=0 (mod p*)}.

LEMA 1.8. Naj bo n € N. Za vsako prastevilo p je

vp(nl) = Z [n/pkj .

k>1

DOKAZ. Za poljuben par naravnih stevil j in k definirajmo djj, := 1, ¢e p”
deli j in dj; := 0 sicer. Potem je v,(j) = > 45, dji. (vsota je koncna, saj je
pk > j za dovolj velik k). Torej je

vp(n) =D () =D dip=>_ Y du.
Jj=1 j=1 k>1 kE>1 j=1

Toda S°"_. d.;, presteje ravno Stevilo veckratnikov stevila p* med 1 in n. Ker
7=1"J
je slednje enako |n/p¥|, je dokaza konec. 0

Sledi izrek, v katerem izpeljemo spodnjo mejo za funkcijo .

IzZREK 1.13. Za vsako naravno Stevilo n > 2 je

DoxkAz. Naj bo m naravno stevilo. Definirajmo

N (2m> _em)!

m (m!)2

Hitro se lahko prepricamo, da za funkcijo v, velja:
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Nekaj dokazov o neskonc¢nosti prastevil 1.12 Porazdelitev prastevil

¢ Vp(a2) =2 Vp(a)v
o v,(a/b) = v,(a) — vp(b), ¢e b deli a.
Po lemi 1.8 je

vp(N) = ([2m/p*] — 2 [m/p"])

k>1

Vsak sumand v zgornji vsoti je bodisi 0, bodisi 1, za k > log(2m)/logp pa
identicno 0. Torej je v,(N) < log(2m)/logp. Od tod sledi, da je

log(2
7(2m) log(2m) = Z Oiggg”t p > Z vp(N)logp = log N,

p<2m p<2m

pri cemer sumacija tece po vseh prastevilih do 2m. Po lemi 1.7 je N >
22m /(2m) > 2™. Torej skupaj z zgornjo neenakostjo dobimo

7(2m) log(2m) > mlog 2,

oziroma

log 2 2m

2 > .

e > (U5) o
S tem je izrek dokazan za soda stevila.

Izberimo sedaj liho stevilo n > 3, torej n = 2m — 1, m > 2. S preprostim

rac¢unom se prepricamo, da funkcija f(z) = x/log z narasca za x > 3. Torej

je
log 2 2 log 2 2m —1
m(2m —1) =7(2m) > o8 m > o8 m :
2 ) log(2m) 2 ) log(2m —1)

kar dokazuje lemo tudi za liha Stevila. O

Sedaj je preprosto videti, da je w(x) = Q(x/logx). Izberimo ¢ :=
1/2(log2). Potem je za x > 2

m(z) = n(lz]) = ¢ |z]/log|x] = c(z —1)/log .
Od tod takoj dobimo 7(z) = Q(z/log z).

Za dokaz zgornje meje najprej uvedimo t.i. theta funkcijo Cebigeva
= logp,
p<z

kjer, kot ponavadi, vsota tece po prastevili do . Od tu naprej bomo pov-
sod po tihem privzeli, da so vse sumacije po spremenljivki p misljene po
prastevilih. Tako denimo lahko pisemo 7(z) =3 _ 1.
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1.12 Porazdelitev prastevil Nekaj dokazov o neskonc¢nosti prastevil

IzZREK 1.14. Za funkcijo v je
Y(x) = O(n(x) log z).
DokAz. Dokaz je preprost, saj je

V(x) = Zlogp < logxz 1 =m(z)logzx.

p<z p<w

Po drugi strani je

d(x) = logp> D  logp>logyva » 1

p<a Va<p<e Ji<p<z
1 1
=5 logz (m(z) — (V) = 5 (1 —n(vz)/7(z)) 7(x)log z.
Dovolj je torej videti, da je lim, o, 7(v/x)/m(x) = 0.
Ocitno je m(v/x) < /x. Iz prejsnjega izreka hitro zakljuc¢imo, da obstaja
taka konstanta ¢, da je m(x) > cz/logx za dovolj velike z. Torej za take x

sledi
T(\/E) S \/E _ lOgCU N 07
() cr/logz  c/x

T —r OQ.

IzZREK 1.15. Za x> 1 je 9(x) < 2(log 2)x.
DoxkAz. Dovolj je dokazati, da je ¥(n) < 2(log2)n za n € N, saj je potem
V(z) =9(|z]) < 2(log2)|z] < 2(log?2)z.

Uporabili bomo dokaz z indukcijo. Za n = 1,2 je trditev oc¢itna. Privzemimo
torej, da je n > 2. Ce je n sodo stevilo, iz indukcijske predpostavke sledi

d(n) =9(n—1) <2(log2)(n —1) < 2(log2)n.
Naj bo sedaj n liho stevilo, n = 2m + 1, m > 1. Definirajmo

Mo <2mm+ 1) _ (2m+1)(22!)---(m+2)

Opazimo, da je stevilo M deljivo z vsemi prastevili p, za katere je m + 1 <
p < 2m+ 1. Torej je

92m+1)—9d(m+1) = Z logp < log M.

m+1<p<2m+1
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Nekaj dokazov o neskonc¢nosti prastevil 1.12 Porazdelitev prastevil

Po lemi 1.7 je M < 22™, zato je
92m+1) —JId(m+1) < 2(log2)m.
Iz tega in indukcijske predpostavke za m + 1 sledi

dn)=92m+1) —d(m+1)+3Id(m+1) < 2(log2)m + 2(log2)(m + 1)
=2(log2)(2m + 1) = 2(log 2)n,

kar smo zeleli pokazati. 0

Povzemimo rezultate zadnjih treh izrekov:
o (x) >crz/logx, x>2,

o com(z)logx < V(x) < czm(x)loge,

o ¥(z) <2(log2)x, x>1.

Iz tega takoj sledi rezultat izreka 1.12.
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Poglavje 2

Polinomi in njihove nicle

2.1 Uvod

Polinomi so ena najpomembnejsih matematic¢nih struktur nasploh. Brez njih
racunalniki ne bi bili sposobni izracunati prakticno nicesar. Kljub temu, da
jih ponavadi uvedemo zaradi ra¢unskih potreb, jih lahko definiramo tudi
zelo formalno, kot algebraicno strukturo. V nadaljevanju bomo privzeli, da
je mnozica A # {0}, opremljena z adicijo multiplikacijo, celostno polje, torej
komutativen kolobar z enoto brez deliteljev nica. Nekateri rezultati veljajo
tudi v primeru, ko je A samo kolobar, a tega ne bomo posebej izpostavljali.
Nekateri rezultati pa bodo res samo za polja, torej komutativne obsege, a
bomo to posebej poudarili. V primerih bo A ponavadi Z, Q, R ali C.

2.2 Formalna konstrukcija polinomov

V tem razdelku bomo definirali polinome kot zaporedja s konéno mnogo od
ni¢ razlicnimi elementi (glejte na primer [4]). Na njih bomo definirali operaciji
seStevanja in mnozenja, kar bo porodilo strukturo kolobarja.

Naj bo § mnozica zaporedij s kon¢nim nosilcem, torej

S ={(ap,a1,as,...); a; € A, i=0,1,...},

pri cemer je v vsakem zaporedju samo konc¢no mnogo elementov a; razlicnih
od 0 (z 0 bomo oznacevali tako nevtralni element za sestevanje v A, kot tudi
0 kot naravno Stevilo). Obstaja torej n € N (k naravnim Stevilom Stejemo
tudi 0), da je a; = 0 za vsak j > n. Mnozico S opremimo z operacijama
seStevanja + in mnozenja -.
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2.2 Formalna konstrukcija polinomov Polinomi in njihove nicle

DEFINICUJA 2.1. Za P = (ag,ay,...) in Q = (b, b1,...) iz S naj bo

P+Q:(a0+b0,a1+b1,...),
P-Q:(aobo,a0b1—|—a1b0,...,aobi+a1bi_1+--~—|—az~b0,...).

Iz zgornje definicije je ocitno, kako seStejemo dva polinoma. Postopek

je enak, kot bi sestevali dva vektorja v konénodimenzionalnem prostoru (ne
pozabimo, da imajo zaporedja samo konéno mnogo nenicelnih elementov).
Mnozenje je malce bolj zapleteno. Seveda ga poznamo zZe iz srednje Sole, kjer
smo se srecali s klasicnimi polinomi. Kot temu radi recemo, mnozimo “vsa-
kega z vsakim”. Tu pa si na kratko oglejmo, kako lahko mnozenje izvedemo
malo bolj formalno.
Naj bosta P,QQ € S in R = P - Q. Oznatimo R = (cp,c1,...,Ciy...).
Najprej opazimo, da je R € S, saj ima kon¢no mnogo nenic¢elnih elemen-
tov. Torej je mnozenje dobro definirano. Oglejmo si definicijo elementa
¢ = apb; + arbiq + -+ + a;by. Ce definiramo a; = (agp,ai,...,a;) in
bi = (bg, b17 e bl) ter ﬂlplr(az) = (ai, Ai—1,...,0a1, CLQ), potem je

cZ:ﬂlplr(az)bZ, ZZO,l,

Pri tem .- pomeni mnoZenje po komponentah!, torej za vektorja ¢; = (co, c1, . . .

in dz: (dg,dl,...,di) Velja
Ci.'di:CQ'dQ—l-Cl'd1—|—"'+Ci'di.

Struktura (S, +,-) je kolobar polinomov nad kolobarjem koeficinetov A
(dokaz je preprost, zahtevnejsi bralec naj ga izdela sam). Poseben pomen
ima element X = (0,1,0,...), saj je

X*=1(0,0,...,0,1,0,...), keN.
k—krat

Elementu X re¢emo spremenljivka ali nedoloéenka nad A. Ce nadalje ele-
ment a; € A identificiramo z elementom (a;,0,...) € S, lahko polinom
P = (ap,ay,...) zapisemo kot

P=ag+u X+aX*+ - +a, X"

Kolobar polinomov (S, +, ) ozna¢imo z A[X].

'Mnozenje po komponentah je denimo zelo znaéilna operacija v programskem paketu
Matlab (kaj ve¢ o Matlabu lahko izveste v [9]).
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Polinomi in njihove nicle 2.3 Evklidov algoritem

DEFINICIJA 2.2. Naj bo P = (ag,a1,...) € A[X]. Cejea; =0 za vsaki € N,
polinomu P recemo nicelni polinom in pisemo P = 0. Ce P # 0, naj bo
n € N najvedje naravno Stevilo, za katerega je a, # 0. Potem je n = deg (P)
stopnja polinoma P (pri tem definiramo deg (0) = —o0). Koeficinetu a,
recemo vodilni koeficient polinoma P, ¢lenu a, X™ pa vodilni ¢len polinoma
P. Ce je a, = 1 (kjer je 1 enota kolobarja A), potem polinomu P recemo
monicni polinom.

Za vodilni koeficient in vodilni ¢len bomo uporabljali oznaki le(P) in
1t(P).

PRIMER 2.1. Naj bo A =7 in P = (1,2,0,1,0,...) ter @ = (1,—1,0,...).
Potemje P=14+2X+X?, Q=1-X,P+Q=2+X+X>inP-Q =
1+ X —2X%2+ X3 — X1 Stopnja polinoma P je deg (P) = 3, njegov vodilni
koeficinet lc(P) = 1, vodilni ¢len polinoma Q pa je 1t(Q) = —X.

Pravkar defninirani polinomi so algebari¢na struktura. Ce zelimo s poli-
nomi tudi “racunati”, potrebujemo naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 2.3. Naj bo P € A[X]. Funkcija P:A— A je definirana kot

Pla)=ay+ama+---+a,a"
in ji recemo polinomska funkcija polinoma P. Véasih jo oznacimo kar s P.

OPOMBA. Premislite, ali imata lahko dva razlicna polinoma iz A[X] enako
polinomsko funkcijo?

2.3 Evklidov algoritem

V tem sestavku si bomo na kratko ogledali deljivost polinomov iz A[X] in
nacin, kako polinome delimo.

DEFINICUJA 2.4. Naj bosta Py, P, € A[X]. Pravimo, da polinom P; deli
polinom Py, ¢e obstaja polinom @, da velja P, = Py - Q.

V nadaljevanju si bomo ogledali nac¢in, kako ugotovimo, ali nek polinom
deli drugega. Dokazimo najprej naslednji izrek.

IZREK 2.1. Naj bosta Py, P, € A[X] polinoma. Ce je Py monicni polinom,
potem obstajata taka enolicno dolocena polinoma Q, R € A[X], da je

PleP2+R, deg(R)<deg(P2)
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2.3 Evklidov algoritem Polinomi in njihove nicle

OPOMBA. Polinom R je lahko 0, saj je po dogovoru deg (0) = —oo, torej je
deg (0) < deg (P,).

DokAz. Naj bo m = deg(P,) in n = deg(P,). Ce je m < n, vzamemo
Q=0inR=P,.

Naj bo torej m >nin P, =ag+ a1 X + -+ + a,, X™. Obstoj polinomov ()
in R bomo dokazali z indukcijo na m.

Cejem =mn,je P, = ap Py + (P, — ay, P5) in je Q = ap, R = P, — ay, Ps.
Ker je deg (R) < deg(P;) = deg(P,), je obstoj iskanih polinomov @ in R
v tem primeru dokazan. Denimo, da je res tudi P, = a,, P» + Ry, kjer je
deg (R;) < deg (P2). Potem je

(am — Gm) Py = R — Ry.

Toda deg (R — R;) < deg(F), polinom P, pa je monicen, zato mora biti
(@m —am) -1 =0. Ker je A brez deliteljev nica, je a,, = an. Od tod pa tako]
sledi tudi @) = Q). Torej sta ) in R enoli¢no dolocena.
Naj bo sedaj m > n in naj izrek drzi za naravna stevila n,n+1,...,m — 1.
Definirajmo

F1 = P1 —ame_"PQ.

Ker je deg(Fy) < deg(P1) = m, po indukcijski predpostavki obstajata
enoli¢no dolo¢ena polinoma () in Ry, deg (R;) < deg (FP), da je

Fr=0Q, P+ R;.
Ce sedaj za vzamemo Q = a,, X" " + Q; in R = Ry, je
P =QP,+ R, deg(R) < deg(P,)

in izrek je dokazan. 0

DEFINICUIA 2.5. Polinomu R iz prejsnjega izreka recemo ostanek pri deljenju
Py s Py, polinomu () pa kvocient.

OPOMBA. Zahtevo o monic¢nosti polinoma Py lahko izpustimo, ce je A po-
lie ali pa v primeru, ko je vodilni koeficient polinoma P, obrnljiv element
kolobarja A.

Deljenje polinoma P; s polinomom P, je mogoce izvesti algoritmicno, torej

v kon¢nem Stevilu korakov priti do polinomov ) in R. Postopek je znan kot
Evklidov algoritem.
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Polinomi in njihove nicle 2.3 Evklidov algoritem

function EVKLID(Py,Ps)
//Podatki: P; in P, polinoma, P, monicen.
//Rezultat: kvocient @ in ostanek R.
R+ P
Q<+ 0;
while deg (R) > deg (P,) do
G + lc(R) X des(it)—dea(P)

Q+—Q+G
R+~ R-GPF
end while

end function

Algoritem 2.1: Evklidov algoritem.

PRIMER 2.2. Najbo P, = 1+ X — X3 +2X* in P, =2 - X + X% 7
Evklidovim algoritmom dolocite kvocient in ostanek pri deljenju polinoma Py
S Pz.

Uporabimo algoritem 2.1 in dobimo Q = -3+ X +2X?2 in R=7—-4X.

Oglejmo si pomembno uporabo Evklidovega algoritma.

DEFINICIJA 2.6. Naj bosta Py, Py € A[X]| polinoma. Polinom G € A[X] je
najvecsi skupni delitelj polinomov Py in Py, ¢e G deli Py in Py ter za vsak drug
delitelj H polinomov Py in Py velja, da H deli G. Polinom G (¢e obstaja),
bomo oznacevali z ged( Py, Py).

Celostni domeni A, v kateri poljubna dva elementa premoreta najvecji
skupni delitelj, pravimo GCD-domena. Primer take domene je denimo kolo-
bar celih stevil. Posebej je vsako polje k (komutativen obseg) GCD-domena.
V tem primeru lahko najvecji skupni delitelj dveh polinomov Py, Py € k[X]
poiséemo z algoritmom 2.2.

PRIMER 2.3. Z algoritmom 2.2 poiscite najvecyi skupni delitelj polinomouv
P, Py € Q[X], kjer je
P(X)=1+2X+2X? + X* - X* - X° 4+ X" + X¥,
PB(X)=2+X+X*+ X"+ X°
Dobimo zaporedje P, = Q1 Py+ Ps, Py = Qo P3+ Py in Py = Q3 Py + Ps, kjer
je
Py(X)=5+4X+4X* - X3
Py(X) = —112(1 + X + X?),
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function GCD(P,,P,)
//Podatki: P; in P, polinoma nad poljem k.
//Rezultat: G < ged(Py, Py).

if P, =0 then
G+ P
else

while P, # 0 do
P =QP,+ R //Q in R iz Evklidovega algoritma.
P+ P
P+ R

end while

G« P1

end if
end function

Algoritem 2.2: Najvecji skupni delitelj (GCD).

Torej je ged(Py, Py) = —112(1 + X + X?).

2.4 Nicle polinomov

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj spolosnih lastnosti, povezanih z ni¢lami
polinomov. Dogovorimo se najprej, kaj izraz ni¢la sploh pomeni.

DEFINICUJA 2.7. Elementu a € A recemo nicla polinoma P € A[X], ce je
P(a) =0.

Deljivost in ni¢lo polinoma povezuje naslednja trditev.

TRDITEV 2.1. Naj bo P € A[X] in a € A. Potem je a nic¢la polinoma P
natanko tedaj, ko polinom X — a deli P(X).

Dokaz. Po Evklidovem algoritmu obstajata enolicno doloc¢ena polinom
Q € A[X] in element r € A, da je P(X) = (X —a) Q(X) +r. Ce je a nicla
P, je P(a) =1 =0, torej (X —a) deli P(X). Obratno, ¢e (X —a) deli P(X),
je po definiciji P(X) = Q(X)(X — a). Toda potem je P(a) = 0 in trditev je
dokazana. O

POSLEDICA 2.1. Ce 5o ay, as, ..., an € A razliéne nicle polinoma Pe A[XT\O,
potem polinom (X —ay)(X —az) -+ (X —ay,) deli P(X) v A[X]. Stevilo nicel
polinoma P v A je najvec deg (P).
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Polinomi in njihove nicle 2.4 Ni¢le polinomov

DokAaz. Dokazovali bomo z indukcijo na m. Za m = 1 rezultat sledi iz
trditve 2.1. Predpostavimo torej, da izjava iz posledice drzi za nek m > 1.
Potem lahko polinom P(X) zapisemo kot

PX) = (X —a)(X —a) -+ (X —au)Q(X), QEAX].  (21)

Torej je Plam) = (am — a1)(am — az) -+ (@m — am—1)Q(ay,) = 0. Ker je A
brez deliteljev nica in je a,, # a;, i = 1,2,...,m — 1, mora biti Q(a,,) = 0.
Tedaj pa lahko (ponovno po trditvi 2.1) polinom Q(X) zapisemo kot Q(X) =
(X —an)R(X), Re€ A[X] in iz (2.1) sledi, da (X —ay)(X —a2) -+ (X —ay,)
deli P(X) v A[X].

Iz zveze

PX)=(X—a1)(X —ag) - (X —an)R(X)

sledi tudi m < deg (X — a1)(X —ag) -+ (X — an)R(X)) = deg (P), kar je
bilo treba dokazati. O

OproMBA. Ce ima A delitelje nica, potem obstaja polinom P € A[X], ki ima
vec kot deg (P) razlicnih nicel. Oglejte si denimo polinom P(X) = a X, kjer
je a kak delitelj nica.

Za polinom P(X) =1-2X + X? iz Z[X]| opazimo, da se da zapisati kot
P(X)=(1-X)(1—-X) = (1- X)% Torej ima niclo a; = 1, ki se pojavi
dvakrat. Taki nicli recemo veckratna in jo formalno definiramo takole.

DEFINICIJA 2.8. Naj bo P € A[X] in a € A. Element a je nicla stopnje
k > 1 polinoma P(X), ¢e (X — a)¥ deli P(X) v A[X], (X —a)* pa ne deli
P(X) v A[X]. Stevilo k se imenuje veckratnost nicle a.

TRDITEV 2.2. Naj bo P € A[X] in a € A. Potem je a nicla stopnje k > 1
natanko tedaj, ko obstaja tak polinom @ € A[X], da je

P(X) = (X - a)*Q(X), Q(a)#0.

Dokaz. Naj bo a ni¢la stopnje k. Po definiciji je P(X) = (X — a)*Q(X).
Ce bi bilo Q(a) = 0, bi po trditvi 2.1 lahko pisali P(X) = (X —a)*Q:(X),
kar je v protislovju z definicijo veckratnosti.

Privzemimo sedaj, da je P(X) = (X —a)*Q(X) in Q(a) # 0. Denimo, da je
tudi P(X) = (X —a)1Q;(X). Potem je (X —a)*(Q(X) — (X —a)Q1(X)) =
0. Toda A # {0} je celostno obmocje, torej je tak tudi kolobar A[X] (posku-
site dokazati), zato mora biti Q(X) = (X —a)Q1(X) in posledi¢no Q(a) = 0,
kar je protislovje. O
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2.4 Nicle polinomov Polinomi in njihove nicle

TRDITEV 2.3. Ce je P € A[X|\{0}, potem je vsota veckratnosti nicel poli-
noma P, ki so v A, najvec¢ deg (P).

Dokaz. Naj bodo a;, ¢ = 1,2,...,m, razlicne nicle polinoma P v A z
veckratnostmi s;, ¢ = 1,2,...,m. Po prejsnji trditvi obstaja tak polinom
Q € A[X], da je
P(X) = [[(X = a)"Q(X)
i=1

Od tod sledi, da je

deg (P) = deg (H( - az-)S’Q> > deg (H( - ai)&) = Z Si-

POSLEDICA 2.2. Naj bo P € AX]ina; € A, i=1,2,...s, da je P(a;) =0,
i=1,2,...,s. Cejes>deg(P), potem je P =0.

Zadnje trditve omejujejo Stevilo nicel polinoma P in karakterizirajo nji-
hovo veckratnost. Nicesar pa ne povedo o eksistenci nicel. V naslednjem
poglavju si bomo ogledali poseben primer polinomov, kompleksne polinome,
za katere o eksistenci nicel lahko povemo bistveno vec.
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Poglavje 3
Kompleksni polinomi

V tem poglavju se bomo omejili na poseben primer polinomov, na kompleksne
polinome. To so polinomi nad kolobarjem kompleksnih §tevil, torej C[X].
Pogosto oznako C[X| zamenjamo z C[z], kjer z namiguje na spremenljivko,
ki jo v polinomski funkciji zamenjamo s kompleksnim stevilom z € C. To
oznako od sedaj naprej sprejmimo tudi mi.

Izkazalo se bo, da za kompleksne polinome v splosnem lahko povemo nekaj
ve¢ kot za polinome nad poljubnim celostnim obmoc¢jem ali poljem.

3.1 Osnovni izrek algebre

Najprej se posvetimo enemu najpomembnejsih izrekov algebre, osnovnemu
izreku algebre. Ze samo ime nakazuje na njegovo pomembnost. Z znanjem,
ki smo si ga pridobili v prejSnjem poglavju, osnovni izrek algebre zlahka
formuliramo.

IZREK 3.1 (Osnovni izrek algebre). Vsak nekonstanten polinom P € Clz]
ima vsaj eno (kompleksno) niclo.

Izrek bomo dokazali postopoma, vecinoma sledili [6]. Se prej pa podajmo
nekaj komentarjev.
Ocitno je, zakaj moramo izlo¢iti konstantne polinome. Ce je P(z) = ¢ €
C\{0}, potem seveda P ne more imeti nicle. Nicelni polinom P = 0 pa
ima za nicle kar vsa kompleksna stevila, kar je druga skrajnost. Prav tako
hitro uvidimo, da izrek ne velja za polinome nad poljem realnih stevil R[z].
Preprost protiprimer je denimo polinom P(x) = 1+2?, katerega edini nicli sta
+4, ki pa nista v R. Ce za vsak nekonstanen polinom P € F[X] velja, da ima
vse nicle v [, pravimo, da je polje F algebraicno zaprto. Iz osnovnega izreka
algebre v resnici sledi, da je polje kompleksnih stevil algebrai¢no zaprto.
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Preprosto pa je tudi videti, da nobeno konéno polje ne more biti algebrai¢no
zaprto.

PRIMER 3.1. Naj bo F koncno polje, katerega elementi so {ag,as,...,a;}.
Polinom P(X) = (X —ao)(X —ay) -+ (X — ag) + 1 ocitno nima nicle v F,
torej polje F ni algebraicno zaprto.

Na poto do dokaza osnovnega izreka algebre bomo najprej dokazali na-
slednjo pomembno lemo.

LEMA 3.1. Najbo ke N, k> 2, i = (1 + %)2 Potem je
Re (€*) <0 <Im (&F).

DokAz. Lemo bomo dokazali analiti¢no, le z uporabo polarnega zapisa in
prijemi elementarne enalize. ZapiSimo & v polarni obliki, torej

1 1
£ = (1 + E) (cos(2pr) +isin(2¢x)), ¢ = arctan (E) :
Torej je
L\*
eF = (1 + ﬁ) (cos(2k @y) + i sin(2k ¢y)) -

Dovolj je pokazati, da je 2k oy € J := (g,ﬁ).
V ta namen si oglejmo funkcijo

X

f@o:2xammn(1), rel=[V300)

Lema bo dokazana, ¢e pokazemo, da je f(I) C J.
Ker je

f(V3) = 2V/3arctan <1/\/§> = ?77 > /3,
je f(\/g) € J. Zaradi

arctan (l) arctan x

1
lim f(z) = lim 2———22 = lim 2 ——= = lim 2%~ =2 ¢ J

T—00 T—00 = x—0 x x—0
T

zadoSca preveriti, da je f narasc¢ajoc¢a na I. S preprostim ra¢cumom pridemo

do
f’(:l:) =9 (arctan (é) — 1 f$2> .
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Torej je sedaj dovolj videti, da je f' > 0 na I. To pa sledi iz zvez

4 FV3) 21 24/3

f(z) = NS

Dokazimo sedaj omenjeni izrek.

Doxkaz. Najbo nekonstanten polinom P oblike P(z2) = ag+aj z+- - -+a, 2",
kjer so koeficienti a; € C, 7 = 0,1,...n, a, # 0, n > 1. Potem je za vsako
kompleksno stevilo z € C,

n n—1
[P(2)] = lan] |2[" = [an-a] [2[" =+ = |aol.
Torej je
lim |P(2)| = oo,
|z| =00

od koder sedi, da obstaja tak R > 0, da je za vsak z € C, |z| > R, |P(2)| >
|P(w)|, za vsak w € C, |[w| < R. Mnozica £ = {w € C; |w| < R} je
kompaktna, P pa zvezna funkcija, zato |P| zavzame globalni minimum na
KC. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je minimum zavzet pri
2o = 0 (saj sicer na zacetku premaknemo koordinatni sistem, da je temu
tako). Torej je

|P(2)]*> — |P(0)]* >0, zavsak z € C, (3.1)
P(z) = P(0) + 2" Q(2), (3.2)

zanek k € {1,2,...,n}, kjer je Q polinom, za katerega je Q(0) # 0. Izberimo
poljubno realno stevilo » > 0 ter poljubno kompleksno stevilo ( € C in si
oglejmo (3.1) pri z =r (. Po (3.2) je

IP(:)] = (P(0) + 2 Q(2)) (P(0) + 2* Q(2))
= PO +2Re ((PO) £ Q(=)) ) + | Q).

zato

IP(rQ)P = [P(0)* = 2r*Re (P(0) ¢* Q(r ) ) + 72" [¢* Q(r )

’>0, r>0

oziroma
2Re (PO)¢*Qr0)) +*[¢* QU OF 20, r>0, ¢eC.
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Leva stran zadnje neenacbe je zvezna funkcija r na [0, 00), zato je po limiti-
ranju r — 0

Re (W@(O)gk) >0, zavsak ¢ € C. (3.3)

Naj bo a := P(0) Q(0) = a+1ib, a,b € R. Ce je k liho stevilo, potem v (3.3)
izberemo za ( = +1 ter ( = 42 in sklepamo, da je a = b = 0. Torej je a« =0
in zato P(0) = 0, kar pomeni, da ima P vsaj eno niclo.

Naj bo k sodo stevilo. Ce v (3.3) izberemo ¢ = 1, sledi a > 0. Izberimo
sedaj ¢ tako kot v lemi 3.1 in pigimo (¥ = x +iy. Po pravkar omenjeni lemi
jex <0iny > 0. Ker (3.3) veljaza ¢ in ¢, je Re (a(z £iy)) =axFby > 0.
Torej je ax > 0 in zato (ker je z < 0) a < 0. Torej je a =0 in Fby > 0. Od
tod zaradi y > 0 sledi b = 0, torej tudi & = 0 in P(0) = 0. Polinom P ima
tudi v tem primeru vsaj eno niclo. 0

PosLEDICA 3.1. Vsak kompleksni polinom P € Clz] stopnje n > 1 ima
natanko n kompleksnih nicel (steto z veckratnostjo).

DokAz. Posledico bomo dokazali z indukcijo na stopnjo n.

Naj bo najprej n = 1. Ker polinom stopnje n = 1 ne more biti konstanten,
ima po prejsnjem izreku vsaj eno niclo z; € C. Potem je P(z) = (z—21) Q(2),
kjer je @) nenicelni konstantni polinom.

Privzemimo sedaj, da ima vsak polinom @) stopnje n > 1, natanko n kom-
pleksnih nicel. Vzemimo poljuben polinom P stopnje n+ 1. Ponovno ima P
po Ze prej omenjenem izreku vsaj eno kompleksno niclo z,,1. Zato je

P(z) = (2 — 2011) Q(2), deg(Q) = n.

(Ce bi bilo deg (Q) < n, potem P ne bi bil stopnje n + 1.) Po indukcijski
predpostavki ima () natanko n kompleksnih nicel, ki so seveda tudi nicle
polinoma P. Torej ima P natanko n + 1 kompleksnih nicel, kar smo zeleli
dokazati. 0

Pravkar dokazani izrek oc¢itno ni konstruktiven. Zagotovljen je obstoj n
nicel kompleksnega polinoma stopnje n, ni pa jasno, kako jih dobimo. V
splosnem lahko nicle kompleksnega polinoma pois¢emo le numeri¢no, pa Se
to ponavadi za polinome, katerih koeficienti so realna Stevila. Le za poli-
nome stopnje < 4 so znane formule v zakljuceni obliki, ki podajajo nicle
polinoma kot (eksplicitno) funkcijo koeficientov. Za linearni polinom je to
oc¢itno, formule za kvadratni polinom se nauc¢imo v srednji Soli, obstajajo pa
Se Cardanove formule za kubicne polinome in formule za nicle polinoma sto-
pnje 4. Za polinome stopnje > 5 je Niels H. Abel dokazal, da v splosnem ni
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mogoce izraziti njihovih nicel z eksplicitnimi algebrai¢nimi operacijami ko-
eficientov. Obstaja pa nekaj ocen o lokaciji ni¢el kompleksnega polinoma.
Najprej si oglejmo pescico rezultatov, ki locirajo ni¢le polinoma z realnimi
koeficienti (realnega polinoma).

3.2 Descartesovo pravilo predznakov

V tem razdelku si bomo ogledali enega od pomembnejsih izrekov o Stevilu
pozitivnih realnih nicel realnega polinoma. Izrek je znan pod imenom “De-
scartesovo pravilo predznakov”. Se prej si oglejmo nekaj splosnih rezultatov
o Stevilo pozitivnih in negativnih nicel realnega polinoma. Kot smo navajeni,
pisimo nedolocenko kot x, polinom p € R[z] pa kot

p(z) = an 2" + an_1 2"+ ar 2+ ao.

Iz koeficientov polinoma p, lahko tvorimo zaporedje n + 1 realnih stevil, ki
ga oznacimo kot vektor
a = (ap,ag,...,a,). (3.4)

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednjo definicijo.

DEFINICUA 3.1. Pravimo, da sta nenicelna clena a; in a; zaporedja (3.4)
zaporedna, ce je j = 1+ 1, ali pa je 7 > 1+ 1 injear, =0 za k = 1+
1,i4+2,...,5—1. Sprememba predznaka v zaporedju je par zaporednih ¢lenov
zaporedja z razlicnim predznakom. Stevilo sprememb predznaka oznacimo z

V(a) :==V(ag,ai,...,a,).

PRIMER 3.2. V zaporedju —2, 3, 4, —1, =2, 2, 3 so tri spremembe predznaka,
zato je V(—2,3,4,—1,—-2,2,3) = 3. V zaporedju 3, 0, 0, —1, 1, 3, 0 pa sta
dve spremembi predznaka (par 3, —1 in par —1, 1), zato je V(3,0,0,—1,1,3,0) =
2.

Najprej dokazimo nekaj preprostejsih rezultatov.

LEMA 3.2. Ce so vsi koeficienti polinoma p pozitivni, potem p nima pozitivnih
realnih nicel.

Dokaz. Ce so vsi koeficienti a;, i = 0,1, ..., n, pozitivni, je za vsak z > 0
vrednost p(z) ocitno pozitivna, torej p nima nicel na (0, c0). 0

POSLEDICA 3.2. Ce je za polinom p Stevilo sprememb predznaka V(a) =n,
potem p mima negativnih nicel.
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Dokaz zadnje posledice prepuscamo bralcu, oglejmo pa si primer uporabe
zadnjih dveh trditev.

PRIMER 3.3. Polinom p(z) = z* + 102 + 352 + 502 + 24 po lemi 3.2
nima pozitivnih nicel. Bralec se res lahko preprica, da ima nicle pri x =
—1,-2,-3,—4.

Po posledici 3.2 pa polinom p(x) = 2* — 102% + 3522 — 502 + 24 nima
negativnih nicel. Njegove nicle so x = 1,2, 3, 4.

TRDITEV 3.1. Ce so vse nicle polinoma p stopnje n > 1 pozitivne, potem je
V(a) = n.

DokAz. Dokazujmo z indukcijo na n. Za n = 1 dejstvo, da ima p(z) =
a; x + ag pozitivno niclo pomeni, da je a;ag < 0, torej je V(a) = 1. Naj
bo sedaj p(x) = ap1 2" + a, 2™ + - - + ay T + ap polinom stopnje n + 1 s
samimi pozitivnimi ni¢lami &, ¢ =1,2,...,n + 1. Potem je

p(x) = an+1($ - 51)@ - 52) T ($ - §n+1)'
Torej je
p(x) = (& — &ur1)q(w), (3.5)
kjer je
q(x) = anp (= &)= &) (2 —&) =bpa™ + b1 2"+ + b+ by
(3.6)

Polinom ¢ ima same pozitivne nicle, zato je po indukcijski predpostavki
V(b) = n. 1z zvez (3.5) in (3.6) sledi

ag = —&n41 bo,
a; =0bi1—&u1bi, 1=1,2,....n,
Ap+1 = bn;

od tod pa zlahka preverimo, da je V(a) = n+1 (saj opazimo, da je predznak
b, enak predznaku a1, predznak b,_; enak predznaku a,,..., predznak b,
enak predznaku a; in zato predznak ag nasproten predznaku a,). 0

POSLEDICA 3.3. Ce so wse nicle polinoma p stopnje n negativne, potem je
V(a) =0.

Tudi dokaz te posledice prepuséamo bralcu.
Obrat pravkar zapisane trditve (in posledice) ne velja.

44



Kompleksni polinomi 3.2 Descartesovo pravilo predznakov

PRIMER 3.4. Polinom p(x) = (z — 1/3)(x — 1/2)(x — 2)(z — 3) ima same
pozitivne nicle. Ko ga razpisemo po potencah, dobimo
35 31 35
4 3 2
=z - — —xf - — 1

p(r)=x 6$—|—3{B 6SB—|-,
torej ima vse koeficinete nenicelne z alternirajo¢imi predznaks.
Po drugi strani pa polinom p(z) = x? + x + 1 nima nobene realne nicle (kaj
ele vse negativne), pa ceprav so vsi koeficienti nenicelni in istega predznaka.
To dokazuje, da obrat posledice 3.3 ni mogo¢. Podobno dobimo protiprimer
tudi za trditev 3.1.

Sedaj bomo dokazali prvi korak k omenjenemu Descartesovemu izreku.
Pokazali bomo, da natanko ena sprememba predznaka v koeficientih po-
linoma p implicira obstoj natanko ene pozitivne nicle polinoma. Se prej
dokazimo naslednji izrek.

IZREK 3.2. Ce je v polinomu p stopnje n s pozitivnim vodilnim koeficientom
pred prvim negativnim koeficientom (gledano od vodilnega koeficienta proti
prostemu élenu) natanko k pozitivnih ali nicelnih koeficientov in N oznacuje
absolutno vrednost najveéjega negativnega koeficienta, potem je p(x) > 0 za
x > 14 {/N/a,. Polinom p ima tedaj torej vse realne nicle na intervalu

(=00, 14 {/N/ay,).

DokAz. Naj za koeficiente a;, i = 0,1,...,n, v polinomu p(z) = a, 2" +
1 2" P+ a2 a2 o a2+ ag velja a, > 0,
a; >0, i=n—k+1,n—k+2,...,n—11ina,_ <0. Potem je za x > 1

n—k n—k
p(z) > a, =" + Zajxj > ap 2" — Zij,
=0 =0

kjer je
N = max{|a,|; sign(a;) = -1, 0<j<n—k}.
Od tod dobimo

k=1 ( n—k+1 A B A k
p(z) > a, 2" (2 -1)-N 1 7 a1 (an(z —1)" = N).

Ker je x > 1, je prvi faktor na desni strani zadnje neenakosti pozitiven. Ce
jex > 1+ {/N/a,, je nenegativen Se drugi faktor in izrek je dokazan. O

TRDITEV 3.2. Ce za polinom p velja V(a) = 1, potem ima p vsaj eno pozi-
tivno niclo.
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DokAz. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je ag # 0 (sicer
izlo¢imo (veckratno) niclo x = 0). Tedaj iz predpostavke trditve sledi, da
je an ag < 0. Torej je bodisi p(0) < 0 in p(x) > 0 za dovolj velike x, bodisi
p(0) > 0 in p(x) < 0 za dovolj velike z. Zaradi zveznosti funkcije p ima
slednja vsaj eno niclo na (0, c0). 0

Za dokaz obstoja natanko ene pozitivne nicle bomo uporabili nekaj la-
stnosti funkcije ¢y (z) = Zf;é 2, k=1,2,... Te so:

or(y) > dr(x), y>x2>1,
bo(x) > Pp(x), >k, x2>0.

TRDITEV 3.3. Ce za polinom p velja V(a) = 1, potem ima p natanko eno
pozitivno niclo.

DokAz. Brez skode za splosnost lahko privzememo, da je vodilni koeficient
polinoma p pozitiven in prosti ¢len razlicen od 0 (sicer polinom pomnozimo
z —1 in izlo¢imo morebitno veckratno niclo pri 0, kar ne spremeni vredno-
sti V(a)). Po prejsnji trditvi obstaja vsaj ena pozitivna ni¢la polinoma p.
Dokazati moramo, da je edina. Privzemimo, da je pozitivnih nicel ve¢ in z
a ozna¢imo najmanjso med njimi. Definirajmo polinom p(z) = o™ p(ax).
Koeficienti polinoma p imajo enake predznake kot koeficienti polinoma p.
Najmanjsa nicla polinoma p pa je x = 1. Pokazali bomo, da je x = 1 eno-
stavna nicla polinoma p in je p(x) > 0 za z > 1.

Ker je a,, > 0 po privzetku, lahko p zapiSemo kot

n n—k
p(z) = Z bjxj—zwj\xj, 1<k<n,
j=n—k+1 Jj=0

kjer jeb; >0, j=n—-k+1,...,ninb; <0,5=0,1,...,n — k. Potem je

pa) = p) P = byl = 1) = Tl =)
=<x—1>< > bo) - wxx)) = (e~ 1)s(2),

kjer je
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Dovolj je videti, da je s pozitivna funkcija na [1,00). Naj bo torej z > 1. S
pomocjo lastnosti (3.7)—(3.9) ocenimo

n n—k
() > bnni1(2) ( > bi— Z |bj|>

Jj=n—k+1
n n—k
= Pp—k+1(2) ( D b= b+ |bo|> > Gn—k+1(1) (B(1) + bol)
j=n—k+1 Jj=0
Z(n—k+1)|b0| >0
in izrek je dokazan. O

Se nekaj splosnih rezultatov o pozitivnih ni¢lah realnega polinoma bra-
lec lahko najde v [3]. Mi pa se bomo v nadaljevanju posvetili primeru, ko
koeficienti realnega polinoma ve¢ kot enkrat spremenijo predzak. V tem pri-
meru ne moremo dokazati, da je pozitivnih nicel ravno toliko kot sprememb
predznaka.

PRIMER 3.5. Polinom p(x) = x* — x + 2 ima v zaporedju koeficientov 2, —1,
1 dve spremembi predznaka, vendar nima pozitivnih nicel (sploh nima realnih
nicel).

Oglejmo si sedaj nekaj splosnih rezultatov, ki se nanasajo na zaporedje
(3.4) in V(a). Najprej opazimo naslednje.

LEMA 3.3. Prvi in zadnji nenicelni element v zaporedju (3.4) imata isti (na-
sprotni) predznak natanko tedaj, ko je V(a) sodo (liho) Stevilo.

Iz prejsnje leme neposredno sledi naslednji rezultat.

LEMA 3.4. Naj bo ro,71,...,7h_1 zaporedje pozitivnih Stevil. Definirajmo
zaporedje V (b) = (b;)}_, takole:

bO = Qo,
bj:aj+rj_1bj_1, j:1,2,...,n. (310)

Ce 50 ag, a, in b, vsi nenicelni in je V(a) = V(b), sta predznaka stevil a,
m b, enaka.

DokAz. KerjeV(a)=V(b),staV(a)in V(b) seveda iste parnosti, zato sta
po prejsnji lemi produkta ag a, in by b, istega predznaka. Ker je po definiciji
ap = by in po privzetku ag a, b, # 0, morata biti a,, in b,, istega predznaka.

Tudi naslednji razmislek je prepost in ga prepuscamo bralcu.

47



3.2 Descartesovo pravilo predznakov Kompleksni polinomi

LEMA 3.5. Naj bo a = (ag,ay,...,a,) in a = (ag,a1,...,0,,a,41). Potem
jeV(a) <V(a)<V(a)+1.

Sedaj pa bomo z indukcijo dokazali malce globji rezultat.

LEMA 3.6. Naj bo zaporedje b = (130, bi,...,b,) definirano z (3.10) kot v lemi
3.4. Potem je V(b) < V(a). Ce sta stevili aga, # 0 in b, = 0, pa je
V(b) < V(a).

Dokaz. Naj bon = 1. Potem je lahko V(a) le 0 ali 1, odvisno od tega
ali je produkt aga; nenegativen ali negativen. Iz definicije zaporedja b sledi
bi1bg = ayag + 7o ag. Ce je produkt aga; nenegativen, je tak tudi produkt
b1 by in stevilo sprememb predznaka je v obeh zaporedjih 0. V primeru, da je
ap # 0, je by by > 0 in zato by ne more biti 0. Ce je produkt aga; negativen,
je V(a) =1>V(b) in V(a) > V(b) v primeru, ko je by = 0.

Predpostavimo sedaj, da lema drzi za vse pare zaporedij dolzine n + 1, ki

zadoSc¢ajo predpostavkam. Izberimo dve zaporedji @ = (ag, a1, ..., a,11) in
b = (bo,b1,...,bus1), kjer so ¢leni zaporedja b definirani z rekurzijo (3.10).
Ceje ag = 0, je tudi by = 0, zato imata zaporedji ai, as, ..., ap11in b1, 0o, ..., byiq

enako Stevilo sprememb predznaka kot zaporednji a in b ter zadoScata po-
gojem v lemi. Rezultat leme tedaj sledi iz indukcijske predpostavke.

Ce je a; = 0, za nek j > 0, potem je b; = a; + rj_; b, istega znaka kot
bj_1. Torej lahko iz zaporedja a brisemo a;, iz zaporedja b pa b;, ne da bi
spremenili §tevilo sprememb predznaka v enem ali drugem zaporedju. Se vec,
novonastalo zaporedje by, b1,...,0;_1,bj+1,...,by41 je ponovno dobljeno na
podlagi rekurzije (3.10), saj je bj41 = aj41 +1rjb; = aj41 +1;7j-1bj—1. Zato
rezultat ponovno sledi iz indukcijske predpostavke.

Oglejmo si Se primer, ko so vsa stevila a;, 7 = 0,1,...,n + 1, nenicelna.
Najprej opazimo, da je

V(bo,bl, RN ,bn> S V(ao,al, Ce ,an) S V(a07a1, RN ,CLn,CLn+1).

Prva neenakost sledi iz indukcijske predpostavke, druga pa iz leme 3.5. Naj
bo b,+1 = 0. Po indukcijski predpostavki je

Vb, b1,...,b,) < Viag,ay,...,a,).

Ce je V(bo,b1,...,b,) < (ag,a1,...,a,), je tudi V(b) < V(a). Ce pa je
V(bg,b1,...,b,) = V(ag,as,...,a,), je po indukcijski predpostavki b,, # 0 in
ima po lemi 3.4 enak predznak kot a,,. Toda potem iz 0 = b, 11 = ap11+7, by
sledi, da imata a,; in b, razlicen predznak, zato je V(b) < V (a.

Ostane Se primer, ko je b,y1 # 0. Po indukcijski predpostavki je ponovno
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V(bo,b1,...,b,) < V(ag,ay,...,a,). Ce je neenakost stroga, je lema doka-
zana, saj je tedaj v vsakem primeru V' (b) < V(a). Privzemimo, da je torej
V(bo, by, ...,b,) = V(ag,a,...,a,). Dokazati moramo, da je tudi v tem pri-
meru V(b) < V(a). Privzemimo nasprotno, torej V(b) > V(a). Torej je
bpbpir < 0in ay, anyeq > 0. Stevili a,, in b, imata enak predznak, ponovno
po lemi 3.4. Toda potem je po privzetku

bn bn+1 = bn (pt1 + bi Ty < 07

torej tudi a,y1 b, < 0 in posledi¢no a,1 a, < 0, kar je protislovje. Izrek je
dokonéno dokazan. O

Sedaj bomo pravkar izpeljane rezultate uporabili za doloc¢anje stevila po-
zitivnih nicel polinoma p(z) = a, 2™ + - - - a; © + ag. Najprej dokazimo nasle-
dnjo lemo.

LEMA 3.7. Naj bo aga,, # 0. Potem ima polinom p sodo (liho) Stevilo pozi-
tivnih nicel, ¢ée je aga, >0 (aga, < 0).

DokAz. Opazimo, da ima polinom ¢(z) = 2" + ¢, 12" ' + -+ 1 + ¢,
kjer je ¢; = a;/an,, i = 0,1,...,n, iste nicle kot p. Predznak ¢ je isti kot
predznak ag a,, saj je co = (aga,)/a?. Obenem je q(0) = ¢y in g(z) > 0 za
x > M, kjer je M neko dovolj veliko stevilo. To pomeni, da vse pozitivne
nicle polinoma ¢ lezijo na intervalu I = (0, M). Zlahka se prepicamo, da je
na [ liho mnogo nicel, ¢e je ¢y < 0, in sodo mnogo nicel, ¢e je ¢y > 0. O

Sedaj lahko dokazemo glavni izrek tega poglavja.

[ZREK 3.3 (Descartesovo pravilo predznakov). Naj bo p(x) = a, 2" +a, 1 2" '+
<-4 a1 x + ag polinom z realnimi koeficienti in T stevilo pozitivnih nicel po-
linoma p. Potem je

Via)—7=2k, keN.

Dokaz. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da sta ag in a,
nenicelna (sicer se stopnja polinoma zmanjsa, ali pa izlo¢imo (veckratno)
niclo pri 0). Prav tako hitro vidimo, da je

p(1/z) = PO,

.In
kjer je
pr)=apx" +arz"t + - Fa,_1 7+ a,.
Ker imata p in p enako §tevilo pozitivnih nicel in je V(ag,a,...,a,) =
V(an, an_1,...,a1,a), lahko izrek dokazemo za p.
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Naj bo p pozitivna ni¢la polinoma p. Potem je p(x) = (z — p)g(x), kjer je
qlz) =box" P+ b 2" 2+ - +byox+ b, in se b; izrazajo kot

by = 0,
bj:aj—l—pbj_l, j:1,2,...,n—1,
b, = 0.

Po lemi 3.6 (vzamemo r; = p) je V(b) < V(a) — 1. Po 7 korakih dobimo
0 < V(a) — 7, oziroma V(a) > 7. Toda kriterij za sodost ali lihost V' (a)
in 7 je po lemah 3.3 in 3.7 isti, zato je nujna razlika sodo Stevilo in izrek je
dokazan. 0

Kaj pa stevilo negativnih nicel polinoma? S preprostim trikom lahko
ta problem prevedemo na doloc¢anje Stevila pozitivnih nicel ustreznega po-
linoma. Opazimo namre¢, da je Stevilo negativnih nicel polinoma p(x) =
apx™ + -+ + a3 x + ag enako Stevilo pozitivnih nicel polinoma p(—z) =
(=D)"a,z" + -+ (=1)a; + ap. Zanj pa lahko uporabimo Descartesovo
pravilo predznakov.

PRIMER 3.6. Locirajmo stevilo nicel polinoma p(x) = z* — 223 — 22 — 6 glede
na njihov predznak. Stevilo sprememb predznaka v zaporedju —6,0, —1, —2,1
je 1, torej ima p natanko eno pozitivno niclo. Polinom q(x) = p(—x) =
2+ 223 — 22 — 6 ima v zaporedju koeficientov —6,0,—1,2,1 eno spremembo
predznaka, zato ima q natanko eno pozitivno niclo, torej ima p natanko eno
negativno niclo. Zakljucimo lahko, da ima p natanko eno pozitivno in natanko
eno negativno niclo ter dve konjugirano kompleksni nicli.

3.3 Meje za nicle kompleksnega polinoma

V tem razdelku si bomo ogledali Se nekaj rezultatov, ki nam pomagajo pri
lociranju kompleksnih nic¢el kompleksnega polinoma. Naj bo torej

p(2)=a 2"+ a1 2"+ a1z +ap, a; €C, j=0,1,...,n,
polinom s kompleksnimi koeficienti. Poskusili bomo dolociti obmocje D C C,

ki vsebuje vse (ali predpisano $tevilo) kompleksnih nicel polinoma p. Pri
tem bomo vztrajali pri zahtevi, da D opisemo kot funkcijo koeficientov a;,

7 =20,1,...,n. Problem je ekvivalenten iskanju domene D C C, za katero
je p(2) # 0, z € D. Definirajmo najprej enega od osnovnih pojmov, polmer
vsebovanosti.
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DEFINICIIA 3.2. Naj bo p € C[z] polinom stopnjen inz; € C, j =1,2,....n,
njegove nicle. Definirajmo

r(p) == max {|z|}.

1<j<n

Pozitivnemu Stevilu r, za katerega je r(p) < r, recemo radij vsebovanosti
polinoma p.

Ocitno velja, da so vse nicle polinoma p vsenovane v disku |z| < r, kjer
je r poljubni polmer vsebovanosti.
Prvi rezultat, ki doloca radij vsebovanosti kot funkcijo koeficientov polinoma
p je naslednji.

IZREK 3.4. Vse nicle nekonstantnega polinoma p(2) = Y7 a; 2, ki nima
nicle pri z = 0, so vsebovane v disku |z| < (, kjer je ¢ enoliéna pozitivna
resitev enacbe

n—1
Jan] 2" =Y " Jag| 2. (3.11)
j=0

DokAz. Po Descartesovem pravilu predznakov koeficienti polinoma

n—1

() = lan| 2" =Y Jag| 2

J=0

natanko enkrat spremenijo predznak. Torej ima p natanko eno pozitivno
niclo ¢, ki je ravno resitev enacbe (3.11). Naj bo z € C, |z] > (. Potem je

Ip(2)] = }@n 2" = =y A ao)‘

> lag] 2" = (Jan-a][2]"™" + -+ aa 2] + Jao]) > 0.
Torej je p(z) # 0 in zato r(p) < (. 0

Eksplicitno polmer vsebovanosti podaja naslednji izrek.

IZREK 3.5. Naj bodo \; € (0,00), j =1,2,...,n, pozitivna realna Stevila za
katera je

SR

Al A Ao

Potem je stevilo

Ap—k
Qp,

1<k<n

>,1
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Dokaz. Naj bo

el

P = p()\l,)\g,...,)\n) = Imax ()\k

1<k<n
p = ()\k

i S Uyt pn—k
A Qy P
Ker je po predpostavki ), A =1, je torej

k=1

)

Potem je

=

Ap—k
G,

Torej je tudi
, k=1,2,...,n.

<1

— Y

—k
At P
Ay, P"

oziroma

=

n—

lanlp™ > ) lajl o7,

<.
Il
o

Po izreku 3.4 je stevilo
zgornja meja za polmer vsebovanosti polinoma p, ce je

|an| p" > |an_1] p" " + - + |ar| rho + |ao|.
Temu pogoju je zadoSceno, ce je
‘an‘ p" >

Po prejsnjem izreku je torej p zgornja meja za polmer vsebovanosti polinoma
p. Meja je dosezena, Ce je

k
Qp P

e

An—k = k:1,2,...,n.

POSLEDICA 3.4. Stevilo

max | n
1<k<n
je polmer vsebovanosti polinoma p.
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DokAz. V prejsnjem izreku vzamemo \; = Ay = --- =\, = n. O
Izraz za polmer vsebovanosti lahko se malo poenostavimo.

POSLEDICA 3.5. Ce je o enolicno dolo¢ena pozitivna niéla polinoma q(z) =

2 — b2 — 1, je Stevilo

Qp—k
an

max o
1<k<n

polmer vsebovanosti za p.

DOKAZ. V izreku 3.4 vzamemo )\, = oF, kjer je o pozitivna resitev enacbe
ot=0"1+. - +o+1. i In Se ena ocena za polmer vsebovanosti.

IZREK 3.6. Naj bosta p in q pozitivni Stevili, za kateri je 1/p + 1/q = 1.

Potem je
1
p)g a

n—1

r(p) < |1+ <Z

Jj=0

4

Qn
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