Resitve prvega testa iz sploSne topologije
11. november 2011

1. naloga

Teoreticna naloga: Za vsako od spodnjih trditev v pripadajo¢i kvadratek citljivo oznaci, ¢e je
trditev pravilna IIl oziroma napacna . Ce ne ves, pusti kvadratek prazen, ker se nepravilni
odgovor §teje negativno!

IIl Notranjost mnozice A je najvecja odprta podmnozica A.

IIl Za vsako zvezno preslikavo f: X — Y in vsako podmnozico A C X velja f~1(f(A)) = A.

IIl Za poljubni mnozici A in B v topoloskem prostoru X velja ANB = AN B.

IIl Zvezna surjektivna preslikava f: X — Y je zaprta natanko tedaj, ko je odprta.

IIl Ce je 7 druzina podmnozic X, ki vsebuje mnozici ) in X ter je zaprta za preseke in unije
poljubne poddruzine 7, potem je 7 topologija na mnozici X.

IIl Ce sta zozitvi flioa) in flj—1,0) preslikave f: [~1,1] — R zvezni, potem je tudi f zvezna.

IIl Znaka $ in ® sta homeomorfna.

IIl V topoloskem prostoru je vsaka mnozica bodisi odprta bodisi zaprta.

IIl Topologija 7 je moc¢nejsa od topologije 79 na mnozici X, natanko tedaj, ko je identi¢na
preslikava id: (X, 72) — (X, 71) odprta.

IIl Naj bosta 71 in 7 topologiji na mnozici X. Tedaj tudi 7 N 7 topologija na mnozici X.
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Prostora naloge 2.



2. naloga

Podana sta podprostora v ravnini R2.
X = {(z,9) |0 <d((z,y),(4,0)) <1} U{(z,y) | 2° >y > 22" -1}
Y ={(z,y) | 1 < d((2,y).(5,0)) <2} U{(z,y) | |z] <1Aly|l <1}
Dokazi, da sta prostora homeomorfna.

Resitev: Prostora sta sestavljena iz dveh delov. Homeomorfnost bomo definirali na vsakem
delu posebej:

Xi={(z.9) [0 <d((z,9),(4,0) <1} Xo={(z,y) |2 >y>2" -1}

Vi ={(z,y) | 1<d((z,y),(5,0) <2}  Yo={(z,y) ||z <1AJyl <1}

Homeomorfnost X7 in Y7:

e Translacija fi: X; — A1 = {(z,y) | 0 < d((x,y),(0,0)) < 1} definirana kot (z,y)
(x —4,y) je homeomorfizem (npr., je zvezna z zveznim inverzom);

e "Modificiran sredséni razteg (pri katerem obrnemo smer)” fo: 41 — A = {(z,y) | 1 <
d((z,y),(0,0)) < 2} definirana kot

<x,y>H%~<2—wx2+y2>

je po istem argumentu (ki ga je v takih primerih treba na testu zapisati!!) homeomorfizem.
(Pozor na dobro definiranost.)

e Ocitna translacija f3: As — Y7 je spet homeomorfizem.

Ker je homeomorfnost ekvivalenéna relacija sledi, da je X; homeomorfen Y.
Homeomorfnost Xs in Ys:

e g1: Yo = By = {(z,y) | > — (222 — 1) > y > 0} definirana kot (z,y) — (x,y — (22% — 1))
je homeomorfizem (npr., je zvezna z zveznim inverzom);

® go: B — By ={(n,y) | |x < 1| Ay € (0,1)} definirana kot (z,y) — (x,y/(z% — (222 —1)))
je homeomorfizem.

e g3: By — Y, definirana kot (z,y) — (z,2y — 1) je homeomorfizem.



3. naloga

Podana je druzina podmnozic mnozice R:
B={ACR| A" je stevna ali A = 0}.

a) Dokazi, da je B topologija na mnozici R.
Resitev: Enostavna preverba po definiciji (podoben argument smo zapisala pri vajah za
topologijo konénih komplementov.)

b) Poisc¢i zaprtji mnozic Q in (R — Q) N (0,1) v tej topologiji.

Resitev: Q¢ := R—Q je mnozica s stevnim komplementom ((Q°)¢ = Q), zato je Q¢ odprta,
torej je Q zaprta. Sledi, da je zaprtje Q enako Q. (Se lazje je, Ge opazimo, da so zaprte mnozice
natanko Stevne podmnozice R in pa R).

Vsaka okolica tocke v R vsebuje vse, razen Stevno mnogo elementov R. Torej mora vsaka
okolica vsake tocke sekati nestevno mnozico (R—Q)N(0,1). Sledi, da je zaprtje (R—Q)N(0,1)
enako R.

c) Dokazi, da je vsaka zvezna preslikava f: (R, B) — (Y, 7,4) v diskreten topoloski prostor (Y, 74)
konstantna.

Resitev: Recimo, da obstaja nekonstantna zvezna preslikava f: (R,B) — (Y,74). Tedaj
obstaja toctka y € YV, tako da A = f~(y) # 0 in B = f~1(Y — {y}) # 0. Zaradi zveznosti sta
A in B odprti, torej sta R— B = A in R — A = B §tevni. Toda R = AU B je neStevna, unija
dveh Stevnih mnozic pa ne more biti nestevna. Protislovje. Torej nekonstantna funkcija f ne
obstaja.



