Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 6. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. a) Prvi nac¢in. Oglejmo si nasprotni dogodek, t. j. da Albert nikoli ne bo izpuscen.
Le-ta je presek padajocega zaporedja dogodkov, da bo Albert v jeci prebil ve¢ kot n
noci. Verjetnosti teh dogodkov so enake:

torej imajo limito ni¢, se pravi, da je ni¢ tudi verjetnost dogodka, da Albert nikoli
ne bo izpuscen.
Drugi nacin. Oznac¢imo z J, dogodek, da je Albert v jeci prespal natanko n noci.

Velja:
1 2 n—1 1 1

2 3 n .n+1:n(n+1)'
Dogodek, da Albert neko¢ pride iz jecCe, je unija dogodkov Ji,Js, Js, ..., ki so ne-
zdruzljivi. Njegova verjetnost je enaka:

- — 1 (1 1 1
P =y —— =1 - — = li l-——) =1
nz:; () nz::ln(nqtl) mlgéonz:;(n n+1> mgréo( m—l—l)

b) Oznac¢imo z Ny dogodek, da je Albert v dani dezeli prespal natanko petkrat. Ta
dogodek je mozen, ce je v jeci prespal trikrat, stirikrat ali petkrat. Za n = 3,4,5
velja:

1
P(N5 | J,) = ——.
(N5 | 1) = —
Po Bayesovi formuli dobimo:
1 1
_ 3.4 14 _B
P(J3 | N5) = 1 1+ 1 1+ 1 1—131—0573.
3-4 4 4-5 5 5-6 6

2. Prvi nacin: s pomocjo kumulativne porazdelitvene funkcije. Ce oznad¢imo Y = X —
| X | inje 0 <y <1, jeY <y natanko tedaj, ko jen < X < n+y za neki n € N.
Sledi:
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n=1
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Iz delne vsote:

iln< n+vy n—l—l) :ln(1+m)(1+y)

n+y+1 n 14+y+m
o . In(1+y) L . .
po limitiranju dobimo Fy(y) = B Natancneje, kumulativna porazdelitvena
n
funkcija je enaka:
0 ;y <0
In(1
Friy)={ BUHY ooy
In 2
1 ;y>1
To tudi pomeni, da je slucajna spremenljivka Y zvezna z gostoto:
! O<y<l1
T N5 Y
friy) =< (1+y)n2
0 ; sicer

Drugi nacin: izra¢unamo neposredno gostoto. Funkcija h(z) = z — |z] je namre¢ v
slucajni tocki X z verjetnostjo 1 zvezno odvedljiva, njen odvod pa je enak 1. Sledi:

A= 3 ).

z;h(z)=y
Za 0 <y < 1 to pomeni:
B = Fxwin=1Y ! -
— In2 = (n+y)(n+y+1)
1 — 1 1
N Enzl ((n+y) - <n+y+1)) '

Iz delne vsote:

i( 1 1 )_ 1 1
n+y) (n+y+1) l+y 1+y+m

n=1

po limitiranju dobimo fy (y) = 1/(1 + y), kar je enako kot prej.

. a) lz
& A
-X\ _ —x _—Ax o
E(e )—)\/0 e e dx——)\+1
dobimo:
L:1—L:1—E(6*X):E(1—e*)
A+1 A+1 ’

torej je 1 — e~ nepristranska cenilka za 1/(\ + 1). Ker gre za eksponentno druZino
s parametri¢nim prostorom, ki je odprta mnozica, ima ta cenilka tudi enakomerno
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najmanjso disperzijo.

b) Za eno opazanje X je X tudi statistika, ki pripada ustreznemu zapisu eksponentne
druzine. Za dve neodvisni opazanji X; in X, je pripadajoca statistika vsota X; + Xo,
ki ima porazdelitev Gama(2, \), torej zvezno z gostoto:

flz) =Nae ™.

Iz prejsnje izpeljave cenilke dobimo:

1 oo
—— =] (I-e™)ed
oM (e
torej je:
)\ o0 1 _ o, 1 _ —(X1+X2)
—:)\2/ ¢ re Mdr=E S ,
)\ + 1 0 X X]_ + X2
1 — 6—(X1+X2)
od koder koné¢éno dobimo iskano cenilko 1 — ——————.
X1+ Xo

. X =169, S, =00940, to975(99) = 198.
Interval zaupanja: 1'50 < X < 1'88 (spodnja meja je zaokrozena navzdol, zgornja
pa navzgor).
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