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1. (20) Naj bosta X in Y slucajna vektorja dimenzije p in taka, da je

X 0 I  p117
~ N 5 T .
Y 0 pll I
Pritem je p € (=1,1) in 17 = (1,1,...,1).

a. (10) Utemeljite, da velja

E(Y'Y|X)=E(S(YY")X) = 81<var(Y\X) + E(Y\X)E(Y|X)T) :

Resitev: Vemo, da velja
Y'Y =SI(YYT).

Zaradi linearnosti lahko zamenjamo E in Sl. Po definiciji je

var(Y|X) = E(YY"|X) + E(Y|X)E(Y|X)"

b. (10) Izracunajte
E(Y'Y[X) .

Resitev: Poznamo pogojno porazdelitev Y glede ne X, ki je
Y|xox ~ N (p117x, I — pp*117) .
Racunamo

E(Y'YX) = E(S(YY")X)

(
= Sl<var (Y|X) + E(Y|X)E(Y\X>T)

= SI(I-pp117 4+ p*11"XX"117)

2
p
= p—p** +pp’ <Z Xk) .
k=1
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2. (20) Privzemite, da je populacija velikosti N razdeljena na K stratumov velikosti
Ny, No, ..., Ng. Enostavni slucajni vzorci so velikosti ny,ns,...,ng. 7 pu oznacite
populacijsko povpregje in z o populacijsko varianco za celotno populacijo, z i in o7
oznacite populacijsko povprecje in populacijsko varianco za k-ti stratum.

a. (b) Pokazite, da je
K K
0 =Y wiop + Y wilus — 1)’
k=1 k=1
. . N, .
kjer jewy = JFzak=1,2,... K.
Resitev: Po definiciji je

o = % <Z k (ym - M)2>

k=1 i=1

kjer je yr; vrednost i-te enote v k-tem stratumu. Opazimo, da

Ny
Z (yri — p1)* =
=1
Ny,
= > (i — o+ e — )
=1
N, Ny N,
= > (i — )+ e — 1)’ + 20— 1) Y (i — )
i=1 =1 i=1
N, Ny

= Z(ym — )® + Z(Mk —p)?

=1 1=1
= Neog + Ni(pr, — p1)*

Z uporabo tega v zgornji vsoti dobimo ustrezen rezultat.

b. (10) Naj bo Y}, vzoréno povprecje v k-tem stratumu za k= 1,2,..., K in Y =
Zszl wy Yy nepristranska cenilka za populacijsko povprecje. Privzemite, da so

Yi,...,Y, neodvisne cenilke. Za oceno o> moramo oceniti
K K
= (s, — p0)? -
Oy = W e — H) = Wrpy — M
k=1 k=1

Predlagana je cenilka
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Pokazite, da je

K
E(6}) = Z k(1 —wg)var(Yy) + Zwk,uk
k=1

Resitev: Vemo, da B B
BE(Yy) = var(Yy) + i
m
E(Y?) =var(Y) + pu?.
Imamo
K — —
E(6}) = Zwk (var(Y;?) + pz) — var(Y) — p?.
k=1

Z upostevanjem

var(Y E wivar(Y,

rezultat sleds.
. (5) Ali obstaja nepristranska cenilka za 0%? Utemeljite svoj odgovor.
J J J odg

Regitev: Vemo, da

K K

o’ = wop + > wi(uk — )’
k=1 k=1

Nepristransko cenilko za o? imamo. Torej nam manjka Se nepristranska cenilka

za drugi ¢len, torej za >, wi(pe — )2, Malo popravimo cenilko iz b. dela

naloge. In sicer tako, da bo veljalo E(6%) = o2. Za cenilko vzamemo

K K
o, = Zkaf -Y2- Zwk(l — wy,)var(Yy) .
k=1 k=1
_ 52
Ker znotraj stratuma vzoréimo enostavno, lahko var(Yy) nadomestimo z —£ -

ng
]\J%k e Dobljena cenilka bo nepristranska za parameter of. Torej nepristranska

cemlka za 02 obstaja.
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3. (20) Predpostavite, da opazovane vrednosti x1, s, .. ., x, nastanejo kot neodvisne,
enako porazdeljene slucajne spremenljivke Xy, X, ..., X,, s porazdelitvijo
6—1 z—1

zax=1,2,3,...in 0 > 1.

a. (10) Poiscite cenilko parametra 6 po metodi najvecjega verjetja na podlagi opa-
zovanih vrednosti.

Resitev: Zapisemo logaritemsko funkcijo verjetja

(Z T — n) log(6 — 1) <Z :)sk) log @ .
Odvajamo in dobimo

7(0,x) = 2%1;”611— °_ 2221 S

Sledi

b. (10) Zapisite aproksimativni 99% interval zaupanja za parameter ¢ na podlagi
opazovanih vrednosti. Kot znano privzemite

1
Zm “ Ty

za |a| < 1.

Resitev: Imamo
r—1 T

1 _ -+
"0, x) = =) —1—62.

Za Fisherjevo informacijo rabimo

— (—1)""
1):;‘%%

Z uporabo namiga dobimo

E(X) =

CDIH
VR
—_
|

>
| |
—_
~__
b
I
>
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Torej .
10)= ——.
() 00 —1)
Aproksimativni 99% interval zaupanja je
A )6 — 1
G256 001
n
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4. (20) Na razpolago imamo opazovane vrednosti X, Xs,..., X, iz normalne po-
razdelitve N(u, 0?). Predpostavljamo, da so opazovane vrednosti med sabo neodvisne,
enako porazdeljene slucajne spremenljivke. Preizkusiti zelimo domnevo Hy : p = 0
proti H, : u # 0. Privzemite, da je parameter o2 znan.

a. (10) Domnevo Hj lahko preizkusimo pri dani stopnji tveganja o na dva naéina:

- Hy zavrnemo, ¢e je | X| > ¢ za primerno izbran ¢, tako da bo tveganje ravno
a.

- Iz opazovanih vrednosti ocenimo p in izracunamo zgornjo in spodnjo mejo
intervala zaupanja pri stopnji tveganja .. Ce interval ne pokriva 0, domnevo
Hy zavrzemo.

Ali sta zgornja testa popolnoma enaka? Komentirajte.

Resitev: Ker je 02 znan, je Sirina intervala zaupanja fiksna in enaka c. Testa

sta popolnoma enaka.
b. (10) Izracunajte Se testno statistiko za zgornjo situacijo po metodi kvocienta
verjetij.
Resitev: Ko izra¢unamo A, se konstanti (1/v/2n0?)" pokrajsata, tako da je
" (x; —7)? — a2
A=exp| — — 1.
p< ; 202

Izraz nekoliko preoblikujemo in dobimo

nz?
A = exXp (?) .

Ker je o* znan, bomo nic¢elno domnevo zavrnili, ko bo |T| > ¢ za primerno izbran
c.
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5. (20) Dana imamo dva kompleta regresijskih enacb
Yi=a1+ Bz + €
zat=1,2,...,min
Zj 2042+5wj+7]j

za j = 1,2,...,n. Predpostavljamo, da vsak model zase ustreza standardnim pred-
postavkam regresijskega modela, torej, da za vse 4, j velja E(¢;) = E(n;) = 0, var(e;) =
var(n;) = o2 in so ¢; in n; med sabo nekorelirani. Predpostavljamo tudi, da so vsi ¢;
in 7; nekorelirani.

a. (5) Utemeljite, da lahko modela zdruzimo v

Yi 1 0 = €1
Y, 1 0 a9 €2
Yool |1 0 o Oila n €m
Z 1 1 wy 2 3 ! m
Zg 11 w2 2
Zn 1 1 w, Mn

Utemeljite, da ta model ustreza standardnim predpostavkam modela linearne
regresije.

Resitev: Z mnoZenjem matrik ugotovimo, da dobimo povsem iste enacbe. Da ta
novi model ustreza vsem predpostavkam standardnega modela sledi iz navedenih
predpostavk.

b. (5) Predpostavite, da je

i x; =0 in i w; =0
i=1 j=1
ter .
2 =1 in wi=1.
PE >
j=1

Podajte najboljso nepristransko cenilko parametra (. Izra¢unajte njeno stan-
dardno napako.

Resitev: Ugotovimo, da je

XX =

It
o3 3
N OO
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Matriko obrnemo in dobimo

) 1/m —1/m 0
(X'X) " =[-1/m (m+n)/mn 0
0 0 1/2

Ugotovimo se
Ty Zyil Yin+ Z?:l Zj
= Zj:l Zj
Do Y+ Y wiZ

i=1 j=1

Za standardno napako dobimo po formuli

se(B) =0\/C; =

Sleds

=L

. (10) Podajte najboljso nepristransko cenilko parametra ay. Podajte njeno stan-
dardno napako.

Resitev: Ce imamo najboljso cenilko o — o in nagboljso cenilko a, je po izreku
Gauss-Markova njuna vsota najboljsa linearna cenilka cy. Z mnoZenjem matrik
dobimo, da je &y =Y inas—ay = Z =Y. Torej je Gy = Z. Standardna napaka

je o/v/n.
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6. (20) Hazarder Marko obis¢e 100 igralnih avtomatov. Pred vsakim vrze posten
kovanec. Ce pade cifra, na tem avtomatu igra, sicer pa ne. Na vsakem avtomatu ima,
¢e igra, pricakovano izgubo 1 evro, standardni odklon pa je 3 evre. Privzamemo, da
so posamezne igre in meti kovanca med seboj neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Markovega izkupicka po obi-
sku vseh igralnih avtomatov.

Resitev: Ce z S oznacimo Markov izkupicek, potem ko obrede vse avtomate, lahko
pisemo:

S=0LX1+ LXs+ -+ LiooX100,
kjer je I, = 1, ce je Marko igral na k-tem avtomatu, sicer pa je I = 0; Xy
je Markov izkupicek na k-tem avtomatu (namisljen, c¢e Marko tam ni igral).

Racunamo:
B(LX,) = BI)E(X) = —
E(X}) = var(X >+ (E(Xk>)2 = 10,
( (L Xr)?) = E( ) ;

Torej je E(S) = —100/2 = —50 in var(S) = 100 - 19/4 = 475.
b. (10) Priblizno izracunajte verjetnost, da bo imel Marko na koncu dobicek.

Resitev: Po centralnem limitnem izreku je:

50
P(S>0)~1—& —) =0011.
( ) <\/475>

10



