Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 3. 6. 2010
Matematika — UNI-BOL

1. a) Prvi nac¢in: parameter s stabilno disperzijo i$¢emo kot funkcijo naravnega para-
metra. Tu gre namrec¢ za enoparametricno eksponentno druzino, kjer verjetnostno
funkcijo zapisemo v obliki:
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torej je naravni parameter § = In A\. Parameter s stabilno disperzijo is¢emo v obliki
g(8), kjer je ¢'(8) = o(X) = €%/2, kar bo res za g() = 27> = 24/
Drugi nacin: parameter s stabilno disperzijo iS¢emo kot funkcijo matemati¢nega
upanja, v tem primeru F(X) = A. Za dovolj gladko naras¢ajoco funkcijo h bo
priblizno veljalo:

a(h(X)) = B (B(X))o(X) = K (AMVA.

Desna stran bo enaka 1 za h'(\)VA = 1, to pa velja za h(\) = 2v/X. Dobimo isti
parameter kot pri prvem nacinu (v eksponentnih druzinah to vedno velja).

b) Interval zaupanja konstruiramo na podlagi aproksimacije z normalno porazdeli-
tvijo, ta pa velja tudi za eno samo opazanje, brz ko je A dovolj velik. Za velike \ se
namrec¢ Poissonova porazdelitev bliza normalni, to pa zato, ker je to tudi porazdelitev
velikega Stevila vsote neodvisnih Poissonovih slucajnih spremenljivk s parametrom
blizu 1, kjer je Poissonova porazdelitev Se dovolj “lepa”. Glede na tocko a), normalno
aproksimacijo in dejstvo, da je cenilka po metodi najvecjega verjetja enaka A=X ,
je iskani aproksimativni interval zaupanja dolocen z neenacbo:

2V - VX]| <! <1;a> =196,

kar za naSe opaZanje (ustrezno zaokrozeno) znese:

1'3 < A< 1206.

2. X =1971, S,=2925 df=9, c=togrs =325 A=30L.
Interval zaupanja: 1670 < p < 22°72.

3. Glede na to, da sta nicelna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki temelji
na razmerju verjetij, najmocnejsi. Ce z Ly oznacimo verjetje pri nicelni, z L; pa pri
alternativni hipotezi, za x > 0 velja:

Ly(z) 5_(1)06_96/500 L 4a/500
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Ce je torej X opazena zivljenjska doba Zarnice, bomo ni¢elno hipotezo zavrnili, ¢e

bo testna statistika %64)(/500 premajhna, to pa bo tedaj, ko bo zivljenjska doba X
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premajhna.

Isti sklep lahko dobimo tudi iz dejstva, da gre za enoparametricno eksponentno
druzino z naravno zadostno statistiko —X glede na parametrizacijo z A, in dejstva,
da je vrednost parametra pri alternativni hipotezi vecja od tiste pri nicelni hipotezi.

Ker je X pri nicelni hipotezi porazdeljena zvezno, randomizacija ni potrebna in lahko
Hy zavrnemo, brz ko je X < ¢, kjer je Py, (X <¢) = a. Iz
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PHO(ch):/O =5 /500 Qg — 1 — —¢/300
dobimo ¢ = —5001n(0'95) = 2564 (zaokroZeno navzdol). Mo¢ tega testa je:

° 1
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0

. Pri modelu, ki ga obravnava naloga, lahko funkcijo verjetja zapisemo v obliki:

L(zy,...xp; p,0) = (a 277)_n exp [—% (Zx? — QNin + n;f)]
i=1 i=1

in maksimum je pri celem modelu dosezen pri:

n n 2
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Ce se omejimo na nicelno hipotezo ;1 = o2, pa je:

1 < 2 no?
L(x1,...20;0% 0) = (0V2m) " exp [—; E_ w?+2xi——]
in iz:

d
glnL(xl,...azn;UQ,a):—Zx?—na——

dobimo, da je maksimum dosezen pri:

Ce z A ozna¢imo razmerje verjetij:

_ supe,, L(Xy, . Xoip,0)  L(X,. . X fig, 62)
supg L(X1, ... Xp; p,0) L(X1,... X5 f11,01)

ima —2In(A) priblizno porazdelitev hi kvadrat z eno prostostno stopnjo. Za nase
opazanje dobimo —21In(A) = 561, kriti¢cna vrednost pa je xZ,, = 6°63. Hipoteze
torej ne moremo zavrniti.
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