Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 7. 6. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. Dana porazdelitev ima gostoto:
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kar nam da verjetje:
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Le-to je ves Cas strogo pozitivno in gre proti ni¢, brz ko gre a proti ni¢ ali proti
neskoncéno. Ugodno je gledati njegov logaritem:
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ki ima odvod:
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Edina ni¢la odvoda na intervalu (0, c0) je:
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in to je iskana cenilka za a.

2. Iz zapisa gostote:
1

@) = SBai=a o (aln : = x)

(za 0 < x < 1) razberemo, da gre za eksponentno druzino, katere parametri¢ni
prostor je odprta mnozica (0,1) (za vse a iz te mnozice ima porazdelitev smisel).
Nepristranska cenilka z najmanjSo mozno disperzijo bo torej vsaka funkcija pripa-
dajoce zadostne statistike In %, ki bo nepristranska cenilka za a. Ker je funkcija
x — In ;¥ strogo narascajoca, je dovolj iskati kar funkcije opazanja X. Iz:
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sledi, da je iskana cenilka kar opazanje samo, t. j. X.
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3. Oznacimo dano statisti¢cno spremenljivko z X. Najprej opazimo, da je X pri § =1
z verjetnostjo 1 enak 0, kar pomeni, da mora interval zaupanja pri opazanju X = 0
obvezno vsebovati tudi 1. Zaradi predpisane oblike mora biti torej to kar interval
[0,1]. Preostala dva parametra, b; in by, lahko nastavimo strogo manjsa od 1.

Ce nastavimo b; > b, velja:
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Ni se tezko prepricati, da sta funkciji 6 — ﬁ in 0 — & na intervalu [0, 1]

obe narascajoci, torej je:
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Pogoj info<g<1 Py(6 € I) = [ bo zagotovo izpolnjen, ¢e bo:
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Ker sta funkciji 6 +— 92%09“ in 0 +— 9270—9“ na intervalu [0, 1] obe naraséajo¢i in ker
2

za 0 € (0,1) velja 02_‘99+1 > 92—60+17 je pri zgornji izbiri tudi by > by. Velja:
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Pri § = 095 dobimo b; = 0°9523 in by = 0°7954 (obakrat smo zaokrozili navzgor).
No, dovolj je, da je velja le ena enakost, drugi parameter pa se lahko poveéa (a potem
dobimo daljsi interval zaupanja za enako stopnjo zaupanja).

Ni pa to edina moznost. Ce postavimo b; < by, dobimo:
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92
02—60+1

} padajoca, na intervalu [

Kot smo ze omenili, je funkcija 6 — na intervalu [0, 1] naras¢ajoc¢a. Funkcija
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v % ima minimum % Zato mora biti b; > %, brz ko je g > % V tem primeru velja:

pa je na intervalu [0 1] pa narascajoca;
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Pogoj info<g<1 Py(6 € I) = [ bo zagotovo izpolnjen, ¢e bo:
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B.

Spet ker sta funkciji 6 — 222:% in 0 — HQE—ZH na intervalu [%, 1} obe narascajoci
in ker za 6 € (%, 1) velja 23;:;?:;1 > .92f;+1’ je pri zgornji izbiri tudi b; < by. Velja:
b= 2P VBA-22-8) Bt VBBA-4)
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Pri 8 = 0'95 dobimo b; = 079499 in by = 0°9523 (obakrat smo zaokrozili navzgor). Ta
izbira je torej slabsa glede na sestevek dolzin pri vseh opazovanjih. Spet je podobno
kot prej dovolj, da je velja le ena enakost, drugi parameter pa se lahko poveca (a
potem dobimo Se daljsi interval zaupanja za enako stopnjo zaupanja).

Mozno pa je izbrati tudi by = by. V tem primeru dobimo:
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(torej 09523 pri 8 = 0'95), kar je kombinacija prej$njih dveh moznosti.

. Oznac¢imo nasSe opazanje, t. j. Stevilo metov, pri katerih pade Sestica, z X. Velja
X ~ b(13,0), kar je enoparametri¢na eksponentna druzina, katere naravni parameter
je narascajoca funkcija parametra 6, pripadajoca zadostna statistika pa je natancéno
X. Torej nicelno hipotezo zavrnemo, e je opazanje X preveliko. Ker je Py/6(X >
5) = 0°0512, hipoteze ne moremo zavrniti — vsaj ¢e testa ne randomiziramo.

Ce pa dopustimo randomizacijo, nam verjetnost P1,6(X > 5) = 00127 pove, da
lahko hipotezo zavrnemo z verjetnostjo:

005 — Pijg(X >5) 005~ Py(X >5) .

= =097.
P1/6(X > 5) — P1/6(X > 5) P1/6(X = 5)
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