
ANALIZA NA MNOGOTEROSTIH

DOMAČE NALOGE 4.1

Naloga 1. Naj bo G povezana Liejeva grupa in g njena Liejeva algebra.
Dokaži, da je G Abelova natanko tedaj, ko je [v, w] = 0 za vsak v, w ∈ g.

Naloga 2. Naj bosta G in G′ Liejevi grupi in g, g′ njuni Liejevi algebri.
Gladka preslikava F : G → G′, ki je hkrati homomorfizem grup, se imenuje
homomorfizem Liejevih grup. Dokaži:

(1) za vsako levo invariatno vektorsko polje V na G obstaja levo invari-

antno polje Ṽ na G′, tako da velja dFgVg = ṼF (g) za vsak g ∈ G.
(2) Diferencial dF1 : g → g′ v identiteti 1 = 1G ∈ G je homomorfizem

Liejevih algeber.
(3) Rang preslikave F je konstanten (neodvisen od točke g ∈ G).
(4) Jedro

H = kerF = {g ∈ G : F (g) = 1G′}

je Liejeva podgrupa grupe G.

Posebej si oglej si naslednje primere:

• F : R
n → (S1)n = Tn,

F (x1, . . . , xn) =
(
eix1 , . . . , eixn

)
.

• F : GLn(R) → R
∗ = GL1(R), F (A) = det A.

• Vložitev SLn(R) →֒ GLn(R).

Naloga 3. Naj bo G Liejeva grupa in σ : G → G difeomorfizem σ(g) = g−1,
g ∈ G (invertiranje na grupi G).

Dokaži, da je za vsako levo invariantno vektorsko polje v na G prirejeno
vektorsko polje w = σ∗v desno invariantno. Dokaži tudi, da je preslikava
v 7→ σ∗v homomorfizem Liejeve algebre levo invariantnih polj na Liejevo
algebro desno invariantnih polj na G.

Posebej si oglej σ∗ v primeru grupe G = GLn(R).

Naloga 4. Dokaži, da sta grupi

Aut C = {z 7→ αz + β, α ∈ C
∗, β ∈ C}

Aut CP
1 = {[z : w] 7→ [αz + βw : γz + δw] : α, β, γ, δ ∈ C, αδ − βγ 6= 0}
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kompleksni Liejevi grupi kompleksne dimenzije 2 oziroma 3. Prav tako
pokaži, da je grupa avtomorfizmov diska D,

Aut D =

{
z 7→ eiθ z − a

1 − āz
: a ∈ D, θ ∈ R

}

realna Liejeva grupa realne dimenzije 3.

V vseh primerih zapǐsi grupno operacijo v naravnih koordinatah na grupi
(npr. (α, β) v prvem primeru in podobno v ostalih).

Naloga 5. Pokaži, da je specialna linearna grupa

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) : det A = 1}

realno analitična hiperploskev v Rn2

.

Poǐsči njeno Liejevo algebro sln(R) ⊂ gln(R).

Ista naloga za grupo SLn(C) ⊂ GLn(C).

Naloga 6. Dokaži, da je ortogonalna grupa

O(n) = {A ∈ GLn(R) : A·At = I}

kompaktna realno analitična Liejeva podgrupa grupe GLn(R). Določi njeno
dimenzijo.

Poǐsči njeno Liejevo algebro o(n) ⊂ gln(R).

Pokaži, da ima O(n) dve povezani komponenti in da je povezana kompo-
nenta identitete I enaka Liejevi grupi

SO(n) = {A ∈ O(n) : det A = 1} = O(n) ∩ SLn(R).

Navodilo: zapǐsi enačbo F (A) = A·At = I v komponentah in si oglej rang
dobljenega sistema enačb v identiteti I ∈ GLn(R). Nato pokaži, da je rang
preslikave F konstanten na vlaknu F−1(I) = O(n).

Naloga 7. Dokaži, da je unitarna grupa

U(n) = {A ∈ GLn(C) : A· Āt = I}

kompaktna realno analitična Liejeva podgrupa grupe GLn(C). Določi njeno
dimenzijo. Ali je U(n) tudi kompleksna (= holomorfna) Liejeva grupa?

Poǐsči njeno Liejevo algebro un ⊂ gln(C).


