Algoritmi za konstrukcijo baze za Ky (A, b)

Lanczos(1950), matrika A je simetri¢na

AV = Vi T + Buvirier

stolpci Vi so ortonormirani, Ty je tridiagonalna

Arnoldi(1951)

AVi = ViHi + hii1xviirer

stolpci Vi so ortonormirani, H je zgornja Hessenbergova
varianta RGS:

Lanczos(1952)

TAVk — VkaT-i- OkVis1eq ,
AW, = WiT, + Bewiiiex

stolpci Vi in W so biortogonalni, Tk je tridiagonalna.




Nekaj skupne teorije

IS¢emo resitev sistema Ax = b.

Splosni nastavek je, da is¢emo xx € xo + Kk(A, ro), da je rx L L. MoZnosti:
QO L =K«(A, n) : to vodi do metod tipa FOM in CG
@ L = AKk(A, ) : to vodi do metod tipa GMRES
© £ =Kk(A", %) : to vodi do metod tipa BiCG

Resitev, ki ustreza pogoju ri L AKk(A, ro), minimizira ostanek ||b — Ax||2.
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Hestenes in Stiefel sta leta 1951 na konferenci ugotovila, da sta neodvisno okrila
novo metodo - konjugirane gradiente. V kasnejsem skupnem élanku (1952) sta
navedla, da je metoda sorodna metodi, ki jo je objavil Lanczos leta 1952.
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Hestenes in Stiefel sta leta 1951 na konferenci ugotovila, da sta neodvisno okrila
novo metodo - konjugirane gradiente. V kasnejsem skupnem élanku (1952) sta
navedla, da je metoda sorodna metodi, ki jo je objavil Lanczos leta 1952.

Metoda je bila od zacetka misljena kot direktna metoda za reSevanje linearnih
sistemov, ki pa ima lepo lastnost, da vcasih ze z manj dela vrne dober rezultat.
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Magnus Hestenes Eduard Stiefel Cornelius Lanczos

Hestenes in Stiefel sta leta 1951 na konferenci ugotovila, da sta neodvisno okrila
novo metodo - konjugirane gradiente. V kasnejsem skupnem élanku (1952) sta
navedla, da je metoda sorodna metodi, ki jo je objavil Lanczos leta 1952.

Metoda je bila od zacetka misljena kot direktna metoda za reSevanje linearnih
sistemov, ki pa ima lepo lastnost, da vcasih ze z manj dela vrne dober rezultat.

Hesetenes se je s konjugiranimi bazami ukvarjal Ze leta 1936, pa je profesor na
Harvardu menil, da je to preve¢ oditno in neprimeno za publikacijo...



Situacija 1952

£ = Ki(A,ro)

£ = Ki(AT )

L = AKK(A, ro)



Obdobje relativne pozabe

Naslednjih 20 let metode podprostorov Krilova niso prisle do veljave:

@ Arnoldijev algoritem je bil najprej zamisljen za pretvorbo matrike v zgornjo
Hessenbergovo matriko in racunanje lastnih vrednosti. Kmalu zatem so
pojavile Givensove rotacije in Householderjeva zrcaljenja (1958), s katerimi
to lahko naredimo udinkoviteje.

o Leta 1971 je John Reid ugotovil, da so konjugirani gradienti zelo primerna
metoda za reSevanje velikih razprSenih matrik in razvoj se je spet zacel.



Situacija 1975 - Fletcher (1974), Paige, Saunders (1975)
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Situacija 1984 - Jea, Young (1980), Sonneveld (1984)
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Situacija 1986: Saad, Schultz (1986)
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Situacija 1992: Freund, Nachtigal (1991), van der Vorst (1992)
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Situacija 1993: Freund (1993), Sleijpen, Fokkema (1993)
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CGLS

Ce reSujemo Ax = b in je A nesimetri¢na, lahko uporabimo CG na normalnem sistemu

AT Az = ATb.

Prednost: izognemo se dolgim rekurzijam, ki jih potrebujeta FOM in GMRES.
Slabost: obtutljivost matrike A” A je kvadrat ob&utljivosti matrike A.

To deluje v redu, €e so singularne vrednosti matrike A lepo razporejene po gru€ah oziroma
kadar je matrika A blizu ortogonalne matrike.

Ustrezna metoda brez ekplicitnega ratunanja A” A je CGLS (Paige in Saunders 1982).

lzrek 1. Metoda CGLS vrne xj, ki minimizira ||b — Ax,||2 po afinem podprostoru
Io -+ ]Cj(ATA, AT’I"()).

Bor Plestenjak: lterativne numeri¢ne metode v linearni algebri



LSQR

Normalni sistem lahko uporabimo tudi za reSevanje predolofenega sistema Ax = b po
m.n.k.. Se boljSo metodo pa dobimo, ¢e upostevamo ekvivalenten razsirjeni sistem

o) sl =lo)

Ce zatnemo s priblizkom [8] , je prvi vektor v ON bazi za podp. Krilova w; = ol [8] :

Naslednji vektor je wo = ||A1Tb|| [A(}b] :

Po vrsti se izmenjujejo vektorji oblike [g] in [2] :

Ce sestavimo matriki Uy, in Vj, iz prvih k stolpcev w in v, velja

Brup = b
X1V = AT’U,l
i=1,2,...

Bit1uir1 = Av; — au;
T
Ait1Vir1 = A" Uir1 — Bit1i

Skalarji «;, B; so izbrani tako, da so vektorji u; in v; normirani,

Bor Plestenjak: lterativne numeri¢ne metode v linearni algebri



Delna bidiagonalizacija

511&1 — b, X117 — ATU1
1 =1,2,...
T
5i+1ui+1 = Av; — ajuy, Qi1 1Vi41 = A Uij41 — 5z‘+1”07;

Ce sestavimo matriki Uy, in Vj, iz prvih k stolpcev w in v, velja

B1Uky1e1 = b
AVk == Uk;+1Bk
ATUkH = VkBZ + Cvk+1’Uk+1€Z+1
za } i}
aq
B2 a2
By, = B3
8573
i Br+1 |

Povezava z Lanczosevo metodo za AT Ax = ATb:

Izrek 2. Velja T}, = BkTBk, kjer je T}, tridiagonalna matrika iz Lanczoseve metode za
matriko AT A in za&etni vektor ATb. Velja Se

ATAV, = VT + ak+1ﬁk+1vk+1ef+1.
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Resitev LSQR

r
IS¢emo [ k] . da bo ostanek

L

I A Tk . b
AT 0 I 0
pravokoten na podprostor Krilova.

Iz A" AV, = ViTh + o1 Br+1vVkt1e4, sledi, da is&emo priblizek oblike z = Viys.

Ostanek 7 je potem oblike vy = Ugy1tgi1.

Upry O ]

Vzeti moramo podprostor Krilova, ki ga razpenjajo stolpci matrike [ 0 v
k

U, O I Al [ Uksrtess b1\ .
Iz[ 0 VkT AT 0 Vi o = 0 dobimo

I B tkr1| | Brex
Bl 0 ye | | O |’

kar je ravno predolo&en sistem min || Bxyr — B1e1|.
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CGS [Sonneveld (1984)]

Gre za izpeljanko BiCG, kjer ne uporabljamo A”.

V BiCG za ostanek 7 velja mx = ¢r(A)rg, kjer je ¢r polinom stopnje k, ki zado3¢a
¢ (0) = 1. Podobno velja pr = mr_1(A)7g, kjer je mr_1 polinom stopnje k — 1.

Oba polinoma nastopata tudi pri 7} in p;, saj je r, = qbk(AT)ra‘ in p, = Wk—l(AT)TS-

Pri BiCG raunamo 7; = r;_1 — ajAp; in pj41 = r; + B;p;, kjer za skalarja velja

) ()
T (Apj, p}) : 6‘7_(73_1,7";_1)'
Dobimo
C(rimnri)  (95(A)r, ¢3(ATYrg)  (¢5(A)ro, 1)

o = — — .
T (Ap,pl) (A (Ao, mia(AT)rg)  (Ar? (A)ro, 75)

B; = (Tj’r;) _ (¢j(A)T07¢j(AT)TS) _ (qb?(A)rO’TS)
Tl (@5o1(A)re, pj1(AT)TE) (@2 (A)re, 1)

Ce izpeljemo rekurzivne zveze za vektorje ¢?(A)TQ in 7TJ2._1(A)TO, potem matrike A ne
potrebujemo.
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CGS

Ce definiramo r; = gb?(A)ro, p; = W?_l(A)ro, q; = ¢j(A)m;i_1(A)rg in pomoZni
vektor u; = r;_1 + B;-1q;—1, lahko izpeljemo rekurzivne zveze

rj = ri1— ajA(u; +qj)
pi = uj+ Bi-1(gj-1+ Bj-1pj-1)
q = u; — o Ap;.

Tako pridemo do metode kvadriranih konjugiranih gradientov (CGS)

ro =b— Axg, ui = p1 = 1o
izberi 7, da je TOTTS #+0
j=1,2,... k
~ (rj—1, )
Ozj == "
(Apjv TO)
qj = uj — a;Ap;
T; = xj-1 + aj(u; + q5)
ri = i1 — o;jA(u; + q;)
. (rj, 7o)
Sy = .
(r5-1,75)
wjr1 = 1 + B;4;
Pj+1 = ujr1 + Bi(q; + Bip;)
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Bi-CGSTAB [van der Vorst (1992)]

Konvergenca pri metodi CGS je lahko dokaj nepravilna. Zaradi tega lahko pride do velikih
zaokrozitvenih napak, $e posebno zaradi samega vpliva kvadriranja na ostanek.

Za razliko od CGS pri metodi stabiliziranih bikonjugiranih gradientov metodo BiCG
posploimo tako, da bo konvergenca bolj gladka, % vedno pa raunanje z matriko A’ ne
bo potrebno.

Pri metodi CGS se ratunanju z matriko A’ izognemo tako, da vpeljemo vektorje

rl = ¢ (A)ro.

Pri metodi Bi-CGSTAB pa dobimo ostanke oblike

r = ¥ (A)$(A)ro,

kjer je polinom ¢,(A) doloten z metodo BiCG, polinom v;(A) pa je polinom, ki poskrbi
za gladko konvergenco oz. za stabilizacijo konvergence. Definiramo ga rekurzivno kot

¥i(t) = (1 = wit)h;-1(t),

kjer v vsakem koraku dolotimo konstanto w;.
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Bi-CGSTAB kot kombinirana metoda

Metoda Bi-CGSTAB spada med kombinirane metode.

Na zaletku predavanj smo spoznali t.i. posodobitev Richardsonove iteracije, kjer vpeljemo
skalarje w; in iteriramo
T = Th—1 T Wrk—1Tk—1-

Tako dobimo
re = (I — wr_1A)TK_1

oziroma 1 = Y (A)ro.

Pri Bi-CGSTAB kombiniramo zgornjo iteracijo z metodo BiCG.
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Ozadje Bi-CGSTAB

Pri metodi BiCG mora veljati
($i(A)ro, d5(A")rg) =0
za j < i, saj to pomeni, da je ostanek 7; = ¢;(A)ro pravokoten na KC;(A”, r¥).

Ekvivalentno bi bilo zahtevati da je r; pravokoten na vektorje wj(AT)rf‘; za take polinome,
da je ¢; stopnjejzaj=0,...,7 — 1.

To pa pomeni

(pi(A)ro, i (AT)5) = (;(A)pi(A)ro, rg) = 0.

Pri metodi CGS vzamemo kar 1; = ¢, pri Bi-CGSTAB pa vzamemo polinome oblike

%‘(t) = (]. — wlt) R (]. — th).

V vsakem koraku imamo na voljo 3e prosti parameter w;. Izberemo ga tako, da
minimiziramo ||r;||.
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Algoritem Bi-CGSTAB
Ce definiramo rj = v;(A)d;(A)ro, pj = j—1(A)mj—1(A)ro, ¢; = ¢;(A)mj-1(A)To,

lahko izpeljemo rekurzivne zveze

’I“j = (I — ij)(’f‘j_l — OéjApj)
pj ri—1+ Bj—1(I — wj—1A)pj_1.

Ko ustrezno preracunamo e koeficiente a;, B; in w;, pridemo do metode Bi-CGSTAB.

ro=b— Axg, u; =p; =rg
izberi 7, da je vy s # 0
j=1,2,...,k
. — (ri-1, 1)
J *
(Apj7 7“0)
Sj = Tj—1 — a; Ap;
_ (Asjvsj)
(AS]', ASj)
Tj = Tj-1 1 o;pj + w;s;
’I"j = Sj — LUjASj
T (1, ) wj
pj+1 =15 + Bi(p; — w;Ap;)

Wi
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Kaj Se obstaja
Obstaja Se mnogo algoritmov, npr:

o TFQMR Transpose-free QMR. Ta metoda je posplositev QMR z enakim pristopom, kot
ga uporabimo pri CGS. Tako se znebimo ratunanja z A, obenem pa v vsakem koraku
minimiziramo kvazi-residual.

e Bi-CGSTAB(l). Mi smo v bistvu spoznali Bi-CGSTAB(1), za katerega se da pokazati,
da je kombinacija GMRES(1) in BiCG. Problem z GMRES(1) je, da ima polinom %), po
konstrukciji za realno matriko same realne nicle, tak polinom pa ne more dobro uniditi
lastnih vrednosti matrike A, ki so lahko tudi kompleksne.

Pri Bi-CGSTAB(l) polinom 1);(A) zgeneriramo na drugalen na&in in dobimo
kombinacijo GMRES(?) in BiCG.
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Kratka ponovitev lastnosti algoritmov

Metoda MV | skal. prod. | SAXPY | Pomnilnik
FOM 1 k+1 k+1 (k+4)n
D-Lanczos 1 2 4 5n
CG 1 2 3 4n
GMRES 1 k+1 k+1 (k+5)n
BiCG 1/1 2 5 6n
QMR 1/1 2 8 10n
CGS 2 2 6 In
Bi-CGSTAB 2 4 6 8n

FOM in GMRES:

® /a nesimetri¢ne matrike.

e GMRES vrne resSitev z najmanjSo normo ostanka, FOM pa reSitev s pravokotnim
ostankom.

e Ce GMRES naredi v enem koraku bistveno izbolj$avo, potem FOM vrne priblizno enako
dober rezultat. Sicer pa FOM lahko nekaj korakov stagnira, GRMES pa vedno pridobiva.

e Ce tudi FOM re¥ujemo preko QR, se metodi ne moreta zalomiti.

e Prostorska in ¢asovna zahtevnost koraka linearno narasca, zatu uporabljamo ponovni
zagon.
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Kratka ponovitev lastnosti algoritmov

Metoda MV | skal. prod. | SAXPY | Pomnilnik
FOM 1 k+1 k+1 (k+4)n
D-Lanczos 1 2 4 5n
CG 1 2 3 4n
GMRES 1 k+1 k+1 (k+5)n
BiCG 1/1 2 5 6Mm
QMR 1/1 2 8 10n
CGS 2 2 6 In
Bi-CGSTAB 2 4 6 8n

D-Lanczos:

e Za simetri¢ne matrike.
e Teoreti¢no vrne isti rezultat kot FOM.
e Lahko se zalomi, ¢e LU razcep matrike T} brez pivotiranja ne obstaja.

CG:

e /a simetri¢ne pozitivno definitne matrike.
e Teoreti¢no vrne isti rezultat kot FOM.
e Superlinearna konvergenca, e so ekstremne lastne vrednosti lepo separirane.
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Kratka ponovitev lastnosti algoritmov

Metoda MV | skal. prod. | SAXPY | Pomnilnik
FOM 1 kE+1 kE+1 (k+4)n
D-Lanczos 1 2 4 on
CG 1 2 3 4n
GMRES 1 kE+1 kE+1 (k+5)n
BiCG 1/1 2 5 6n
QMR 1/1 2 8 10n
CGS 2 2 6 In
Bi-CGSTAB 2 4 6 8n

BiCG:

e Za nesimetritne matrike, potrebuje mnozenje z A in A”.
e /alomi se, e se zalomi Lanc. biortogonalizacija ali ne obstaja LU razcep matrike T}.

e Ce je A simetritna, se ujema z D-Lanczosem.
QMR:

e Za nesimetri¢ne matrike, potrebuje mnoZenje z A in AT, minimizira kvazi-residual.
e Bolj gladka konvergenca kot BiCG.

e Ceje A s.p.d., seujemas CG.

e Zalomi se, &e se zalomi Lanczoseva biortogonalizacija.
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Kratka ponovitev lastnosti algoritmov

Metoda MV | skal. prod. | SAXPY | Pomnilnik
FOM 1 k+1 k+1 (k+4)n
D-Lanczos 1 2 4 5n
CG 1 2 3 4n
GMRES 1 k+1 k+1 (k+5)n
BiCG 1/1 2 5 6Mm
QMR 1/1 2 8 10n
CGS 2 2 6 In
Bi-CGSTAB 2 4 6 8n

CCS:

e Za nesimetri¢ne matrike, potrebuje samo mnozenje z A.
e Obicajno zelo nepravilna konvergenca.

e Zaradi kvadratov so lahko prisotne velike zaokrozitvene napake.
Bi-CGSTAB:

e Za nesimetri¢ne matrike, potrebuje samo mnoZenje z A.

e Obicajno bolj gladka konvergenca kot CGS in manjSe napake.
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Katero metodo izbrati?

Tocnega pravila ni. Za razliko od direktnih metod se pri iterativnih metodah ne da dobiti
sploSne robustne metode, ki bo dobra za vse primere.

Ustrezna metoda je odvisna od

lastnosti matrike A,

zahtevnosti mnoZenja z matriko A (in A’ &e je na voljo),

°
°
e pomnilnika, ki ga imamo na voljo,
e poznavanja spektra matrike A,

°

moZnosti dobrega predpogojevanja.

Nachtigal, Reddy in Trefethen so leta 1992 pokazali, da za vsako izmed metod tipa CG,
BiCG, GMRES, CGS, CGLS obstaja razred linearnih sistemov, za katero je izbrana metoda
najboljSa. To pomeni, da najboljSa metoda ne obstaja.
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