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1. doma£a naloga

Re²itve stisnite v ZIP datoteko z imenom ime-priimek-vpisna-1.zip in
jih oddajte preko spletne u£ilnice (http://ucilnica.fmf.uni-lj.si) naj-
kasneje do ponedeljka, 23. decembra 2013, do 12. ure. Priloºite poro£ilo, v
katerem za vsako nalogo opi²ete postopek re²evanja, zapi²ete re²itev, in ko-
mentirajte rezultat. �e poro£ilo skenirate, mora biti obvezno oddano v pdf
obliki. Re²itvi priloºite programe, s katerimi ste naloge re²ili in izjavo, da ste
naloge re²evali samostojno. Naloge naj bodo re²ene v Matlabu (uporabite
lahko tudi Octave ali Scilab). Priloºite programe, s katerimi ste naloge re²ili.
Programi naj bodo smiselno poimenovani in razporejeni v mapah, ki naj bo
bodo poimenovane nal1, nal2, . . . K vsaki nalogi spada glavna skripta, ki iz-
pi²e re²itve naloge (nal1.m, nal2.m, nal3.m, nal4.m). Prosim, da preverite, £e
se skripte izvedejo v ukazni vrstici (recimo klic nal1 se mora izvesti brez na-
pak), v nasprotnem boste izgubili polovico to£k pri konkretni nalogi. Naloge
morajo biti re²ene v Matlabu (uporabite lahko tudi Octave ali Scilab), razen
£e je v nalogi druga£e navedeno. Zraven priloºite ²e izjavo, da ste naloge
re²evali samostojno.

�e imate kak²no vpra²anje o nalogah ali Matlabu, se obrnite na asistenta
ali profesorja. �e menite, da je vpra²anje zanimivo tudi za ostale, uporabite
forum. Vsa vpra²anja so ve£ kot dobrodo²la.

Naj bosta c1c2c3c4 zadnje 4 cifre va²e vpisne ²tevilke in V = 4∗c1c2+c3c4.
Vsaka naloga od 1. do 4. je vredna eno to£ko, teoreti£na naloga je vredna

3. to£ke. Dodatno re²ene naloge lahko prinesejo dodatne to£ke. Skupaj je
potrebno za 100%zbrati 4. to£ke.

1. Naj bo σ > 0. Numeri£no re²i diferencialno en£bo

− u′′ + σu′ = f, 0 < x < 1.

u(0) = α, u(1) = β

Diskretiziraj jo z uporabo simetri£nih diferenc:

−ui−1 + 2ui − ui+1

h2
+ σ

ui+1 − ui
h

= fi.

Velikost h je odvisna od ²tevila to£k diskretizacije n, h = 1
n+1

.

(a) Sistem zapi²i v matri£ni obliki:

Ax = f .
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�e ne gre druga£e, ga lahko zapi²e² tudi samo za konkretne po-
datke. Druga£e so α, β, vektor vrednosti funkcije f in σ podatki,
ki jih dobite.

(b*) Matrika A ni simetri£na, poi²£i potreben in zadosten pogoj, da
obstaja matrika D, da velja

Ã = DAD−1 = Ã>.

Namig, primerjaj levo in desno stran po komponentah. Kaj velja
za dn/d1, ko gre h→ 0.

(b) Za primer σ = 40, n = 100, f(x) = ex, α = 1/39, β = e/39,
uporabi metodo konjugiranih gradientov, SOR, Gauss-Seidlovo in
SSOR metodo ter primerjaj natan£nost in hitrost konvergence.

(c) Za re²evanje sistema uporabi ²e metodo GMRES. Primerjaj na-
tan£nost s tisto v to£ki (b). Z uporabo merjenja £asa oceni ²e
£asovno zahtevnost ene iteracije.

To£ka z zvezdico je dodatna in ni obvezna.

2. Metodo konjugiranih gradientov lahko uporabimo tudi za re²evanje ne-
dolo£enega sistema Ax = b. Za re²evanje tega sistem lahko modi�cirate
kar Matlabovo funkcijo pcg.

Algoritem preizkusite na realnem problemu, ki nastane pri ra£unanju
pribliºka Mahalanobis razdalje pri ocenjevanju kvalitete rudarjenja po-
datkov. Radi bi izra£unali

XT
test

(XtrainX
T
train

)†Xtest.

Obe matriki X imata veliko ve£je ²tevilo vrstic kot stolpcev in sta
razpr²eni. Ker je sistem z matriko XtrainX

T
train

poddolo£en, namesto
psevdoinverza uporabimo regularizacijo. Tako namesto z (XtrainX

T
train

)†

ra£unamo z regularizirano matriko A = (1− α)XtrainX
T
train

+ αI. Mno-
ºenje z matriko A je potrebno implementirati implicitno, saj je matrika
XtrainX

T
train

prevelika, da bi jo shranili v pomnilnik. Nari²i graf ²tevila
korakov potrebnih za konvergenco metode konjugiranih gradientov za
sistem Ax = b v odvisnosti od α ∈ [0, 1], kjer je b V -ti stolpec matrike
Xtest. Poi²£i najmanj²i α pri katerem dobi² zadovoljivo konvergenco in
nato za ta α izra£unaj celoten produkt XT

test
A−1Xtest. Pazi. Ko pove-

£uje² α se re²itev oddaljuje od prave, moºen kriterij za kvaliteto je, da
izra£unate ostanek za originalno matriko in vektor izra£unan s pomo£jo
regularizacije.
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Matriki naloºite v Matlab z ukazom load mahalanobis, kjer datoteko
mahalanobis dobite na u£ilnici.

3. Pri re²evanju predolo£enega sistema Ax = b si lahko pomagamo z nor-
malnim sistemom ATAx = AT b. V splo²nem to ni najbolj²a moºnost,
saj se ob£utljivost sistema kvadrira. Druga moºnost je, da uporabimo
prevedbo na re²evanje ve£jega sistema

[ m n

m I A
n AT 0

] [
r
x

]
=

[
b
0

]
,

katerega re²itev ustreza re²itvi predolo£enega sistema Ax = b po metodi
najmanj²ih kvadratov. Dobljena matrika je simetri£na. Mnoºenje z njo
implementirajte implicitno. Nato pa uporabite Lanczosov algoritem ali
MINRES za re²evanje sistema. Kateri postopek vra£a bolj²e rezultate?
Primerjate svojo metodo ²e z metodama

• LSQR, http://www.stanford.edu/group/SOL/software/lsqr.html,

• LSMR, http://www.stanford.edu/group/SOL/software/lsmr.html,

ki uporabljata Golub-Kahanovo bidiagonalizacijo. Matlabovi funkciji
sta ºe na voljo na zgornjih straneh. Kaj opazite, oziroma kje dobite
hitrej²o konvergenco? V zbirki matrik, ki jih lahko dobite z UFGet, si
izberete primerno razpr²eno pravokotno matriko, za b si izberete vektor
samih enic. Matrike, ki so primerne so:

5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 169, 170, 260, 261, 903, 1860, 1881, 1884− 1890, 2217

in 2218. Za za£etek pozkusite z matriko majhnih dimenzij, nato pa
preizkusite va² algoritem ²e za matriko, ki ima vsaj milijon neni£elnih
elementov. Matrike lahko dobite tudi v gra�£nem vmesniku UFGui, £e
si izberete pri kind - least squares in (all groups).

4. Z UFget naloºite naslednje matrike (na voljo so tudi v spletni u£ilnici):
1224, 1311 in 1877. Za vsako izmed matrik poskusite re²iti linearni sis-
tem Ax = b z iterativnimi metodami, ki so na voljo v Matlabu: gmres,
minres, pcg, bicg, qmr, symmlq, bicgstab. �e desna stran ni
podana zraven problema, potem vzemite vektor b = Ae, kjer je e vektor
samih enic, za za£etni pribliºek pa x0 = 0.

• Ugotovite, katere metode so primernej²e za katero matriko in to
obrazloºite.
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• Pri metodah, kjer je moºno uporabiti ponoven zagon (kot npr.
GMRES), ugotovite optimalno izbiro maksimalne velikosti pod-
prostorov in razi²£ite vpliv izbire velikosti na konvergenco.

5. Naj bo A matrika dimenzije 4× 4:

A =


1 ε
−1 1/ε

1 ε
−1


Vemo, da za ostanek GMRES metode v najslab²em primeru velja:

||r(w)
k ||2 = max

||r0||2=1
min
pk
||pk(A)r0||2,

kjer je pk poljuben polinom stopnje ≤ k za katerega velja pk(0) = 1,
polinom je odvisen od r0. Za konkreten primer matrike A pokaºi, da
ne velja:

max
||r0||2=1

min
pk
||pk(A)r0||2 = ||p∗(A)||2 = min

pk
||pk(A)||2 ≡ min

pk
max
||r0||2=1

||pk(A)r0||2.

(a) Pokaºi, da je polinom, ki minimizira minpk ||pk(A)||2 enoli£en.
(b) Pokaºi, da je polinom stopnje ≤ 3, ki ima vrednost 1 v izhodi²£u,

neodvisen od ε in enak

p∗(z) = 1− 3

5
z2 in ||p∗(A)|| =

4

5
.

Nasvet. Pokaºi, da mora biti polinom sod. Prej preveri ²e, da je
AT ortogonalno podobna matriki −A za prehodno matriko

Q =


−1

1
−1

1

 .
Izkaºe se, da lahko singularne vrednosti p(A) = 1 + γz2 potem
izra£una² analiti£no.

(c) Pokaºi, da se izraza razlikujeta. Uporabi kar matriko A in pokaºi,
da za vsak vektor b velja:

||pb(A)b||2 < ||p∗(A)||2||b||2,

kjer je pb polinom stopnje ≤ 3, ki ima vrednost 1 v izhodi²£u in
da najve£ji ostanek pri vektorju b.
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(d) Pokaºi, da za poljuben vektor b, kjer je ||b|| = 1 obstaja polinom
pb stopnje ≤ 3 z pb(0) = 1, da velja

||pb(A)b|| ≤ 4
√
ε+ 5ε.

Nasvet. Najprej pokaºi, da velja:

b =


b1
b2
b3
b4

 , Ab =


b1

−b2 + b3/ε
b3
−b4

+ ε


b2
0
b4
0

 ,

A2b = b+


b3
b4
0
0

 , A3b = Ab+


b3
−b4
0
0

+ ε


b4
0
0
0

 .
Potem dolo£i polinom, glede na to, £e velja |b3| ≥

√
ε ali |b3| <

√
ε.

Nasvet: pomagaj si z Mathematico. To pokaºe, da sta idealni
primer in najslab²i primer poljubno blizu.

(e) Ali se kaj bistveno spremeni, £e izraz 1/ε v matriki A zamenja² z
c/ε? Kak²ne so nove ocene in ustrezni polinomi?
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