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Poglavje 1

Diferencne aproksimacije

Naloga 1.1. Preko interpolacijskih polinomouv izpeljite formuli za aproksimacijo odvodov
oblike

f'(x1) = Af(zo) + Bf(x1) + Cf(x2) + Rif,
f(x1) = af(x0) + Bf(21) + v f(22) + Ry f,

pri cemer so tocke x; ekvidistantne s korakom h,
.I'i:l’o—l-’ih, Z:O,1,2

Kako bi te formule uporabili za aproksimacijo Laplaceovega operatorja A\ v tocki (z;,y;)?
Dolocite lokalno napako dobljenih diferencnih aproksimacij.

Resitev:
Spomnimo se Lagrangeeve oblike interpolacijskega polinoma, ki se s funkcijo f ujema v
treh tockah xg, 1, xs:

Upostevamo, da so tocke ekvidistantne, in dobimo

(x —z1)(x — x9) (x — z0)(x — x2) (x — z0)(x — 27)

p(z) = f(zo) N + f(z1) Y + f(22) 212
Polinom odvajamo
p(z) = f;;;ﬁ (x —x1 + 2 —x9) + f_(f;) (x — 2o+ —x2) + fézj) (x —x9+ 2 — 1)

ter izracunamo njegovo vrednost v tocki x
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od koder sledi
f(x2) — f(z0)

f(z1) = T R:f.
Podobno dobimo iz
() = f(hx;o) _ 2f}(;1) N f(;zz)>
da je
() = f(xo) — 2f;§§1> + fl22) Rof.

Napaki Ry f in Ry f dolo¢imo s pomocjo Newtonove formule za napako interpolacijskega
polinoma. Spomnimo se

f(z) = p(x) + w(@)[zo, 71, 22, 2] f,  W(T) = (¥ — o) (2 — 1) (T — 22).
Formulo odvajamo in dobimo
f'(x) = p'(x) + ' (2)[zo, 21, 29, 2] f + w(2) ([x0, 21, 22, 2] f),
f(z) = p'(x) + ()20, 21, 20, 7] f + 20 () ([0, 21, T2, 2] f) + () ([0, 71, T2, 2] f)" .

Za deljene diference velja

dk
w[zo,xl,...,zn,x] = Kz, 21,..., 20,z 2, ..., 2],
k+1
(n)
[x(]vxlw"vxn] = f '(5)7 56 (mlﬂ Ti, MmMax xl) )
n. 1=0,..., n 1=0,..., n

kar implicira

f(@1) = p/(@1) + W' (21) [0, 71, B2, 1] f + 0,
(1) = p"(z1) + W' (1) [w0, 21, T2, 1] f + 20" (21)[20, 1, T2, 21, 21] f + 0.
[zracunamo
W'(zy) = —h%  W'(11) =0,
deljene diference pa nadomestimo z odvodi
SFOE), lmo oz mlf = o fm), € € fro, )

[IO7 X1, T2, xl]f - 6

in dobimo

2 2
Rif = =196, Rof =157 0 ()

Poglejmo si Se, kako aproksimirati Au = uy, +u,,. Naj bo korak v smeri z enak dx (prej
h), v smeri y pa dy. Ce uporabimo izpeljane formule za aproksimacijo drugega odvoda,
dobimo

u(zio1,y;) — 2u(wg, y;) + w(@ipr,y;) 1 o
u:c:c(xiayj) = ’ Sx2 . x L — E5x2%u(€i>yj)>

(s, yj—1) — 2u(zi, y5) + w(@g, yj) 1 d'
Uyy (T4, Y5) = ’ e / I 55928—?/&(%,%),




kjer sta & € (zi-1,%iy1) in n; € (yj—1,Y;41). Napaki imenujemo okrnitveni napaki.
Aproksimacija za Laplaceov operator je tako enaka

w(wi—1,y;) — 2u(s, y5) + w(@ig1, y;) n w(@i, Yi—1) — 2u(zs, y5) + w(@i, Yjpr)

A(;U(l'i, y]) = 51’2 5y2 )
okrnitvena napaka pa se prenese v lokalno napako
T(xi,y5) = Du(z;, y;) — Dsu(zs,y;) = O (53:2 + 5y2) . (1.1)

O redu lokalne napake se prepricamo tako, da upostevamo

Tit1 = x; £, Y41 = y; £ Oy
in razvijemo 7(z;,y;) v Taylorjevo vrsto okrog tocke (z;,y;). Iz razvojev
Asu(z,y) =

u(r — 0z,y) — 2ulz,y) +u(z +dv,y) | ul@y—0y) — 2ulz,y) +ulz,y+0y) _
N 0x? 0y? N

1 1 1 1
=3 (u(x, y) — dxug(z,y) + —5x2um(x, y) — —5x3uxxx(:lj',y) ﬂdz Uggae (T, Y)+

1
—2u(x,y) + u(z,y) + dru(x,y) + 51: Uge(T,Y) + 65:B Ugee (T, Y) + ﬂda: (T— y)) +

1 1 1
+ 5—y2 (u(x, y) — 5yuy(x, y) + §5y2uyy($v y) — ééysuyyy(% y) + ﬂéy‘l“yyyy(% y)+

1 1 1
—2u(z,y) + u(z,y) + dyuy(z,y) + §5y2uyy(x, y) + ééysuyyy(x, y) + ﬁéy‘luyyyy(x, y)) —
1 1, 1 1,
5 2 53: umm(x y) E(SI uxwxw(xvy) 5 2 6y uyy(x y) + Eéy uyyyy(xay) =
1 1
= Upe(7,y) + Eéz Uz (T,Y) + uyy(xv y) + Eéy2uyyyy(xv Y)

sledi, da je lokalna napaka enaka

1 1

risty) = 5D el t) ~ 1

12 5y2uyyyy(3¥’ia yj)v

kar potrjuje (1.1).

Naloga 1.2. Izpeljite diferencni aproksimaciji
04
@U(Sci,yj) =

w(wi—a,y;) — 4u(zis1,y5) + 6”((;‘61';%) — du(wig1, y;) + u(Tizo, y)) Lo (5:62) 7
X

84
8—y4u($i, yj) =

U($i> ?/j—2) - 4“(931', ?/j—l) + 6u(:):,-, yj) - 4“(%, yj+1) + U(!L"z', ?/j+2)
oyt

+0 (5y2) ,
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pri cemer so
Tipy = T; 00T,  Yytrp = y; T L0y

ekvidistantne tocke.

Resitev:
Opazimo, da je dovolj izpeljati simetricno aproksimacijo ¢etrtega odvoda funkcije ene
spremenljivke na ekvidistantnih tockah xg, x1, ..., x4 s korakom h. Is¢emo torej koefici-

ente A, B,C, D, E, da velja
fW(@2) = Af(wo) + Bf (1) + Cf(x2) + Df (w5) + Ef (z4) + RS, (1.2)

kjer so x; = xg + ih. Koeficiente lahko dolo¢imo preko interpolacijskih polinomov ali
s pomocjo metode nedolo¢enih koeficientov. Uporabimo slednjo, pri kateri neznane ko-
eficiente izracunamo tako, da zahtevamo, da je formula (1.2) to¢na za polinome ¢im
vigjih stopenj. To pomeni, da mora biti napaka Rf enaka ni¢. Ker imamo 5 neznank
pricakujemo, da bo formula tocna vsaj za polinome stopenj < 4, kar bo res, ¢e bo tocna
za vse bazne polinome stopenj < 4. Za bazo si izberemo

L (z — x9), (x — 39)%, . ..

in dobimo linearen sistem enacb

1: 0=A+B+C+D+EFE,
(x — x9) : 0= —2hA— hB+ hD + 2hE,
( — 29)*: 0=4h*A+h’B + h*D + 2h*E,
(x — 9)% 0=-8h*A—h*B+h*’D +8h’E,
(z — 29)* 4! =16h*A+ h*B + h*D + 16h*E.

Enacbe prepisemo v ekvivalentno obliko

A+B+C+D+E=0, (1.3)

—2A— B+ D+2E =0, (1.4)

AA+ B+ D+4E =0, (1.5)

—8A— B+ D+8E =0, (1.6)
24

16A+ B+ D +16E = 5. (1.7)

Najprej odstejemo (1.4) - (1.6) in dobimo
6A—-6F=0 — A-FE=0 — A=F.

Sedaj odstejemo (1.7) - (1.5), kar nam da

24 24 1
12A+12E:ﬁ - 24A:ﬁ - A:ﬁ:E.
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Sestejmo (1.4) + (1.5):

4
2A+2D+6F=0 =— D:_4A:_ﬁ'
Odstejmo (1.5) - (1.4):
6A+2B+2FE=0 — B:—4A:—%.
Izrac¢unati moramo Se C'. Dobimo ga iz enacbe (1.3):
1 4 4 1 6
O=-A=B-D-E=—pt it =

Sledi, da je

@,y J@o) —4f(@1) +6f(x0) —4f(x3) + f(24)
f (ZZ'Q) - h4

Dolociti moramo $e napako. Nastavimo Rf = Ff™(€), € € [z, 24, za neko e ne-

doloceno konstanto F'. Pogledamo, ali je izpeljana formula to¢na za polinome stopnje 5.

Vzamemo bazni polinom (z — x3)° in izra¢unamo

5 —32h° + 4h® 4+ 0 — 4h° + 32h°
(LU—SL’Q) : 0= h4 .

Opazimo, da sta leva in desna stran enaki, kar pomeni, da je aproksimacija toéna tudi
za polinome stopnje 5. Nadaljujemo z naslednjim baznim polinomom

_ GARS — 4RS — ARS + 64h°

+ RY.

(7 — 29)° : 0 i + Rf = 120h* + RYf.
Opazimo, da tokrat nimamo ujemanja, zato izberemo Rf = F f©)(¢) in izra¢unamo F:
2
0=120h + F(€ — 25)® = 120n* + F6! — F = —%.
Sledi, da je napaka enaka
h2
Rf = =208, &€ lwoml,
: Flan) = 4f(e2) + 6 (a2) — A aa) + far) 12
To) — r1) + Tg) — r3)+ f(@
f(4)($2) = - : h42 : 2 gf@(ﬁ)-

Naloga 1.3. Preko interpolacijskega polinoma na tockah (x;,y;),
,’,Ui:.flf(]—i—iéx, yjzy0+.]6y7 i7j2071727
1zpeljite simetricno diferenco za mesan odvod

d%u w(r, )
01’8@/ 1,Y1)-

Dolocite tudi lokalno napako pripadajoce diskretne aproksimacije Ls diferencialnega ope-
2

ratorja L =

0xdy
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Resitev:
Interpolacijski polinom p, ki zados¢a pogojem

p(xzay]) :u(xiayj)a Za] :0a1>2a

lahko zapisemo v Lagrangeevi obliki

pla,y) = > w@s, yi)lizw(x) Loy(y),

i=0 j=0
kjer so
(z —21)(x — x2) (y —y)(y — y2)
lop(T) = 5012 ) lo2y(y) = 20y )
(z — mo)(z — 22) (Y — y0)(y — y2)
61,2,:1} (,’L’) = —51'2 ’ 61,2,y(y> = _6y2 )
(z — xo)(x — 1) (y —vo)y — v1)
looz(T) = 2012 ) looy(y) = 2512

Lagrangeevi bazni polinomi stopnje 2. Tocke, ki jih interpoliramo, lahko predstavimo v
mrezi, kot je prikazano na sliki 1.1. Aproksimacijo mesanega odvoda dobimo tako, da

Uo,2 Ui,2 U2,2
oy
e
0y
Uo,0 oz Ui,0 oz U2,0

Slika 1.1: Vrednosti u; j = u(z;,y;) za ¢ =0,1,21in j = 0,1, 2.

izracunamo mesan odvod interpolacijskega polinoma p v tocki (x,y1):

0?u 0?u 2 , ,
8x8yu<xl’ yl) ~ —yp(%, yl) = Z Zu(ﬂfuyj)fi,g@(il) fj,gy(yl)-

1z
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dobimo

9? 1
aa?gyp(ivl,yl) = m (u(z0,Y0) — u(x2, yo) — ulwo, y2) + (w2, y2)) -

Dobljene utezi lahko predstavimo podobno kot vrednosti w(z;,y;) za i = 0,1,2in j =
0,1,2 (glej sliko 1.2).

(0

Slika 1.2: Utezi, ki jih imamo priu; ; za7 = 0,1,2in j = 0,1, 2. Posamezna utez pripada

vrednosti u; ;, ki je na “istem” mestu v sliki 1.1. Pri tem je a = 453@.

Definirajmo

1

—u(x — dz,y + 0y) — u(z + dx,y — 0y)).

Red lokalne napake
T(.ZL’, y) = LU(QE, y) - Léu(xu y)

dolo¢imo s pomocjo razvoja 7(z,y) v Taylorjevo vrsto okrog tocke (x,y). Poglejmo si
razvoj

1
u(x — dz,y — oy) = (u — dzuy — dyuy + 3 (5:52um + 2020y ty, + 5y2uyy) +

1
5 (5x3umx + 35x25yumy + 353:5y2u$yy + 5y3uyyy) +
1

Y

(62 gz + 402> 6Y Uy + 60270y Uy + 4020Y Uy + Oy ) + - ) (z,y).

DO

Za poenostavitev zapisa definirajmo operatorja

0 0
&= 5x%, = 5ya—y.
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Tedaj je

u(z — 0,y — y) = (1— (§+u)+%(€2+2€u+u ) — (§3+3§2u+3§u2+u3)+
+ i (&' + 48+ 687 0° + 480° + p*) + . )u(x, y) =
= (14 (=) g (=P g (=) (- ) Juley) =
_ ez, y).
Podobno je
w(z — 8,y + 6y) =

(€ +pf + 5 (6 +p) + 5

l\DI»—t

14+ (=&+p)+

= ez, y),
u(z + oz, y — 5y)

—§+u)4+...>u(aj,y):

( 3 (€= b GlE= '+ €= ) ulo) =
= e (e, y),
(+5:)3y+5y)
(1€ m St + e+ e+ ) utey) =

£+uu (z,y).

Od tod dobimo

Couten) = g (€07 = (€= 0+ 64" = €= )"+ ) ulow) =

_ 1 2.3 2.3 _
= 16255 <4£u+ &t géu +---)U(fv,y)—

= Uyy(T,y) + 5:6 Uy (T, Y) + 5y Ugyyy (T, y) + O ((53: + 5y)4) )

6 6

Lokalna napaka je tako enaka

1 1
T(ZL’, y) = __5$2uxxxy(x> y) - _5y2uxyyy(za y) + @ ((&E + 5'3/)4) .
6 6

Naloga 1.4. Kako bi aproksimirali

*u

Lu(z;,y;) = Wu(xi,yj)

z vrednostmi w(Zi—14a,Yj-1+5), @, B € {0,1,2}.
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Aproksimacijo dobimo tako, da namesto parcialnega odvoda funkcije u izra¢unamo par-
cialni odvod interpolacijskega polinoma p, za katerega velja

P(!L"z'—1+a, yj—1+6) = u(ﬂ?i—1+a, yj—l-i—ﬁ)a

a,f=0,1,2.

Interpolacijski polinom p zapisemo v Lagrangeevi obliki

2 2
P y) =D > ul@i14a Yj148)la22(t) Lo2y(),
a=0 =0
kjer so
loaale) = BN ) ) = B ),
boq(2) = (v = :Ci—_lzsfz_ $i+1)’ loy(y) = = yj__lzs(?jé_ yj+1)>
(y2a(t) = (z — xQ_(;;(zx — ) Uy (y) = (v — ng_(;;(zy — yj)
Lagrangeevi bazni polinomi stopnje 2. Iz
baal) = 53 loaa0) = 55
Gonle) = 520 Uayv) = 55
Boal) = gz Chaaln) = 515

dobimo aproksimacijsko formulo

M*p 1
Wu(iﬂu Y;) = W(U(xi—layj—l) —2u(x;, yj—1) + w(Tip1, Yj—1)+
- 2U(,’L’i_1, y]) + 4“(:1:17 yj) - 2’111({1}'@'4_1, yj>+

i, i) = 2u(i, gi) + (@i, ve) )

katere utezi so predstavljene na sliki 1.3.

Naloga 1.5. Izracunajte lokalno napako diskretnega operatorja Ls izpeljanega v na-
logi 1.4.

Resitev:
Lokalna napaka je enaka

T(z,y) = Lu(z,y) — Lsu(x,y).
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1 -2 1
0
1 —2 1

Slika 1.3: Utezi, ki jih dobimo pri aproksimaciji parcialnega odvoda g4y,

Vodilni ¢len lokalne napake dobimo tako, da razvijemo vse izraze, ki nastopajo v 7 v
Taylorjevo vrsto okrog tocke (z,y). Ce definiramo

0 0

potem je

1
Lsu(z,y) = 5220 (78 —2e# et H =207 44— 26t + e T — 26t + 8T u(z,y) =

1 (€2M2 g et

= Sa%y? +T+T+“‘)“(“T’y):

1 1
= umyy(za y) + E5$2ux:c:c:cyy($> y) + E‘Sy%myyyy(za y) +0 ((5a7 + 59)4) .

Lokalna napaka je tako enaka

1

1
T(x,y) = —Eéxzummyy(:c, y) — Eéy%myyyy(x, y)+ O ((53: + 5y)4) )

Naloga 1.6. Kako bi aproksimirali biharmonicéni operator /\??

Resitev:
Spomnimo se, da je biharmoni¢ni operator enak

Nu=NNAu=N(ugy + Uyy) = Uggzz + 2Uszzyy + Uyyyy-
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Aproksimacijo dobimo z uporabo formul izpeljanih v nalogah 1.2 in 1.4:

o
@U(fiayj) =

U(Ii—m yj) - 4“(%’—1, yj) + 6“(%’, yj) — 4U($i+1> yj) + U(Ii+2, yj)

2
7 + O (5x ) ,
64
w(xi, yj—o) — du(zy, yi—1) + 6u(w;, y;) — du(xi, yj1) + w(zs, yjr2) o) (5y2) ’

oyt
Mp 1
WU(L’, yj) = W (U(l’z’—b ?/j—l) - 2“(1}', yj—l) + u($i+1a yj—l)jL
- 2”(:1:1'—17 yj) + 4“(:1:17 yj) - 2’111({1}'@'4_1, yj)_'_
+u(wi1, Yjs1) — 2u(xi, yj11) + u(zis, yj+1)> + O ((5$ + 59)2) ;
pri cemer so
Tixe = 1y £ LT,  Yjug = y; T LOY

ekvidistantne tocke. Poenostavimo zapis v primeru, da velja dx = dy = h. Tedaj je

1
Nu(zy,y;) = x (U(!Ez’—z, Y;) — 8u(wi—1,y;) + 20u(x, y;) — Su(Tigpr, y;) + w(Tiye, y;)+

+ U($i> ?/j—2) - 8U($i> ?/j—l) - 8“(931', yj+1) + U(!L"z', yj+2)+
+ 2u(x;_q, yj—l) + 2u(w;_q, yj+1) + 2u(wiy1, yj—l) + 2u(iy1, yj+1))+
+ O ((0z + 6y)?) .

Izpeljane aproksimacije lahko predstavimo s tabelo oziroma masko

1
1 2 -8 2
—- |1 =8 20 =8 1
hA
2 =8 2
1

Naloga 1.7. Dan je operator

0 ou 0 ou

pri cemer velja
a(z,y) > konst >0, ¢(x,y) >0

za vse (x,y) € D. Izpeljite pettockovno simetriéno aproksimacijo.
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Resitev:
Spomnimo se enostranskih diferenc za funkcije ene spremenljivke:

f($i+1) - f(xz) 2
N + O(h?),
f(xz) - f(SL’i—l) 2
3 + O(h )

prema diferenca :  f'(z;) =

obratna diferenca :  f'(z;) =

Z uporabo preme diference aproksimiramo

8U u(xi-i-hy') - U(.Z’Z,y)
a@ ) @ ))| g * 0wy = 2,

Y=Y

kjer oznacimo a(zx,, 1 Yj) = Q;y 1 Sedaj uporabimo Se obratne diference in dobimo

0 Ju
Y=Y
1 ou ou
|G @), —ae g ey, | =
Yy=1Y; Y=Y
1 ‘ w(wi1,y5) — u(wi, y;) _ ' u(@i, y;) —u(@i-1,95)\
(SLU (a(xi-}-%ay]) (SLU a(xi—%vyj) (SLU -

1
= (ai_%du(:):i_l,yj) — (ai_%,j + ai+%7j) u(zs, y;) + ai+%7ju(xi+1, yj)> .
Podobno naredimo za spremenljivko y in dobimo pravilo

,C(;U(«Tz;yj) =
1
— (a,._%vju(xi_l,yj) - (ai-%,j iy

1
0y?
+ q(@i, y;)u(zi, y;).-

N—
£
—~

8
&

~—
_|_
£
+
N
<.
£
—~
i
+
—_
&
~—
N———
_|_

(ai,j—%u(xivyj—l) - (ai,j—l + ai,j+%> u(wi, y;) + ai,j—l—%u(xi-l-lvyj)) +

Naloga 1.8. Aproksimirajte

Au—@+@+ _‘_@
C 022 Oxd T 0¥

za poljuben d > 2.

Resitev:
Aproksimacije za primer d = 2 smo izpeljali v nalogi 1.1. Poglejmo si sedaj primer d = 3.
Spremenljivke oznac¢imo z z,y in z, operator pa se poenostavi v
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Mreza tock je v treh dimenzijah. Korak v z-smeri bomo oznacili z dx, podobno bosta dy
in 0z oznacevala koraka v smeri ¢ in v smeri z. Aproksimacija Laplaceovega operatorja
je enaka

Ns (s, v, 26) =

1

=53 (u(xiz1, Y5, 26) +u (Tig1, Y5, 21)) + 5 5 (w (@i, yj—1, 2) +u (T, Yjp1, 26)) +
1 1 1 1

+@( (xivyJ'?Zk—l)+u(xi7yj7zk+1>) 2 g+5—y2+@ U(Ii,yj,zk),

lokalna napaka pa

1
12 (51’ Ugzzsr + 5y Uyyyy T 0z uzzzz) (xia Yj, Zk)

Opazimo, da sama posplositev iz d = 2 na d = 3 ni tezka. Vidimo tudi, kako naredimo
posplositev na splosen d. Tezava je v zapisu, zato se posluzimo se naslednje multiindeksne
notacije. Spremenljivke zlozimo v vektor

r = (l’l,Ig,...,Id),

velikost koraka mreze v R? v smeri i-te spremenljivke oznacimo z dz;, indeks tocke v
mrezi oznacimo z ¢ = (i1, ia, . . ., iq), tocko mreze pa z

T, = ((Il)i1> (xQ)iza SRR (IN)M) .

Dalje naj bo e; enotski vektor z enico na j-tem mestu. Tedaj je

d d
1 1 o
D (@) = D (0 (@) = 20 (3) + 0 (Bi1e,) — 75 D 6E (€
k k=1 k






Poglavje 2

Diferencna metoda za robne
probleme

Naloga 2.1. Robni problem

y'+ 4y —y =z,
3y(0)—¢'(0)=1, %'(3)=1,

resujemo z diferencno metodo. Zapisite splosni linearni sistem enach, ki doloca resitev,
i ga resite v primeru, ko je h = 1.

Resitev:
Problem resujemo na intervalu [a,b] = [0,3]. Interval razdelimo na n delov in dobimo
tocke

3
zi=1x0+ih=0+i>, i=0,1,2,....n,
n

kjer je korak h = I’_Ta = % 7 diferen¢no metodo iscemo priblizke y; za to¢ne vrednosti
y(z;) v delilnih tockah intervala,

yi = y(z;), 1=0,1,...,n.

Le te doloc¢imo tako, da odvode v diferencialni ena¢bi nadomestiomo s simeticnimi dife-
rencami drugega reda,

//( ) ~ Yit1 — 2yz + Yi—1
Yy \r;) =~ h2

) o Vil Y1

To vodi do sledecega linearnega sistema (n + 1) enacb

Yiel — 2Yi + Vi1 Yit1 — Yi—1
4
2 LT

za neznane vrednosti (y;)?_,. Poenostavimo in dobimo

—Yi = Iy, Z:0717"'7n7

21
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V enachi pri ¢ = 0 in ¢+ = n nastopata vrednosti y_; in y,.1, ki ju dolo¢imo iz robnih
pogojev, pri katerih spet uporabimo diferencne aproksimacije za odvode. Iz prvega
robnega pogoja sledi

oYY

3yo oh

=1 = y.1=1uy —6hyo+ 2h,
iz drugega pa
Yn+1 — Yn—1 -1
2h
Vstavimo ti dve koli¢ini v (2.1) in dobimo

= Yn+l1 =Yn—1+ 2h.

Yo(—2 — 6h 4 11h?) + 2y, = hPzy — 2h + 4R%,
(1 - 2h>yl_1 - (2 + h2>yz + (1 + Qh)yH_l = hzl'i, 1= 1, 2, NN 1,
2n_1 — (2 + h?)y, = h*x, — 2h — 4h2.

Enacbe zapiSsemo v matriéni obliki Ay = d, kjer so

—2 — 6h + 11A% 2
1—2h —(2+n*  1+42h
1—2h  —(2+h% 1+2h
A=
1—2h —(2+h% 1+2h
2 —(2+4 h?)
Yo h2ZL'0 —2h + 4h2
hn h*x
y _ y‘z ’ d _ h2‘x2
Yn—1 hf2$n—1
Un h?x, — 2h — 4h?

Za h =1 dobimo

3 2 0 0\ /(v p
1 =3 3 0 |[wn]| |1
0 -1 =3 3 ||w] |2
0 0 2 -3/ \y -3

in resitev se glasi
1 1 3
= - & 0 = - & 1 = - = 2 =
Yo 5 y(0), 1 y(1), we 1 y(2), s

Resitev za h = ﬁ je prikazana na sliki 2.1.
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Slika 2.1: Resitev robnega problema iz naloge 2.1.

Naloga 2.2. Robni problem
(14 23)y" + 2zy — 2%y =1,
y(0) = y(1) =0,

resujemo z diferencno metodo. Zapisite splosni linearni sistem enacb, ki doloca resitev
in dokazite, da ima vedno enolicno resitev.

Resitev:
Interval [0, 1] razdelimo na n delov s tockami

r; = xo +1h = —, 1=0,1,2,...,n,
n

kjer je korak h = % Iscemo priblizke y; =~ y(x;). Vrednosti yo in y, dolo¢imo iz robnih
pogojev:

Yo = 07 Yn = 0.
Ostale neznane vrednosti (;)?—]' dolo¢imo tako, da odvode v diferencialni enacbi nado-
mestimo s simetricnimi diferencami, kar nam da linearen sistem enacb

Yi+1 — Yi—1
20—
+ 2z o

i _27, i—
(1+I22)y+1 y+y 1

3 — k=1, i=1,...,n—1,

ki se poenostavi v

yior (1427 — ah) — i (2+ 227 + 270°) + gy (1 + 27 +ah) = 0%, i=1,...,n—1.
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V matricni obliki ga zapisemo kot Ay = d, kjer so

72721%71%h2 1+z%+zlh
1+z§712h 72721§7m‘§h2 1+z§+z2h
1+z§713h 72721§7z§h2 1+z§+z3h
A=
1+xi727mn,2h 7272xi727mi72h2 1+xi72+zn,2h
Ltal_y —on_sh —2—2z) _y —al_h?
Y1 h?
Y2 h?
Y3 d h?
Y= . ) =1 .
Yn—2 h2
Yn—1 h,2

Matrika A je simetri¢na, saj velja
L+ a2, —ziph =1+ 2?2 + 2z;h + b2 — v;h — h* = 1 + 27 + 3;h.
Je pa tudi diagonalno dominantna, saj je
L+2? +ah+ 1427 —oh =2+ 227 < | —2— 227 — hPz?].

Simetricen diagonalno dominanten sistem enacb zagotavlja obstoj enoli¢ne resitve. Resitev
za h = Wlo je prikazana na sliki 2.2.

Naloga 2.3. Resite robni problem iz naloge 2.2 z upostevanjem simetricnosti diferenci-
alnega operatorja.

Resitev:
Opazimo, da lahko diferencialno enacbo zapisemo v obliki

— (1 + %)) +ay = -1,
Diferencialen operator

— (p(2)y) + q(x)y = r(2),
pri katerem na obmocju, kjer robni problem resujemo, velja
p > konst >0, ¢q >0,
imenujemo simetricen pozitivno definiten operator. Pri takih robnih problemih upora-
bimo aproksimacije

1

2 (pi_%yi_1 - (pH% +pi_%)yi_1 +pi+%yi+1) + qiYi = T4,
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-0.01 b

-0.02 i

-0.031 b

-0.04f -

-0.05 b

-0.06 b

-0.07 i

-0.08 b

-0.09 i

Slika 2.2: Resitev robnega problema iz naloge 2.2.

kjer so
DPixl = p(xi:l:%)u @ = q(z:), ri=r(z),

in so tocke z; ekvidistantne.
V nasem primeru je
p(x) =1+2>>0, g(x)=2>>0, r(z)=-1.

Resitev izrac¢unamo tako, da interval [0, 1] razdelimo na n delov s tockami

oy =ih =", i=0,1,2,....n,
n
[s¢emo priblizke y; ~ y(x;),7i =0, ,...,n. Vrednosti y in y,, dolo¢imo iz robnih pogojev:
Yo=0, y,=0.

Ostale neznane vrednosti (y;)7—;' pa so dolocene z resitvijo linearnega sistema enach

1 1 1
2 2 2

1
—13 ((1 + 27 )y — <2+xf_% +x§+1> yi+ (1+ a7, )yi+1) +aty; = —1,
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zai=1,2,...,n— 1, ki se v matri¢ni obliki glasi
ay bl
by az by Y1 h?
by a3 b3 Y2 h?
Ys h?
Yn—2 h2
bn—3 Ap—2 bn—2 Yn—1 h2
bn—2 (p—1
kjer so
a; ;= — <2—|—x2_l +2% —|—h2$2> . o bi=142% .
=3 Z+2 ) Z+2
V primeru, ko je h = 1, dobimo linearen sistem
43 17
—T g\ [y, 1
4 4
17 4 17 _
oo )\ )
0 5 —%/ \¥s 1

katerega resitev nam da

_ 3 (1 _ 7 (L _ 3 (3
Y1 = 13~y 1) Yo = 221~?/ 5 ) Ys = 13~y 1)



Poglavje 3

Resevanje elipticnih PDE

Naloga 3.1. Na obmodcju D = [—1,1] x [—1, 1] resujemo parcialno diferencialno enacbo
Ugg + Uyy +2 =10

za robnimi pogoji ulgp = 0. Aproksimirajte Laplaceov operator s simetricnimi diferen-
cami drugega reda in izracunagte priblizke u; ; =~ u(x;,y;) za toéno resitev v tockah mreZe,
ki jo dobite z delitvijo s koraksi

1. dox=0y=h=1
2. 5:17:5y:h:%.

V obeh primerih zapisite matricni sistem enach, ki doloca neznane vrednosti, ter ga resite
z upostevanjem simetrije problema. Upostevajte Se, da se napaka izraza kot

(g, y5) = Ui + Ch*+0 (h4) ,  C = konst,
ter iz izracunanih priblizkov za vrednost u(0,0) ekstrapoliragte boljsi priblizek.

Resitev:
Pravokotnik [—1,1] x [—1, 1] razdelimo na manjse pravokotnicke z delitvijo

,Iz:_l_'_Zhv y]:_l_'_jh? 7’7.7207177”7

in iS¢emo priblizke u; ; za tocne vrednosti u(x;,y;) v tockah dobljene mreze. Priblizki v
robnih tockah mreze so doloc¢eni z robnimi pogoji. In sicer

u-y=u(l,j)=0, j=01...,n, w-1=u(1)=0, i=01,...,n,

ostale vrednosti pa dolocimo tako, da dan operator aproksimiramo (glej nalogo 1.1) in
namesto toc¢nih vrednosti uporabimo priblizke w; ;. Sistem enacb je za dan problem
oblike

Uio1j — 2Wig + Wig1j | Wij—1 — 2Uij+ Ui
h? h?

+2=0,
zat,j=1,2,....,n—1.
V primeru, ko je h = 1 oziroma n = 2, izgleda mreza takole:

27



28 POGLAVJE 3. RESEVANJE ELIPTICNIH PDE

. .l .

U1

)

AEEECIE
Edina neznanka je uy ; ~ u(0,0), ki jo izra¢unamo iz enacbe

—4ui 1 +2=0 = u,= %,
pri ¢emer smo upostevali robne vrednosti resitve.

V primeru, ko je h = § (n = 4), je mreza oblike

. . .

U1,3 U3 Uus,3

—u ° ° | B
U1,2 U292 Uus,2

H F
U1 U2,1 Us,1

—m ? | B

! ! I

neznanke (u; ;)3 ._, pa so dolocene 7z enacbami

i,5=1
1 .
Ui—1,j + Wig1j + Wij—1 + Uije1 — 4y = Ty LI 1,2,3.

Neznanke zlozimo v vektor u z izbiro leksikografskega vrstnega reda po vrsticah, v nasem
primeru

Uij = UB(j—1)+i-
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Sistem enacb v matri¢ni obliki se tako glasi

—4 1 1 Uy
1 -4 1 1 Ug
1 —4 1 us

1 —4 1 1 Uy
1 —4 1 1 us | = —1/2

1 1 —4 1 Ug

1 -4 1 Uy

1 1 -4 1 ug

1 1 —4 Ug

— = = = R R e e

Upostevamo 8e simetrijo problema. Robni pogoji so simetriéni glede na « in y os. Ce je
u(z,y) resitev problema, potem je tudi u(—z,y) resitev, saj velja

Au(—z,y)+2 = (_1)2um(_1’>y)+(_1)2uyy(_x>y)+2 = Uga(—7, y)‘l'uyy(_za y)+2=0

za vse (z,y) € [—1,1] x [-1,1]. Enacba je torej izpolnjena, zadoséeno pa je tudi robnim
pogojem. S podobnim razmislekom dobimo, da velja

w(@,y) = u(—z,y) = u(z, —y) = u(-z, —y).
Velja pa tudi simetrija glede na premico y = z, to je u(x,y) = u(y, x), saj je
uyy(ya ZE') + uxx(y> [L’) + 2 = 0

za vse (z,y) € [—1,1] x [—1, 1], robni pogoji pa so tudi simetricni glede na y = z. Z
upostevanjem simetrije dobimo, da velja

U1 = Uz = U7 = Uy, U9 = Uy = Ug = US§.

Ostanejo le tri neznanke wuq, us ter us, ki so dolocene z ena¢bami

-4 2 0 Uy 1 1
2 -4 1 u|l=—11]1,
0 4 —4) \us 2\
katerih resitev je enaka
11 7 9
Uy 39 U2 16’ Us = 16

Dobili smo torej
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e -1

Slika 3.1: Resitev problema pri izbiri h = 1 (levo) in h = 5 (desno).

1
2
Resitev pri izbiri h = % je prikazana na sliki 3.1 (levo), resitev pri h = % pa je prikazana
desno.

Vidimo, da smo za vrednost u(0,0) izracunali dva priblizka. S korakom h = 1 smo
dobili u(0,0) &~ 3, s korakom h = % pa u(0,0) ~ = = 0.5625. Poglejmo, kako lahko

2 6
ekstrapoliramo boljsi priblizek. V splosnem bi dobili

he u(xi,y;) =u; + Ch* + O (h'), (3.1)
h h\? .
5 . u(xi,yj) = U24,2j5 + C 5 + @ (h ) . (32)

Ce drugo enac¢bo pomnozimo s 4 in od nje odstejemo prvo enacbo dobimo

Bu(x;, y;) = 3ugie; — i+ O (h4> )

oziroma 5
u(zi, yj) = w +0 (h4) :
Napaka dobljenega priblizka 31‘2“3% je torej reda h*. V nasem primeru dobimo
3.9 _1 7 _
0,0)~ —16 2 — _ —(.583.
u(0,0) 3 12

Ce primerjamo s toéno vrednostjo resitve, ki je enaka u(0,0) = 0.589..., vidimo, da smo
res dobili to¢nejsi priblizek.

Naloga 3.2. Na obmocju [0, 1] x [0,2] resujemo parcialno diferencialno enacbo Au = 4
z robnimi pogoji

u(z,0) = 22, 0< 1,
u(z,2) = (v — 2)%, 0<z<1,
u(0,y) = y*, 0<y<2,
u(l,y) = (y — 1% 0<y<2
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Za resevanje uporabimo diferencno metodo. Zapisite sistem linearnih enach, ki doloca
resitev, ce izberemo

1. 5:17:5y:h:%
2. 5x:5y:h:i.
Resitev:

Z delitvijo

1
r;=1ibxr, 1=0,1,....,n=—,
ox
. ‘ 2
Yj = Joy, J=0,1,...,m=@

dobimo mrezo tock (z;,y;), v katerih is¢emo priblizke u; ; ~ u(z;,y;). Sistem enach, ki
le te dolo¢a, dobimo z diferen¢no aproksimacijo Laplaceovega operatorja:

Uim1g = 2y F Uity | i1 = 2Wij + Uige
dx? dy? ’

zat=1,2,....n—1,5=1,2,...,m — 1. Robne vrednosti so enake

uo,j:yjz», u(l,y):(yj—1)2, j=12,....m—1,
o= a7, u(i,2)=(x;—2)%* i=12...,n—1

) 29

V primeru, ko izberemo dx = dy = h = %, je mreza enaka

neznanke pa smo ostevilcili z u; = uy;, j = 1,2,3. 7Z upostevanjem robnih pogojev
dobimo

-4 1 0\ [w i
1 —4 1 U9 = 0
15
0 1 —4 Uus -1

in resitev se glasi

11 1 1 13
ule%u<§,§), quimu<§,1), u;),:l%u(i,i).

V primeru h = % dobimo mezo
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kjer smo oznacili u; ; = ug(j—1)+;. Neznank je torej 21 in so dolocene z enachami Au = d,
kjer je u = (u;)?, vektor neznank, matriko A pa zapisemo blo¢no

QW
QWA
QWA
QWA
QWA
QWA
W Q

kjer sta bloka oblike
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Desna stran sistema enacb pa je enaka

1 — 3 —yi

4

1 —x 0

4

1 —3 —(y1 — 1)
T 0 — Y5

4

1 0 0

4

1 0 —(yo — 1)?

4 —_—

4

1 0 —(ye — 1)?

4 —_—
1

4 (z1 —2)? — 3

1

P ({L’Q - 2)2 0

1

4 (23 —2)? (yr — 1)

(. / (. /

Vv Vv
robni pogoji priy =0iny =2  robni pogojipriz =0iny=1

Resitev je prikazana na sliki 3.2.

Slika 3.2: Resitev problema v primeru h = i.

Hitro lahko uganemo, da je totna resitev enaka u(z,y) = (r — y)% Na sliki 3.3 je
prikazana napaka dobljenih aproksimacij za primer h = i. Resitev izracunana na bolj
fini mrezi je prikazana na sliki 3.4 (levo) skupaj z napako (desno).
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x107*°

Slika 3.3: Napaka aproksimacij za primer h = i.

NO B N W A A O

Slika 3.4: Resitev problema pri izbiri n = 20 in m = 40 (levo) skupaj z napako (desno).
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Naloga 3.3. Na obmocju [—1,1] x [—1,1] resujemo parcialno diferencialno enacbo

Au—32u =0
z robnimi pogoji
w(z,—1)=1, wu(x,1)=0, —1<z<1,
uelly) = —5u(ly), wa(-Ly) = Ju(ly), SEPES

Za reSevangje uporabimo diferencno metodo. Preverite, da je resitev simetricna glede na
y—o0s. Zapisite sistem linearnih enach, ki doloca resitev, ¢e izberemo dx = dy = h = i.

Resitev:
Pri dani izbiri koraka dobimo tocke

1
m=-1+i i=01..8

1
yj:_l“‘ij, 1=20,1,...,8,
ki sestavljajo mrezo tock ((zi,y;)), ;, v katerih iScemo priblizke u; ; ~ u(x;, y;). 1z robnih
pogojev dobimo
ui70:17 ui,8:O7 7;:0,1,...,87

ostane pa 63 neznank w; ;, ¢ = 0,1,...,8, 7 =1,2,...,7. Preverimo najprej, da je resitev
simetri¢na glede na os ¥, to je u(z,y) = u(—=,y). Enacba temu ustreza, prav tako pogoji
na spodnjem in zgornjem robu. Preveriti moramo Se, da so simetri¢ni tudi pogoji na
levem in desnem robu, kjer je = £1. Ce enakost u(x,y) = u(—x,y) odvajamo po z,
dobimo

U(l’,y) = U(—l',y)
Uy (2,y) = —ug(—x,y).

Vstavimo x = 1 in dobimo
1 1

Resitev je torej res simetricna na y-os. Preostane nam torej 5 -7 = 35 neznank u; j,
1=4,5,...,8, 7=1,2,...,7. Enacbe, ki jih dolocajo, se glasijo

Uizt = 2Wig F Uity | Uit = 2+ Ui

502 5y — 92 =0

oziroma

Ui—1,5 + Ui41,5 + U 5—1 —+ Uj 541 — 6ui7 = 0.
J J J J J
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Pri enacbah za i = 8 se pojavijo mavidezne tocke” ug ;, katere vrednosti dolo¢imo iz
robnih pogojev, ki jih aproksimiramo s simetricnimi diferencami drugega reda:

ux(lv y) = _lu(lv y)

2
UQJ' — U7’j 1
_— = ——u .’
2h 9 o
Ug,j = Urj = U8 j=1,2...,7.

Vstavimo dobljene vrednosti in dobimo enacbe

25 ]
2ur; +usgj1 + Us 1 — Tl = 0, j7=12,...,7.

Pri enacbah za ¢ = 4 moramo upostevati, da je uz; = us; in dobimo
2usj + tusj 1+t usj —6us; =0, 7=1,2,...,7.
Neznanke zlozimo v vektor u z izbiro leksikografskega vrstnega reda po vrsticah:
Wi 5 —> Us(j—1)4i—3-

Matri¢ni sistem, ki doloca resitev zapiSemo blo¢no

C I5 —e
I; C I 0
Is C Is 0
[5 C I5 u = 0 s
Is C Iy 0
I; C I 0
I; C 0
kjer je C € RS,
-6 2
1 -6 1
C = 1 -6 1
1 -6 1
9 _25

1
ine=(1,1,1,1,1)T. Dobljena resitev je prikazana na sliki 3.5.



Slika 3.5: Resitev v primeru h =

1
i

37
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Naloga 3.4. Na obmocju D

al
NPy

ki ga oklepata osemkotnika, resujemo parcialno diferencialno enacbo
Au =2
z robnimi pogoji
ulop, =0,  ulap, =0,

kjer je OD;1 zunanji rob in 0Dy notrangi rob obmocja. Zapisite sistem enacbh, ki doloca
resitev pri izbiri dxr = 0y = h = i. Upostevajte simetrijo.

Resitev:

Opazimo, da je reSitev simetricna glede na z in y os ter na premico y = x. Dovolj
je torej izracunati vrednosti u; ; ~ u(x;,y;) v mreznih tockah (x;,y;), ki jih prikazuje
sledeca slika:

u=>0

— ®

Uio 9 Upp Up1r Up2 U3  Up4
—l ]
Uy us 4 Us 6 7 8  Uj4

L]

u=1 Uy 2 7
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Vidimo, da imamo 19 neznanih vrednosti, ki jih po vrsticah zlozimo v vektor u = (u;)12,

kot prikazuje slika. Enacba, ki povezuje neznanke u; ;, se za h = i glasi

Uim1,j + W15 + Wij—1 + Ui — du, 5 = —%-

To nam da matri¢ni sistem enach Au = b, kjer je matrika A enaka

A=
-4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -4,0 OO0 O O 2 0,0 O O O o o0 0o o0 o0 o0
o o0|-4 2 0 0 0 O 1 o o o O OojO0O O 0o 0 o0
0 0 1 -4 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 010 1 -4 1 0O 0|0 O 1 o o o0 O O 0 O
1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0O 0 0 1 -4 1 0O o0 0 o0 1 o;]o0 O 0 0 O
0 0 0 0 0 0 2 —410 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0|—4 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 010 1 0O 0 0 O 1 -4 1 0O 0 01O 1 0 0 O ,
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 1 0 0
0O 0|0 0 O 1 0O 0|0 O 1 -4 1 0} 0 0 O 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 —41 0 0 0 0 0
o o]0 0 0o 0 0 O 1 o o o O Oo0O|-4 2 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -4 1 0 0
o o0 o o o0 o Oo0}]0 O 1 0O 0 01O 1 -4 1 0
o ojJo0 o o o0 o o0j0 0 O 1 0O 0|0 O 1 -4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4

vektor na desni strani enach, pa se glasi

b= —% (1,1,...,1)" +(=2,0,-1,-1,-1,0,0,...,0)".

Naloga 3.5. Izpeljite formule za diskretizacijo Laplaceovega operatorja v tocki (x;,y;),
ki se nahaja v blizini krivuljnega robu, z vrednostmi, ki so prikazane na sledeci sliki:

Ui—1,5

Uj 5—1 \
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Pri tem sta 1,72 € (0,1] in iy, j = (@ +7102,Y;), Wi jiqy = u(2s,y; +720Yy). Izpeljite
tudi aproksimacijske formule za uy(x;,y;) ter w,(z;, y;).

Resitev:
Poglejmo si najprej, kako bi aproksimirali wu,,(x;,y;) z vrednostima w;_1; ter u; ., ;.
Razvijmo w(z;_1,y;) in u(z; + y10x,y;) v Taylorjevo vrsto okrog tocke (x;,y;):

1
w(wioy,y;) = u(zs, yj) — 0xug (x4, y5) + §5x2um(x,~, y;) +O (5:173) ,

1
U(SL’Z + ’)/1(51’, yj) = u(l’i, yj) —+ (51”)/11190(5(7@', yj) -+ §5x2yfum(:cl, yj) -+ O ((51’3) .
Pomnozimo prvo enacbo z 71, jo pristejemo k drugi enachi, poenostavimo ter dobimo

uxw(xiv yj) =

2

() (mu(wi—1, y;) +ulz; + 70w, y;) — (14 y)ulzs, y;)) + O(dz).

Podobno za w,,(z;,y;). Sledi

A u(x;, y;) ~

2
S ) (yu(zi—1,y;) + w(@; + v16x,y;) — (1 + y)ulzs, ;) +

2
5P+ ) (vou(ws, yj—1) + ulws, y; + 720y) — (1 + v2)u(xi, y;)) -

Aproksimacijo za u, dobimo tako, da prvo enacho pomnozimo z 73 ter jo odstejemo od
druge enacbe. Dobimo

Uy (i, ;) =
1 2 2 2
o (—fu(zi, ) + ula bz ) — (-l y) + O (6
Sy (e ) et e ) — (0= (e ) + O (007)
in podobno
uy(Ii,yj):

1 2 2 2
—— (—sul(ws, yi—1) + ul@i, yi +v20y) — (1 — ) ul(z;, y;)) + O (dy?) .
5y”)/2(1 2) ( Y2 ( Yj 1) ( Yj Y2 y) ( 72) ( y])) ( Yy )

Naloga 3.6. Na obmocju D
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resujemo problem Au =0 z robnimi pogoji

0, 1.

“!apn{yzo} - u |8Dﬂ{y>0} -

Za reSevanje uporabimo diferencno metodo s korakoma dx = 0y = % Zapisite sistem
enach, ki doloca resitev.

Resitev:
Mreza tock skupaj z oznakami neznank pri dani delitvi je prikazana na sledeci sliki:

3

2

1
Ug
Uy

Vidimo, da moramo v tockah (%, 1) ter (g, 2) uporabiti drugacne vrste diferen¢nih apro-

ksimacij za w,,, saj razdalji do sosednjih tock nista enaki. Uporabimo izpeljane formule

iz prejsnje naloge. Enacba pri ug ~ u (%, 1) se glasi

6ug + 1
—uy — bug + uy = ——
31 6 7 37
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pri uis = u (g, 2) pa
11
—U13 —+ U4 — 6U15 = ——.

3 3

Enacbe, ki jih pripiSemo ostalim neznankam, so oblike
up, +up +uy +usg —4u =0,

kjer uy,up,uz,us oznacujejo neznanke levo, desno, zgoraj in spodaj od opazovane ne-
znanke u. Matri¢éni sistem, ki doloca resitev w = (u;)12, je enak

—4
1

1
—4
1

1
—4

1

=6 1 —I

Qo

1 1 -4 1 1

Naloga 3.7. Na obmocju D = [—1,1] x [—1, 1] resujemo problem

AU:O, u|3fD: 1.

Uporabimo diferencno metodo s korakoma dx = dy = h = % Zapidite sistem enach, ki
doloca reditev, pri cemer upostevajte simetrijo problema. Z zacetnim priblizkom uw(® = 0
dolocite dva nova priblizka k resitvi sistema z uporabo Jacobijeve in Gauss—Seidelove
iteracije. Dokazite, da obe metodi konvergirata in da Gauss-Seidelova konvergira dvakrat
hitreje kot Jacobijeva.

Resitev:

Z danim korakom dobimo 9 neznanih vrednosti u; ; ~ u(z;,y;) v tockah (x;,y;),
[L’Z:—].“—Zh, yj:_1+]ha i,)=1,2,3.

Opazimo, da za resitev u velja simetrija glede na z in y os ter na premico y = x. S tem

Stevilo neznanih vrednosti zmanjsamo na 3, kot je prikazano na sledeci sliki.
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? 3
Uus Ug Uus
U U U2

?
us Uz us

Z aproksimacijo Laplaceovega operatorja dobimo 3 enacbe, ki dolo¢ajo neznanke

Uy ~ U(O, O),

V matri¢ni obliki se glase

4
—1
0

Ug%U(

1
27

0), Ug%’l,b(

—4 0 (A1 0
4 =2 us | = | 1
-2 4 U3 2

Poglejmo si najprej Jacobijevo iterativho metodo za reSevanje dobljenega linearnega

sistema. Iz priblizka <u§k),u§k),u§k)

u§k+1)
ugk—i-l)

uék—l—l)

V primeru <u§0), ugo), uéo)

T
) na k-tem koraku dobimo nov priblizek kot

1 k

o <0+4u§ ’)
1

L )
1 k

T T
) — (0,0,0)" dobimo

1 1 1 1 1
Wm0 =l ol
9 1 9 1 9 5)



44 POGLAVJE 3. RESEVANJE ELIPTICNIH PDE

Nadaljujemo dokler ni izpolnjen pogoj
) ()

|(s0242)

za izbrano toleranco 'tol’. Za 'tol’ = 10~® dobimo po k = 52 korakih priblizek

< tol

u'™ =0.999999977648258, ul” = 0.999999985098839, (" = 0.999999988824129.

Od toc¢ne resitve
(ula U2, u3)T = (1a ]-> 1)T
se razlikuje za

H(ulau2>u3) - (ugk)aug , U )H
=1.68-1075.

H (Ula Uz, U3) H

Z Gauss—Seidelovo metodo racunamo priblizke

a0 1 (0 4 du (k))

4

1
uékﬂ) =1 <1+u§k+1) +2u§k)>
k1) L ket
0 =1 (o g,

T
Za (ugo),ugo), ué )> = (0,0,0)" dobimo

1 1 1 1 )
u§>:0, ug):Z, ué):§,
@_1 o_5 o_13
ul - 47 u2 87 3 16'
Za izbrano toleranco 'tol’ = 10~® potrebuje Gauss—Seidelova metoda glede na zgornji

zaustavitveni pogoj k = 28 korakov. Dobimo

") = 0.999999988824129, ul) = 0.999999994412065, (" = 0.999999997206032

in velja
Jan ) = (uf, ol

1(1,1, 1)
Vidimo, da potrebuje Gauss—Seidelova metoda priblizno pol manj korakov. Potrdimo to
teoreticno. Iteracijska matrika R; za Jacobijevo metodo je enaka

>H =7.39-1077.

00\ /0 —4 0 010
Ry=—(0 7 0] [-1 0 —2|=(F 031
003/ \0 —2 0 0 3 0
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Iz enacbe det (R; — AI) = 0 dobimo, da so lastne vrednosti

A—0, A—L¥?
2
in spektralni polmer je enak

V2

p(Ry) = 5 <L
kar potrjuje konvergenco. Iteracijska matrika Rgg za Gauss—Seidelovo metodo se glasi
40 0\ /0 —4 0 010
Res=—|—-1 4 0 00 —2|=1031 %],
0 -2 4 0 0 0 0 5
njene lastne vrednosti so enake
1

spektralni polmer pa je
1
p(Ras) = 5 < L

Metoda torej konvergira za poljuben zacetni priblizek. Merilo za hitrost konvergence je
negativni logaritem spektralnega polmera, in sicer

V2
hy=—logp(Ry) :—logT,

V2

2
1
has = —logp(Ras) = —log 5 = —log <7> =2logp(R;).

Od tod vidimo, da potrebujemo za 8 toc¢nih decimalk pri Jacobijevi metodi priblizno
8/hy; = 53.150 korakov, pri Gauss—Seidelovi pa priblizno 8/hgs = 26.58 korakov, kar
potrjujejo tudi numeriéni rezultati.

Naloga 3.8. Problem iz naloge 3.7 resujemo z SOR metodo. Z izbiro w = % in zacetnim
priblizkom w® = 0 dolocite prva dva priblizka k reitvi linearnega sistema, ki doloca
aproksimacijsko resitev w. Dolocite iteracijsko matriko R, ter izracunagjte spektralni

polmer p (R,). Kaksna je optimalna izbira za w.

Resitev:
Resiti moramo sistem enacbh

4 -4 0 Uy 0
1 4 =2||w]| =1
0 —2 4 Uus 2

Pri SOR metodi tvorimo zaporedje priblizkov

w® ) = ou Y L (1—w)u®, k=01,
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.. . k+1 e . . . . .
pri cemer je 'U'(Gs ) priblizek izra¢unan z Gauss—Seidelovo metodo. V nasem primeru

1
ugkﬂ) =—w (O + 4u§k)> +(1- w)ugk)

4
1
ugkﬂ) =¥ (1 + ugkﬂ) + 2u§k)> + (1 — w)u;k)

1
uékﬂ) = v (2 + 2u§k+l)) +(1— w)uék).
T
Za (ugo),ugo),u§0)> = (0,0,0)" dobimo

w 1
; Uy~ = Z> ui(’,l) = §W(4+w)a

1 1 1
u? = —w? W = cwd+w?), uf) = —w(16 - 2w - 20? + )
4 8 16
oziroma pri w = %
3 33
WV =0, ul =2 =037, )= 2103125,
8 32
= — =0.5625 = — = 1.171875 = — = 1.1132813.
Uy 16 y o Uy 64 U 256

Za izbrano toleranco 'tol’ = 107® z izbiro w = % potrebuje SOR metoda k = 27 korakov.
Dobimo

u? = 0.9999999855800050, S = 0.9999999900111690, S = 0.9999999998386659
in velja
H(l, 1,1) — (u&k),ugk),ugk)
(1,1, 1)

Za dolocitev iteracijske matrike R, preoblikujemo enacbe, ki dolo¢ajo nove priblizke:

)H =1.013-107%.

ugkﬂ) =(1- w)ugk) + wuék)
1 1 1
—Zwugkﬂ) + ugkﬂ) =(1- w)uék) + §wu§k) + i
1 1
—iwugkﬂ) + ung) =(1- w)ugk) + W
Od tod preberemo
10 0\ '[fl-w w 0
R,=|—-w 1 0 0 1-w 3 =
0 —jw 1 0 0 l1-w
1—w w 0
=| “fw-Dw i(w-2)* Y
—s(w—Dw? F(w—-2)2w (w-—2)>
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Lastne vrednosti matrike R,, so enake

1

M=1-w, >\2:Z<4+w2—4w+\/w2—8w+8>, (3.3)
1

)\3:Z<4—|—w2—4w—\/w2—8w—|—8>.

Zanima nas, pri katerem w bo spektralni polmer

p (Re) = max {[ A, [Aal, |As]}

najmanjsi. Iz grafa absolutnih vrednosti | ;| na sliki 3.6 vidimo, da mora biti w € (0, 2)

Ly A S S S R
05 10 15 2.0

Slika 3.6: Grafi absolutnih vrednosti lastnih vrednosti matrike R, za w € (0, 2).

in da je minge(o2) p (R.) dosezen pri resitvi enacbe w? — 8w + 8 = 0. Optimalen w je
torej enak

w'=4—2V2
in velja

p(Ry) = M| =X = |Xg] =w* —1=3—2v2=10.171573,
- = —log (3 — 2V/2) = 0.765551.
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V sledeci tabeli so prikazani priblizki izracunani z w*:

korak ugk) ugk) ugk)
k=0 0 0 0
k=1 0 0.2928932188134525 0.7573593128807149

k=2 10.3431457505076198 0.7867965644035743 0.9167388793147683
k=3 |0.8629150101523961 0.9476554272527694 0.9836226090741171
k=4 10.9621945842648876 0.9883143054588406 0.9959645946738475
k=5 10.9927957411249150 0.9975309839302879 0.9992460499667023
k=6 |0.9983434231534306 0.9994967623571707 0.9998345675889378
k=17 10.9996946440804993 0.9998999971884257 0.9999698034236813 -
k=8 |0.9999352302115950 0.9999804983932372 0.9999937571366682
k=9 [0.9999882651853191 0.9999962519144286 0.9999988755283168
k =1010.9999976222205058 0.9999992879340670 0.9999997758102736
k =111]0.9999995737253321 0.9999998659909387 0.9999999599641853
k=1210.9999999161357892 0.9999999749766241 0.9999999922107056
k= 1310.9999999850721153 0.9999999953581933 0.9999999986173242
k= 1410.9999999971230053 0.9999999991438032 0.999999999735681

Pri k = 14 se izracunan priblizek razlikuje od toéne resitve (1,1,1)7 za

forn- Pt
(L, 1, 1) o '
Pri w = % je p(R,) = % = p(Rgs), torej je hitrost konvergence enaka kot pri Gauss-

Seidelovi metodi. To potrjujejo tudi izracuni, saj smo z obema metodama potrebovali
okrog 28 korakov, da smo prisli do natanénosti 1075.

Naloga 3.9. Izpeljite iteracijsko matriko za SOR metodo.

Resitev:
Resujemo problem Au = b, kjer je matrika A € R™*™ oblike

A=L+D+U, L=tril(A4,—-1), D =diag(diag(4)), U = triu(A4,1).

Pri SOR metodi racunamo priblizke
uk D = wuggl) +(1-wu®, k=01,...,
pri cemer je
uld = D7V (= Lu®™Y — Uu®) 4 D1,
Zgornji izraz preoblikujemo:
u™t) = (D7 (= Lu®) — Uu®) + D7) + (1 — w)u®
1—w)I —wD™'U) u®) +wD™ b
1 —w)D —wU)u® +wb

D+wL) ' ((1 —w)D —wU)u®™ + (D +wL) " wb.
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Od tod vidimo, da je

R,=(D+wL) " (1 —w)D —wl).

Naloga 3.10. Izpeljite povezavo med lastnimi vrednostmi Jacobijeve in SOR iteracijske
matrike za reSevanje problema iz naloge 3.7.

Resitev:
Iz naloge 3.9 vemo, da je iteracijska matrika za SOR enaka

R, = (D+wL) " (1 =w)D —wlU),

pri ¢emer mora biti seveda matrika D+ wL obrnljiva. Lastne vrednosti so resitve enacbe
det(R, — M) = 0. Enacbo preoblikujemo:

det (D +wL) ™ ((1 —w)D — wU) — A
det (D +wL) ") det (1 —w)D — wlU — A(D + wL))
det (1 —w—AN)D —wU — \wL)

det((l—w— A)D —wf( U+WL))

det(%D ( U+WL))

Uporabili bomo izrek, ki pravi, da za konsistentno urejeno matriko A = L+ D + U velja

I
o o o

det (cD— (aL+lU>> =det (cD—-L—-U).
a

Matrika A € R™" je konsistentno urejena, Ce obstaja taka ureditev £ = (¢;)",, ¢; €
{1,2,...,n}, da velja

'é<j, ai,j#() - EZ—EJZ—
’i>j, ai,jséO - 61—6]:1

4 —4 0
Vidimo, da matrika A = | —1 4 —2| je konsistentno urejena, saj z izbiro £ =
0 -2 4

(1,2,3) zadostimo zgornjim pogojem. Torej je

det<1 w\/__)\D—<%U+\/XL))—det<1 7 Ay L)

od koder vidimo, da so lastne vrednosti matrike R, enake resitvam enache

1—w—A
det 7I—D_1U+L):0.
( wVA ( )
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Ker pa je =D Y (U + L) = Ry, sledi zveza
l—w—A

Toa

oziroma

A= (%i%(%)z%—l—w)i

pri ¢emer je u lastna vrednost Jacobijeve iteracijske matrike R;. Ce upostevamo, da so
lastne vrednosti matrike R?; enake pu = i—@ ter p = 0, dobimo natanko vrednosti (3.3).

Naloga 3.11. Problem iz naloge 3.2 resujemo z Jacobijevo in Gauss—Seidelovo iterativno
metodo, ki ju izvajamo direktno na mreZi. Zapisite enacbe, ki dolocajo resitev pri 1zbiri
or = i, oy = % ter dolocite priblizke za resitev linearnega sistema po dveh korakih
iteraciy. Zacetni pribliZek naj bo enak desni strani enacb. Dolocite tudi optimalen w*
za SOR metodo ter naredite dva koraka le te. Izracunajte spektralne polmere za vse tri

iteracijske matrike.

Resitev:
Pri danih korakih delitve dx = i, oy = % imamo 9 neznanih vrednosti v, ;, 7, = 1,2, 3,
ki jih dolocajo enacbe

16 (ui_l,j + ui+1,j) +4 (um_l + ui,j+1) - 40ui,j = 4, ’L,j = 1, 2, 3.

oziroma
1 o
% (Ui-1j + Ui15) — T (Wijo1 + wij1) +uiy = —1p0 bI=L23

Zapisemo jih v matriko

0 5 i 1w !

i Uyl U21 Uz i

U=1|1 wy up uzz 0],
% Urz U233 U33 i
S I S I

ki ji dodamo robne vrednosti resitve, pri cemer velja
U(Zaj) - uj—l,i—l ~ u(zj—la yi—1)> Z)] - ]-> 2? BRI D.

Za zacetni priblizek izberemo

119
O 16 4 16 1
1 1 1 1 1
4 10 10 10 4
©0) _ 11 1

U - 1 10 10 10 0
9 _1 _1 _1 1
4 10 10 10 4

9 9 2
4 16 4 16 1
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Z uporabo Jacobijeve metode dobimo

Uy =
o = 3 2 1 0 0.06250  0.2500  0.5625  1.000
1 7 33 1 1
P e s 3 0.2500 —0.04375 —0.1650 0.006250 0.2500
1 & —-f —5 0 |=] 1000 02400 —0.2000 —0.1600 0 :
9 169 7 17 1
9 8 . 1Ll 2250  1.056  0.03500  0.1062 0.2500
49 9 25
4 B 5 B 4.000  3.062 2250 1562  1.000
U =
0 & i & 1 0 0.06250  0.2500  0.5625  1.000
1 143 11 103 1
i e o 0.2500 —0.03575 —0.1100 —0.02575 0.2500
257 81 27
1 B B 2L 1.000  0.3212  —0.08100 —0.1687 0 :
9 4577 57 617 1
8 Hm oL Or 4 2250 1144 05700  0.1542  0.2500
49 9 25
4 P 2 B 4.000  3.062 2.250 1562 1.000
z Gauss—Seidelovo metodo pa
(1) _
UGS_
0 & 1 1 0 0.06250  0.2500  0.5625  1.000
1 7 57 43 1
Yo 2 sk 0.2500 —0.04375 —0.1425 —0.01075 0.2500
393 33 5499
R i - L 1.000 02456 —0.06600 —0.1375 0 ,
9 17453 20589 139357 1
9 1rss 20389 139357 1 2250  1.091 0.5147  0.3484  0.2500
4 B 2 Lo 4.000  3.062 2.250 1562  1.000
(2) _
UGS_
0 & : 1 0 0.06250  0.2500  0.5625  1.000
1 419 771 1581 1
IO —as gl % 0.2500 —0.02619 —0.09638 0.003953 0.2500
6081 3887 19687 —
1 I8 el —doems 0 | = 1000 03801  0.03887 —0.04922 0
9 1080117 323321 1898597 1
9 lsouT  sasal lsesser L 2250 1350  0.8083  0.4746  0.2500
4 32 2 21 4.000  3.062 2.250 1.562  1.000

16

4

16

Ce izberemo toleranco 1078, potrebujemo z Jacobijevo metodo 47 korakov, da pridemo
do resitve

U§47)

0 0.062500000000
0.25000000000 0.062499969826

1.0000000000  0.56249995008

0.25000000000  0.56250000000  1.0000000000
—0.00000004992 0.062499969826 0.25000000000

0.24999993965  0.062499950081 0 ,
2.2500000000  1.5624999698 0.99999995008  0.56249996982  0.25000000000
4.0000000000  3.0625000000 2.2500000000 1.5625000000  1.0000000000

ki se od tocne resitve U razlikuje relativno za
|y U]

=1.97-1078,
1U]]
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Gauss—Seidelova metoda pa potrebuje 25 korakov,

v -
0 0.062500000000  0.25000000000  0.56250000000  1.0000000000
0.25000000000 0.062499971270 —0.00000002873 0.062499985635 0.25000000000

1.0000000000  0.56249997127  0.24999997127  0.062499985634 0 ,

2.2500000000  1.5624999856 0.99999998563  0.56249999282  (0.25000000000
4.0000000000  3.0625000000 2.2500000000 1.5625000000  1.0000000000

in velja

1Sy — Ul
U]

=9.73-107°.

Optimalen w* za SOR iteracijsko metodo dobimo po formuli

2

L+ /1 —p*(Ry)

*

wWw =

Izracunajmo najprej spektralni polmer za Jacobijevo iteracijsko matriko:

p(Ry)=1—-X,=1-46, sin? (%) — 40, sin? (;) =

m
_ —4§ sin? (g) —411—0 sin? (g) —1— 2sin? (g) - g
Od tod sledi
.4

7 istim zacetnim priblizkom U(©) kot pri prejsnjih dveh metodah dobimo po SOR metodi
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z w* naslednja dva priblizka:

1 1 9
0 16 1 16 1
P (0-9v2)  gp(18-23vE) ek g
1 1 48823—34970v/2 _
1 b (279 —154v/2) ke (416 —297/2)  482sbomovz ) |
9 10862—5839/2 40706—27505/2 2564174—1794607v/2 1
4 2000 2500 50000 1
4 49 9 25 1
16 4 16
0 0.06250 0.2500 0.5625 1.000
0.2500 —0.03410 —0.1453 0.003265 0.2500
= 1.000 0.3061  —0.03217 —0.1264 0 ,
2.250 1.302 0.7232 0.5243  0.2500
4.000 3.062 2.250 1.562 1.000
1 1 9
0 6 1 v 1
11 (361 —262v2)  —2L (48v2 —67) 19T 1s9014v2 1
3 250367—176556/2 607741—429655v/2
L =95 (381\/__ 575) 6250 = 6250 = - 0 =
9 308723-205374v/2 876583—615568v2  3(3158125-2225058v/2) |
1 12500 6250 62500 Z
4 49 9 25 1
16 4 16

0 0.06250 0.2500 0.5625  1.000
0.2500 —0.01905 —0.07411 0.01580 0.2500
= 1.000 0.4342 0.1087  0.01873 0
2.250 1.462 0.9661 0.5481  0.2500
4.000 3.062 2.250 1.562  1.000

Glede na toleranco 10~® potrebujemo z SOR metodo 13 korakov, da pridemo do resitve

Ul =
0 0.062500000000  0.25000000000  0.56250000000  1.0000000000
0.25000000000 0.062499992993 —0.00000000469 0.062499998549  0.25000000000
10000000000 0.56249999544  0.24999999712  0.062499999176 0

2.2500000000  1.5624999988 0.99999999922  0.56249999977  0.25000000000
4.0000000000  3.0625000000 2.2500000000 1.5625000000  1.0000000000

za katero velja

13
Ul —u||

=1.54-1077.
U]
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Spektralni polmeri vseh treh metod so enaki

2
p(Ry) = g = 0.70710678,

1
p(Ras) = 5,

22
p(Ro) =o' — 1= 27 V2 17157288,

242

od koder sledi, da je hitrost konvergence

2
hy = —log p(Ry) = —log g — 0.15051500,

hGS = — logp (Rgs) = 0.30103000,

2 -2
ho,~=—1lo R, )=—1lo
gp (Ru) 8

Od tod vidimo, da potrebujemo za 8 toc¢nih decimalk pri Jacobijevi metodi priblizno
8/h; = 53.150 korakov, pri Gauss—Seidelovi priblizno 8/hgs = 26.58 korakov, pri SOR
metodi pa priblizno 8/h,- = 10.45 korakov. Numeri¢ni rezultati to potrjujejo.

= 0.76555137.

Naloga 3.12. Z diferencno metodo resujemo parcialno diferencialno enacbo
—Au+2u=0

na enotskem kvadratu [0,1] x [0,1] s predpisanimi robnimi pogoji. Mrezo tock doloc¢imo
s korakoma 6x = dy = h. Izracunajte lastne vrednoti matrike sistema enacbh, ki doloca
resitev. Dolocite spektralni polmer Jacobijeve, Gauss—Seidelove in SOR iteracijske ma-
trike. Kaksen je optimalen w* pri SOR metodi?

Resitev:
Is¢emo priblizke u; ; za vrednost resitve u v mreznih tockah (x;,y;), kjer so
. . . 1
x; =1th, y;=jh, 1,7=0,1,...,n= 7

Dolocajo jih enacbe
—Hx(ui_u + Ui+17j) - Gy(um_l + ui7j+1) + (1 + 252)ui7j = O, Z,j = 1, 2, NN 1,

pri Cemer so

1 , h?
0, =0, = 7 0° = T
Pripadajoca matrika je enaka
B C
¢ B C
A=A+28%, A= :
C

QW
o Q
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kjer sta

Lastne vrednosti matrike A so

Xi,j = 46, sin® (g%) + 40, sin? (g%) — sin? <g%) + sin? <g%) =

:1—%cos(i7rh)—%cos(j7rh), ihwj=1,...,n—1.
Iz
det (A — AI) = det (ﬁ— (A—252)I> —0

pa vidimo, da so lastne vrednosti matrike A enake

~ ~ h2
)\i,j — )\i,j + 262 — )\i,j + ?

Oznacimo A = L + D + U, kjer je D = (1 + 2§?)I diagonala, L in U pa oznacujeta
spodnje in zgornje trikotni del matrike A. Dalje je A = L + [ + U. Izracunajmo lastne
vrednosti 1, ;, 4,7 = 1,2,...,n — 1, Jacobijeve iteracijske matrike R; = —D~ (L + U).
Iz

1
det —ul)=det | ————=(L —ul ) =
et (R = uf) = dot (~ o (L4 U) =l ) =0
det (L +U + p(1+26*)1) =0
det (L+U+1—(1—p(1+26*)I)=0
vidimo, da velja enakost
(1—pi;(1426%)) =Ny, 6,5=1,2,...,n—1,
oziroma _
1— X 2 ~
= = 1= %),
M = oy g M)
Sledi, da je spektralni polmer

p(Ry) = 2+2h2 (1—}'171) - QEM (1—231112 (g@) _

= 2fh2(:os(7rh):1—%(1+7r2)h2+(’)(h4).

ij=1,2....,n—1.
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Poglejmo si sedaj lastne vrednosti Gauss—Seidelove iteracijske matrike
Ras = —(L+ D)™ 'U.
Karakteristi¢ni polinom se poenostavi v
det (Rgs —nl) = det (—(L+ D)~'U —nl) =

=det (—(L + D)) det (U +n(L + D)) =
= det (—(L + D)~") det (U + nL +n(1 +26°)1) =

= /ndet (—(L+ D)7") det (\[(1 +20°)1 + —U + \/_L)

1y
NG

Ker je matrika A konsistentno urejena, velja enakost
1
da(¢mr+%%l+;;U+Vm?>zda(¢my+%%f+U+Ly
n

Od tod sledi, da so nenicelne lastne vrednosti n; ; matrike Rgs dolocene s pogojem

2 ~

1-— 1/7’]2 (]. + 252) f)\\/id - 77,'7j = (1 — )\iyj)‘

24 A2

Spektralni polmer je enak

o (Res) <2+Lh (1_X1,1))2 _
= ﬁmsz(wh) =1-(1+7°)*+0(h").

Iz razvojev izrazov

(1 + m%)h?
Tomig O

(14 72)h?
In 10

vidimo, da Gauss—Seidelova metoda konvergira dvakrat hitreje kot Jacobijeva metoda.

—logp(Ry) =

—log p (Rgs) = + O (n?)

Optimalen parameter za SOR metodo se glasi
L+ 1=p(Ry) 14 /1 delh)

(2+h2)
4+ 20?2
- i — 2= VT +m2h+2(1 + 72)h> + O (h),
2+ h2 + \/4h2 + bt + 4sin®(rh)

*

spektralni polmer pa je enak

p(R) =w"—1=1-2V1+a2h+ O (h?).



o7

Metoda SOR konvergira pri izbiri w* za cel red hitreje od prejsnjih dveh metod, saj je

21 + 72

h+ 0 (h?).

Naloga 3.13. Linearen sistem Ax = b resujemo z Gauss—Seidelovo iterativno metodo.
Naj bo 2O, 20 2@ zaporedje priblizkov in naj bo

dm = gm) — pm=D gy — 1.2,
Dokazite, da pri velikih m > 1 za spektralni polmer velja

]

p(Ras) ~ Tae=D|

Resitev:
Iz zacetnega priblizka z(®) ra¢unamo po Gauss-Seidelovi metodi nove priblizke po pravilu

2™ = Rggx™™V + (L + D)™'b, Rgs=—(L+ D)"'U,

kjer je A= L+ D+ U € R™" L oznacuje strogo spodnje trikotni del matrike, U strogo
zgornje trikotni del, D pa diagonalo. Ce dva zaporedna priblizka odstejemo, dobimo

d™ = Rged™ V),

kar pa ni ni¢ drugega kot nenormirana’ poten¢na metoda. Predpostavimo, da ima Rgg
n linearno neodvisnih lastnih vektorjev v;, ki ustrezajo lastnim vrednostim \;, za katere
velja

[A] > (Ao = [As] = -+ = [Au] 2 0.

Tedaj lahko zacetni d razvijemo pa bazi lastnih vektorjev

d(o) = Z ;5.
i=1
Dalje je
d(l) = Z OéiRgsvi = Z Oéi)\ﬂ)i
i=1 i=1
in podobno
;a ;U 1 (oam—i-;oz <>\1) U)

Od tod pa sledi

ey A (e + 2 e () )
=] —
v

‘ m—oo

—) — [\ =p(Ras)-
)\gn—l <Oé1'l]1 + Z;zl a; (i\\—i) z) H
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Naloga 3.14. Z diferencéno metodo resujemo problem —Awu = f na pravokotniku [a, b] X
e, d] z danimi robnimi pogoji. Zapisite matriko linearnega sistema, ki dolo¢a numeric¢no
resitev, z uporabo Kronecherjevih produktov.

Resitev:
Interval [a, b] razdelimo na n delov s tockami

b—
ri=a+1ox, 1=0,1,...,n, dr= a’
n
interval [c, d] pa na m delov s tockami
. . d—c
yj:C+]5y> ]:O>1a"'am> 6y: m

Matrika sistema, ki doloca priblizke

UL]'%'U([L’Z',yj), izl,?,...,n—l,j:1,2,...,m—1,

je oblike
B C
¢ B C
A= eRVYN  N=(n-1)(m-1),
¢ B C
C B
kjer sta
1 -0,
-0, 1 -6,
B = . . c R(n—l)x(n—l)’
-0, 1 -0,
-0, 1
-0,
—0,
C = E R(n_l)x(n_l)’
—0,
in
5y da?

b = 2(02% + 0y?)’ by = 2(02% + oy?)

Spomnimo se, da je za U € RP*? V' € R"™* Kronecherjev produkt definiran kot

uLlV ULQV u1,3V ul,qV
UQJV UZQV u2,3V Ug’qv

UV =|us1V us2V ussV ... wug,V | e R)*(as),

Up 1V upoVooupsVooo u, V
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Ce oznac¢imo

— O
O =
—_

. kxk
Jk:: .. E]RX,

O =

potem je
A= IN - em[m—l & Jn—l - Hy']m—l & [n—l-

Naloga 3.15. Problem iz naloge 3.7 resujemo z diferencno metodo s korakoma dx = i,
oy = % Za reSevange pripadajocega linearnega sistema uporabimo A DI iterativno metodo.
Dolocite optimalen parameter w ter izracunajte prvi priblizek k resitvi, pri ¢cemer naj bo
zacetni priblizek enak desni strani linearnega sistema. Dolocite tudi optimalne parametre

(w)M ., ée hkrati izvedemo M = 2 ali M = 4 korake.

Resitev:
Pri danih korakih delitve dx = i, oy = % imamo 9 neznanih vrednosti v, ;, 7, = 1,2, 3,
ki jih dolocajo enacbe

—0p (Ui—1,j + Uiy1;) — Oy (Wi g1 + Wi j1) + uij = —46?%, i,7=1,2,3,

kjer so

2 1 1
= 0, =—, &=—.
57 Y10 40
Linearen sistem, ki doloca resitev, je enak Au = b za

0, =

A=I-H-VeR™, H=0,LxJ), V=0JcI;,

100 010
13: 010 ; J3: 1 01 5
001 010

b = (0.00625, —0.075,0.05625, 0.3, —0.1, —0.1, 1.10625, 0.125, 0.15625)T .
Pri ADI iterativni metodi izra¢unamo iz priblizka u*) nov priblizek u*+"
dveh linearnih sistemov

(w+20,) T — H)u* ) = ((w—20,) T — V)u® +b
(w+260,) 1 —V)u®) = (w—260,) I — H)u®+2) 1+ b.

z resitvijo

Oba resimo z Gaussovo eliminacijo brez pivotiranja v linearni ¢asovni zahtevnosti, saj
sta pripadajo¢i matriki diagonalno dominantni. Optimalen parameter w je enak

w=+af, a=min(&,pu), B =max(&s,us),

kjer so

£ = 46, sin? (gi) .y = 40, sin? (gi) L ij=1,2,3.
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Natancneje

in

V2
w = 5 .
Z prvem koraku dobimo iz u(®) = b

0.006355133041153 0.054812495849648
—0.074715393631368 —0.001805760201641
0.019415326789340 0.035414433331519
0.414778492229338 0.533885749915207
u® = | 0.032592634648409 |, uw® = | 0.251803076071742
—0.068336071837241 0.007765362418832
1.433172281041513 1.537702601614681
0.810013523928455 1.000404066513349
0.446232474789700 0.518304539096551

Pri predpisani toleranci 10~8 potrebujemo 21 korakov, da pridemo do resitve

0.062499999303447
0.000000000986216
0.062499999301833
0.562499999014925
u®) = | 0.250000001394720
0.062499999012643
1.562499999303447
1.000000000986216
0.562499999301833

ki se od tocne resitve linearnega sistema

0.062500000000000
—0.000000000000000
0.062500000000000
0.562500000000000
u = | 0.250000000000000
0.062500000000000
1.562500000000000
1.000000000000000
0.562500000000000
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razlikuje relativno za
[u®) — u]

=2.79-107°.
]

Optimalne parametre (w;)}.; dobimo iz

o\ M
aj =« (:Z§C> , 7=0,1,..., M,

2M—j)+1 _2j—1
wj = /10 = 2 b2,

Pri M = 2 dobimo

3/4 1/4
1 5 4 5
o= (2(1- V2 4, V2 — 0.128718850581117,
5 5 5 5
1/4 3/4
1 5 4 5
Wy — (5 (1 _ g)) (g (1 + g)) — 0.621509580612015,

pri M =4 pa
7/8 1/8
2 4 2
Wy = ! 1—£ — 1+£ = 0.086834185052514,
5 2 5 2
5/8 3/8
1 2 4 V2
S I O Bl O N = 0.190806679246242
“2= 15 2 - ’
3/8 5/8
1 V2 4 2
== (1-2L2 Bl O N = 0.419272534462788
=5 2 S G ’
1/8 7/8
1 2 4 2
wi= | ¢ 1-% ) = 1+§ ) = (.921296145655300.






Poglavije 4

Metoda koncnih elementov

Naloga 4.1. Robni problem
Lu=f Lu:=—@pu) +qu=Ff wula)=C, ulb)=C0Cy,
kjer sta p in q funkcuiji, za kateri velja
p(x) >0, q(x) =0, x¢€lab],

resujemo z Rayleigh—Ritzovo metodo koncnih elementov. Prevedite problem v sibko obliko
ter zapisite linearen sistem enacb, ki doloca aproksimacijsko resitev v prostoru odsekoma
linearnih funkcij s sticnimi tockami £ = (x;);_,.

Resitev:
Definirajmo skalarni produkt

b
(9)i= [ Falgads, fg € £2(o.b)
in prostore Soboljeva

H'([a,b]) = {f : f € C(la,b)), f' € L([a,b)), f(a) = Co, F(b) = C1},
Hy([a,0]) :== {f : f € C(la,b]), [ € L2([a,b]), f(a) = 0, f(b) = 0} .

Resitev problema v §ibki obliki je taka funkcija u € H'([a, b]), za katero velja
(Lu— f,v) =0, zavse v € Hy([a,b]). (4.1)

7 uporabo integracije per partes dobimo
/a " Luleyo(e) dr = / ’ (ol () v(x) da + / ' @u)o(z) dr =
= @2+ [ @) et [ gt =
_ / ’ p(@ ()0 () i+ / (@l da,

63



64 POGLAVJE 4. METODA KONCNIH ELEMENTOV

saj je v(a) = v(b) = 0. Enakost v Sibki obliki (4.1) se torej poenostavi v

b
[ ven@ne) + awen ar= [ (42)
Pri metodi koné¢nih elementov is¢emo aproksimacijo k resitvi u v podprostoru

SU{¢0}7 S:Lin{@l,@g,...,@n},
kjer so ¢; € Hi([a,b]) za i = 1,2,...,n, funkcijo py € H'([a,b]) pa izberemo tako, da
zadostimo robnim pogojem. Testne funkcije izbiramo iz podprostora S. Natancneje,
iSCemo

U=+ Z Q;pi,
i=1
da bo enakost (4.2) veljala za vse v € S. Neznani koeficienti a =

(c;)™; so doloceni z
resitvijo matricnega sistema enach Aa = b, kjer sta A = (a; ;)7 ;—;, b =

(b )z 1

b= / Fle)pila) da - / p(e)eh(@)i(@) + a@)polw)pi(a) d.
Pri Rayleigh—Ritzovi metodi za podprostor izberemo prostor odsekoma linearnih funkcij

Sl,(l) = {f L f [zi,2i1) € Pl} ﬂC([a, b])’

ki ima bazo (H;)!*},

ey T E (i1, )
Hz(x) = ﬁ, T € [SL’Z-,SL’H_l) s ’L: 1’___’771_17 (43)
0, sicer
e T—Tp—1
HO(I) = ;11_:30’ x E [xo’zl) ) Hn(I) - x’rl_;;fl’ x e I:xn_l’xn> .
0, sicer 0, sicer

Tedaj je o = CoHoy + C1Hpy1 ter S = Lin{Hy, Hy,...,H,_1}. Ker je suppH; C
(i1, xi01] za @ = 1,2,...,n — 1, je matrika A tridiagonalna, to je a;; = 0 za vse
li — j| > 1. Pri racunanju njenih elementov si pomagamo s t.i. elementom togostne

matrike . .
- K, K?
K= (i 52), =12
(K2,1 K3,

kjer so

Ki, = / p(e)H2 () + qla) H2, (2) da,
Ki,=Ki, = / p(e)HI_ (2) H!(2) + q(a) Hy— (2) Hi(2) do,

Kiy= [ pa)HE() + o) H2a) d



In sicer velja

i = [ p@H2@) + a(o) H 0) do =
— [ o) + o)) do+ [ ple) HA) + o) HE) do =

=Kj,+ Kit', i=1,2,...,n—1,

iir = tcni= [ DL () + (@) Ha () (2) =
— [ AW HI) + a0 His () ) i =
:Ki;, i=23,...,n—1.

Podobno definiramo element ‘load’ vektorja

ft= <f1> i=1,2,...,n,
ff:/ f(x)H;—1(z) dx, ng:/ f(x)H;(z) dx

s pomocjo katerega izracunamo

kjer sta

by :/ f(x)Hy(x) dox — C’o/ p(x)H(2)H{(z) + q(x)Ho(z)Hy (z) do =
_ / " f(o) () da+ / " f(o) () dat

—%/”p@ﬁmwﬂmw+w@mmwﬂ@wm=
42— oL,

" _/ J ) dz —/ f(z dx+/m1 F(x)H,(z) dv =
= f2 + ']L‘Z-l-l7 i—=9 ’
bp—1 = /a f(z)Hp1(x) de — C4 /abp(z)H;L_l(ﬂf)H;L(x) Vo q(a)Hoy () Hy (2) da =
- /;:1 f(x)H, 1 (x) do + /xjnl F(2)Ho_y (z) dot

—Cy/xp@ﬂﬂqwﬂ%@%+d@Hwﬂ@HA@dx:

=i+ i = CIET,.
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Naloga 4.2. Robni problem

—u"(z) +u(x) =1,

u(0) = 2,

u(l) = -3

POGLAVJE 4. METODA KONCNIH ELEMENTOV

resujemo z Rayleigh—Ritzovo metodo koncnih elementov. Interval [0,1] razdelite na 5

delov ter zapisite matricni sistem enach, ki doloca resitev.

Resitev:

Priblizek v resitvi iS¢emo v podprostoru Sy g za = (0, 1,2, 3,4,5) in je oblike

4
w=2Hy— 3H5 + Z%Hz‘,

i=1
kjer so H; definirani z (4.3). Izra¢unamo
: vi 1 1 76
Kt = H? (2)+ H? (2) dz = + -Axr, 1 = —,
171 /mil Z—l( ) 7,—1( ) Axl_l 3 1 15
. . i 1 1
K, =K, = / H! (x)H(z) + H;_1(x)H;(z) do = — + —Az;y
7 7 Ti—1 Axi—l 6
, i 1 1 76
Ki,= H?(z) + H}(z) do = + Az = —.
o= [ HEE) + ) dr = e A = T
in dobimo
. 6 149
(B )
30 15
Podobno izra¢cunamo
1
r=(1).
10
Matricni sistem Aa = B, ki doloc¢a resitev, sestavljata
76 149 152 149
+3 —5 0 0 = —5 0 0
149 6 , 76 149 149 152 149
Al @ wtE —m O I B A
149 76 | 76 149 149 152 149
0 ~% BB w0 0 —% T =
149 76 149 152
0 0 —0 =+ 0 0 -3 T
ter
149 152
+ & —2- (—%) T
1 1 1
b— @ + E + 0 _ 10
0T 10 0 5
L 149 147
0t —(=3) (_%) )
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Naloga 4.3. Naj bo trikoten element T C R? dolocen z vozlisci Ty = (x4, ), 1 = 1,2, 3,
za

(x17y1> = (070)7 (1’2792) = (17())7 (x37y3> = (072)
Dolocite linearne funkcije o1, @o, 3, ki tvorijo dualno bazo k funkcionalom

Ai i C(T) =R, Nf = floi,y:)
Za f(x,y) = (2+ x + y)? doloéite interpolacijski polinom stopnje 1, ki se z f wjema v

Resitev:
Za dualno bazo mora veljati
Aipj = 0.
Funkcijo ¢1(x,y) = a1 + byz + c1y dolocajo pogoji
©1(0,0) =1, ¢1(1,0) =0, ¢1(0,2)=0.

V matri¢ni obliki se glase

1 00 aq 1
110 by | =10
1 0 2 C1 0

Resimo sistem in dobimo .

or(z,y) =1—o— Y-

Podobno sta ¢;(x,y) = a; + bjx + ¢y, i = 2,3, dolo¢eni z enacbami

1 00 as 0 1 00 as 0
110 by | =111, 1 10 bs | =0
1 0 2 Co 0 1 0 2 C3 1

in sta enaki

1
oz, y) =z, p3(x,y) = SV

Interpolacijski polinom p za dan f izrazimo v dualni bazi in dobimo

p(x,y) = £(0,0)p1(x,y) + f(1,0)p2(x,y) + £(0,2)p3(x,y) =
:4<1—x—%y) + 9z + 16 (%y)

Naloga 4.4. Na obmocju 2 resujemo problem

0 ou 0 ou
Eu:f, EU/ = _8_[1} (pg) _8_y <qa_y> +TU, u‘aQ:g7
kjer so p, q in r funkcije, za katere velja
p(z,y) >0, q(z,y) >0, r(z,y) =20, zel

Za resevange uporabimo metodo koncnih elementov. Prevedite problem v sibko obliko ter
zapisite linearen sistem enach, ki doloca aproksimacijsko resitev v ustreznem podprostoru

S ={po,01,--.,¢n}.
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Resitev:
Definirajmo skalarni produkt

)= [[ g9 av = [[ tagte. dedy. 1€ @),
in prostore Soboljeva

H' (Q):={f:f€C(Q), [0, [y €LV, fl.g =91
HY(Q) = {f: F€C(Q), fo, fy € L2(Q), f|,q =0}

Resitev problema v §ibki obliki je taka funkcija u € H' (Q), za katero velja
(Lu— f,v) =0, zavse ve€ HL(Q). (4.4)

Skalarni produkt bomo poenostavili z uporabo divergencénega izreka (posplositev metode
per partes v ve¢ dimenzij), ki se glasi

//divﬁ‘dvz/ F -7 ds,
Q o0

kjer je F vektorsko polje, integral na desni strani pa je krivuljni integral vektorskega polja
F po robu obmocja 2, ki je pozitivno orientiran. Divergencni izrek (v dveh dimenzijah)
je na drug nacin zapisana Greenova formula. In sicer je Greenova formula oblike

// <8—Y — 8_X) dxdy = Xdzr +Ydy,
o \ Oz dy a0

za zvezno odvedljivi funkciji X in Y na € ter pozitivno orientiran rob obmocja ). Z
izbiro F' = (Y, —X) dobimo ravno divergenéni izrek. Enakost na levi strani je o¢itna, na
desni pa tudi velja, saj je (dy, —dz) = nids. Opazimo, da je

Lu = —div ((](; 2) grad u) + ru.

F':vg', S":(]S g)gradu

Ce izberemo

in upostevamo formulo
div <v§> = v divS + S - grad v

dobimo

//div<v§'> dV://vdiv.g'dV—l—//g-gradvdV:/ w8 i ds.
Q Q Q o0
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Tedaj je

(Lu,v) //EuvdV— //vdw(( )gradu) dV—I—//ruvdV—
p 0 p 0 S
://< )gradu-gradvdV+//ruvdV—/v( )gradu-nds:
o\ ¢ Q oo \U ¢
p 0
://< )gradu-gradv—l—ruvdV,
o \0 ¢

saj so testne funkcije v na robu enake ni¢. Enakost v 8ibki obliki (4.1) se torej poenostavi
v

//Qp(x, Y ug (@, y)vg(x,y) + gz, y)uy(z, y)v,(z,y) + r(z, y)u(z, y)o(z, y) dedy =
(4.5)

==L/m [l y)o(z, y)dzdy.
Q
Pri metodi koné¢nih elementov iS¢emo apoksimacijo k resitvi u v podprostoru

SU{¢0}7 S:Liﬂ{@l,@g,...,(pn},

kjer so ¢; € Hj (Q) za i = 1,2,...,n, funkcijo oy € H' () pa izberemo tako, da
zadostimo robnim pogojem. Testne funkcije izbiramo iz podprostora S. Natancneje,
iscemo .
U= o+ Z Qi p;,
i=1
da bo enakost (4.5) veljala za vse v € S. Neznani koeficienti @ = («
resitvijo matricnega sistema enach Aa = b, kjer sta A = (a;;);’;_;, b

o Opi 0p; | O¢; 0p;
Gi / Poz ar "oy oy

b; — /‘(fwde ]C/ 8¢08@Z a¢08¢“m-+rwm%cﬂi
dy Oy

), so doloceni z

(b )z 1

+ rpip;dV,

Naloga 4.5. Na obmocju Q = [0, 1] x [0, 1] resujemo problem

—Au=1, wul,,=0

z metodo koncnih elementov. Obmocje trianguliramo s premicamsi

1
y=g, y=2o, y=2-2, y=2r-1 y=-2r+l
Priblizek k resitvi is¢emo v prostoru odsekoma linearnih funkcij nad dano triangulacijo.
Zapisite bazne funkcije tega prostora, ki so na robu enake mi¢ ter matricni sistem, ki
doloca aproksimacijsko resitev.
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Resitev:
Triangulirano obmocje skupaj z oznakami trikotnikov in tock, ki jih dolo¢ajo, vidimo na
sledeci sliki:

Pr Ps Ps
T Tio
T3 Ts To
P Py
® 9 10
T2 Te Ts
Ti Tz
P1 P2 P3

Natanc¢neje so

1 1
P1:(070)7 P2:(§70)7 P3:(170)7 P4:(17§)7 P5:(171)7

1 1 11 31
P6:<§,1>, P, =1(0,1), P8:<O,§)7 P9:<Za§)7 P10:<Za§)’

Oznacimo s P2 prostor polinomov dveh spremenljivk skupne stopnje < n. Dalje je
P2, = Lin {p |, EPLT € T} ne(T)

prostor zveznih odsekoma linearnih funkcij na triangulacijo 7. Dimenzija tega prostora
je enaka Stevilu tock, ki sestavljajo triangulacijo, bazo pa tvorijo t.i. piramidne funkcije,
ki imajo v eni tocki triangulacije vrednost enako 1, v vseh ostalih tockah triangulacije pa
so enake 0. Vidimo, da sta le dve taki, ki sta na robu enaki 0. Oznacimo ju s ¢; in @s.
Naj bo ¢, tista, ki ima nenicelno vrednost v tocki (1 1), 9 pa tista, ki ima nenicelno

102
vrednost v tocki (3 1). Koeficienti funkcije @1 nad 77 so doloceni z resitvijo linearnega

472
sistema
1 0 0 a 0
1 % 0 by ] =10
1 1 3) \a 1
In sicer

o1z, y) =a +hix+ay =2y, (z,y)eTh.



Podobno dolo¢imo keoficiente nad preostalimi trikotniki in dobimo

o1(z,y) =

ter

pa(,y) =

p

Izracunamo Se parcialne odvode

(

0, (z,9)

4,  (z,y)

5 4, (z,y)

——pi(z,y) =10,  (2,y)
8x£pl 7 9 Y

_27 (x7y)

_27 (x7y)

\O, sicer

(2, (2,9)

. (zy)

5 0, (z,9)

—pa(z,y) = ¢ —4, (7,9)
azgp2 ) ) )

_47 (l’,y)

0, (z,y)

0, sicer

\

Iz sibke oblike PDE enacbe

2y, (z,y) €Ty
4z, (z,y) € Tz
4z, (r,y) € T3
2 -2y, (z,y) €Ty
2—2x—vy, (xv,y)€Ts
1-2x+vy, (z,y)€Ts
\0, sicer
(20 —y, (z,9) €T
—1+2z+vy, (z,y)€Ts
2y, (z,y) € Tr
4 — 4x, (x,y) € Ts .
4 — 4, (z,y) € To
2 -2y, (z,y) € Tho
L0, sicer
cTh 2,
cTs 0,
€Ts 0,
€Ts, 8—S01(95>?/) =9 2,
Y
€T —1,
e Ts 1,
0,
€T (1,
€Ts L,
eTr 2,
€T+ Hye2lwy) =40,
€Ty 0,
€ Tio -2,
\0’

(z,y) € Th
(z,y) € Ta
(z,y) € T3
(z,y) €T\
(z,y) € Ts
(z,y) € Ts
S1Cer

(z,y) € Ts
(z,y) € To
(z,y) €T
(,y) €Tz -
(z,y) € To
(z,y) € Tio
sicer

//Q U (z, y)ve(z, y) + uy(z, y)v, (2, y) dedy = //Qv(x,y)dxdy
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dobimo, da je aproksimacijska resitev oblike

u(x,y) = ar1p1(z,y) + aopa(x,y),

kjer sta koeficienta a; in as dolocena z enacbami

(al,l CL1,2) ar) _ by
az1 A22 %) by

om [ (220) (2200
g2 = //Q <%(x,y))2 + (%(%y))z dxdy,

R L 01, 0P
ma == [[ PP+ Fren G ) diy,
by 2// e1(z,y) f(z,y) dedy,

Q

za

Pri racunanju integralov nad trikotniki, si lahko pomagamo z baricentricnimi koordina-
tami. Poglejmo si jih podrobneje. Naj bo trikotnik P dolocen s tockami P; = (x;,v;),
i =1,2,3. Vsako drugo tocko P = (x,y) v trikotniku lahko zapisemo kot kombinacijo

P=uP,+vP+whP;, w=1—u-—uv,
oziroma

T = ur + vry + wry = x3 + u(x; — x3) + v(T2 — T3), (4.6)

y=uyr +vyo +wys = ys + u(yr — y3) + v(y2 — ys)-
Trojico (u, v, w) imenujemo baricentri¢ne koordinate tocke P, dolo¢ene pa so s formulami

u:pl<P7P27P3> U:pl<P7P37P1> w:pl<P7P17P2>
pl<Pl7P2,P3>7 pl<Pl7P2,P3>7 pl<Pl7P2,P3>7

kjer pl(P;, P;, P;) oznacCuje ploséino trikotnika, dolocenega z nastetimi tockami. Pri
racunanju integrala funkcije g nad trikotnikom P uporabimo formulo za uvedbo novih

spremenljivk
1 1—u
[ ste dsty= [ au [ w0l o, (4.7)
P 0 0

pri ¢emer je determinanta Jacobijeve matrike enaka

T1 — T3 T2 — T3

J(u,v) =
( ) Y1—Ys Y2 —Y3
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Uporabimo te formule za izracun koeficientov

6 10
by = Z//T pr(w,y) dedy, by = Z//T o, y) dudy.
i=1 g =5 g

Na trikotniku 77, ki je dolocen s tockami Py, P,, Py dobimo, z upostevanjem (4.6) ter

(4.7),
// (2, y)daxd —//2 dd —/1d /1_“2 L P T g
ﬂ%plfay xray = lexy_o UO 2u 21) 7 4uv—24.
Podobno izracunamo
1
4o drdy = —,
/| i

1
//7—34113611’61’3/:@,
//(2 %) dudy = ~
i y) dedy = 57,
1
//7_5(2—2:)5—2y)d1’dy:ﬂ,

1
//76(1—21'—#@/) d:)sdy:ﬂ

1
22 —y) dedy = —
[f o=
//(—1+2 +)dd—i
- rTy xy—24,
//2 dzd _ L
1
4 —Az) dedy = —
[ = e doay =
1
4 —Az) dedy = —
[ = e doay =
1
(2 - 2y) dody = -
//7‘—10 24

ter

od koder sledi

bt 5
by = o1 by = o1
Koeficiente a; ; preprosto izracunamo s pomocjo vrednosti plos¢in trikotnikov
1
pl(T1) = pl(Ta) = pl(T5) = pl(T6) = p1 (T7) = Pl (Tho) = .,

1

pL(73) = pl(T5) = BL(T8) = pl(T5) =
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POGLAVJE 4. METODA KONCNIH ELEMENTOV
In sicer so

am:// 4dxdy+// 16dxdy+// 16dxdy+// 4dxdy+// 5 dxdy+
T T2 Ts Ta Ts

+ // 5 dxdy = 4pl (T7) + 16pl (T2) + 16pl (T3) + 4pl (74) + 5pl (T5) + 5pl (Tg) =
Ts

_

=

a2 :// 5da7dy+// 5 d:):dy+// 4d:):dy+// 16 dxdy+// 16 dzdy+
Ts Te Tz Ts To
+ // 4 dxdy = H,
Tio 4
a2 = // (=3) dzxdy + // (=3) daedy = —
Ts Te

Resimo

3 5
T () (= 5 5
43 174 - 254 = M =gp
—1 1/ \®
in dobimo

5 817 T 1
24

84

- 5 5
u(z,y) = @wl(w, y) + @wz(x,y)-



Poglavje 5

Resevanje paraboliécnih PDE

Naloga 5.1. Toplotno enacbo %—1; = % z zacetnimi in robnimi pogoji

2 0<zg<li
w(0,7) =" == u(t,0) = u(t,1) = 0, t € [0,T],
21-z), L<az<1

resujemo na obmodcju [0,T] x [0,1] z eksplicitno diferencéno metodo. Naj bo korak v x-
smeri enak dx = %o ter naj bo Courantovo stevilo A = %. Zapisite enacbe, ki povezujejo
neznane vrednosti na dveh zaporednih c¢asovnih nivojih. Izracunajte priblizke (ujl)] na
prvem céasovnem nivoji.

Resitev:

Courantovo stevilo A pove razmerje med korakoma delitve v ¢asovni in prostorski smeri:
ot
ox?’

Interval [0, 1] razdelimo ekvidistantno na J + 1 = 10 delov s tockami
xj =jox, j7=0,1,...,10.
Istemo priblizke

u?%u(tn,xj), 7=0,1,2,...,10, n=0,1,..., N,

kjer so

1 T
th =nét, St=Nzr’=—, N=|—]|.
600 ot
Iz zacetnih pogojev dobimo
0_ 10—

o_J .
uj _ga ) _071727374757 uj 5 )

J=16,7,8,9,10,

iz robnih pa
uy =0, uj,=0, n=12...,N.

75
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Pri eksplicitni shemi aproksimiramo odvode na slede¢ nacin

O ) o Wllmeto i) = 0llns ),
@(t ) ~ W(tn, xj—1) — 2u(tn, ;) + u(tn, j11)
ox2> "™ dx?
in dobimo -
Y,
ot ox?
oziroma

W=l + (1= 2X) + Al

Priblizke torej racunamo takole:

n=01,...,N
ugH:O
n+1 1 n n n .
u; :6(“1—1+4“y’+“j+1)’ J=12,....9,
it =0

Stevilo izracunov lahko zmanjsamo, ¢e upostevamo, da je resitev simetriéna glede na
premico x = %, to je u (t, % + x) =u (t, % — z) Tedaj velja ug ; = ug_;, i = 1,2,3,4,5
in

o u
uz ™ 36 ug
wr =l s |
b
Na prvem casovnem koraku dobimo
d=u=g, w=ul=1 w=ub=> wi=u=3, W=is

Graficen prikaz vrednosti resitve na obmocju [0,2] x [0, 1] vidimo na sliki 5.1

Naloga 5.2. Toplotno enacbo % = % 2 zacetnimi in robnimi pogoji

2 0<zr<!

w(0,2) =4 = == u(t,0) = u(t, 1) =0, t € [0, T,
21—2), l<uz<l

resujemo na obmocju [0,T] x [0,1] z

1. implicitno diferenéno metodo;

2. Crank—Nicolsonovo metodo;
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\\\\\\

N
-

spremenljivka x gast

0.5

Slika 5.1: Resitev parabolicne PDE iz naloge 5.2 za T € [0,2], dx = 0.1 in A = %.

Naj bo korak v x-smeri enak ox = 1—10 ter naj bo Courantovo Stevilo X = 1. Zapisite
enacbe, ki povezujejo neznane vrednosti na dveh zaporednih ¢asovnih nivojih. Izracunajte
priblizke (%1)] na prvem casovnem nivoju.

Resitev:

Iz Courantovega Stevila A = 5% dobimo, da mora biti 6¢ = 0.01. Interval [0, 1] razdelimo
ekvidistantno na J+1 = 10 delov s tockami z; = jéx, 7 = 0,1,2,...,10. Is¢emo priblizke

uj ~u(ty,r;), j=01,2...,10, n=0,1,...,N,

kjer sta
T
t, =not, N = {—J )
ot
Iz zacetnih pogojev dobimo
J . 10—-7 .
u(]):ga ]:0a1>2a374a57 UJ?:T> ]:6a778a97107

iz robnih pa
uy =0, ujy=0, n=12,...,N.

Pri implicitni shemi racunamo priblizke na slede¢ nacin:

—AH 4 (T4 20wl = A =l
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Z upostevanjem simetrije uf,;, = uf_;, ¢ = 1,2,3,4,5, vidimo, da priblizke na (n + 1)-
vem Casovnem nivoju izracunamo s pomocjo vrednosti na n—tem nivoju tako, da resimo
naslednji tridiagonalni sistem

3 -1 ul ult
-1 3 -1 uytt ul
-1 3 -1 uytt | = | up

-1 3 =1 |upt ull

-2 3 ul ™ u?

121

up = up = o5 = 0-196748,
Uy = ug = % = 0.390244,
uy = ut = % = 0.573984,
Uy = up = % = 0.731707,
ug = % = 0.821138.

Pri Crank—Nicolsonovi shemi

— O\t + (1 4+ 200w — OMul ] =

n n n 1
izracunamo priblizke na novem nivoju z resitvijo sistema
4 —1 utt 01 ulf
-1 4 -1 uyt! 101 ul
-1 4 -1 uptt | = 101 ul
—1 4 =1 |upt 10 1| |up
-2 4 upt! 2 0/ \u?

Na prvem c¢asovnem nivoju dobimo

36
up = up = g7 = 0198895,
358
528
1 1
= ub = —— =0.583425
U =17 905 ’
668
Uy = up = 005 = 0.738122,
696
uj = —— = 0.769061.

905
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Naloga 5.3. Parabolicno parcialno diferencialno enacbo

ou  0%*u

ot 0Oa?

z danimi zacetnimi in robnimi pogoji

uw(0,2) =1, x€]0,1],
ug(t,0) = u(t,0), u.(t,1)=—u(t,1), t € 0,7,

resujemo na obmocju [0,T] x [0,1] z eksplicitno diferencno metodo. Izberite dx = 15
in Courantovo Stevilo A = i. Zapisite enacbe, ki povezujejo neznane vrednosti na dveh
zaporednih c¢asovnih nivogih. Izracunajte priblizke (ul-)j na prvem, drugem in tretjem

J
casovnem nivoju.

Resitev:
Iz Courantovega stevila sledi, da je 0t = \da? = ﬁ. [scemo priblizke u} ~ u(t,,z;) za
17=0,1,...,.J4+1,n=0,1,..., N, kjer so
J T
== ty,=ndét, J=9 N=|—|.
T 10 " LStJ

Zacetni pogoji dolocijo
w)=1, j=01,....J+1

Ostale vrednosti izracunamo z uporabo eksplicitnega pravila

1 1 1
n+l __ n n n s
j —iu]_l_'_iu‘y—'_zu‘]_l_l’ j—O,l’---’J_'_l.
Pri j = 0in j = J + 1 nastopata neznaki u”, ter u;,, ki ju dolo¢imo iz robnih pogojev
z uporabo simetricne diference prvega odvoda na slede¢ nacin:

u

uy —u"y
— =1, = u’y=uy —20zyy,
20z
u'y, o —u';
J+2 J n n . on n
20w
Vstavimo izpeljane vrednosti v zgornjo formulo in dobimo dve novi enacbi
1 9
n+1 n n n n n
Uy '~ = <U_ + Uy + U] = Uy + ZU
0 4 1 2 0 4 1 20 0 2 1>

n+l __ n n n . n n
Uypr = JUy T 5l gl = Uy F 50 LI+

Priblizke na novem casovnem nivoju torej izracunamo iz priblizkov na starem kot

n+1

Yo % 3 Uo
S u?
P
) = . . ‘ |, n=0,1,2,...,N.
Proi |
ulg” 5w/ \ulo
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Pri n =1 dobimo

07+

\ /
\%{)\

//

-
//

\
\\\\\\\\
\
L

0.6_ ' .

05+

‘

_
-
-

N\

.
o
. 4

o

04—

0.5

0.2 0.3 0.4

spremenljivka x
cast

Slika 5.2: Resitev parabolicne PDE iz naloge 5.3 za T' € [0,1/2], dx = 0.1 in A = i.

Resitev za t € [0,1/2] je prikazana na sliki 5.2.

Stevilo neznank bi lahko zmanjsali z upoStevanjem simetrije glede na premico = = %
Preveriti moramo, da je u (t, % — x) =u (t, % + x) za x € [0,1/2]. Enacba in zacetni
pogoji temu ustrezajo. Preverimo Se simetrijo na robu, to je u(¢,0) = u(t, 1). Le ta sledi

iz enakosti —u, (t, % — x) = Uy, (t, % + x) pri z =1/2.

Naloga 5.4. Parabolicno parcialno diferencialno enacbo

ou  0%*u

ot 0Oa?
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z danimi zacetnimi in robnimi pogoyi

uw(0,2) = f(z), z€][0,a],
u(t,0) =g(t), wu(t,a) = h(t), t € 0,7,

resujemo na obmocju [0,T] x [0,a] z eksplicitno diferenéno metodo. Izpeljite lokalno
napako diferencnih apoksimacij. Ali lahko izberete Courantovo Stevilo \ tako, da bo
metoda konvergentna in da bo lokalna napaka reda O (§z*)?

Resitev:
Oznacimo z D zvezni diferencialen operator in z Dy diskretni diferencni operator:

ou  *u
Du(z,y) = <E - @) (2,9),
u(t +6t,x) —u(t,r)  u(t,z —dx) —2u(t,x) + u(t,x + dz)

D&”(x7y> = St 6!13'2

Lokalna napaka 77' v tocki (t,,z;) je definirana kot
7' = (D — Ds)u(ty, ;).

Poglejmo si njen razvoj okrog tocke (t,, ;) za dovolj gladko funkcijo u:

. Ou 0%u u(t, + 0t,x;) — u(t,, x;
Tj = E(tn,l']) — w(tn,l']) - ( gi ( J)“‘
N U(tn, xj — 0x) — 2u(ty, xj) + u(ty, x; + ox) _
dx?
ou 0u

1 1
— E(tn,xj) - w(tn, z;) — 5 <u + Stu; + §5t2utt + O (6t%) - u) (T, yj)+

1 1 1 1
t5s <u — 0z, + 56:):2%1, — géx?’umx - ﬂéxﬁ‘umm + O (02°) — Qu) (tn, )+

1 1 1 1
t53 (u + dxu, + §5x2um + géxgumx + ﬁéxﬁ‘umm +0 (5:55)) (tn, ;) =

- _%515 U (tn, ;) + %5$2umm(tm zj) + O (5I4) +0 (5t2) :

Ker funkcija u zadoSca enacbi u; = u,,, zanjo velja

0%u B 0 0%*u B 0% ou  O*u

o2 Otox2 o2 ot 0t

od koder sledi

i} 1.1
= <_§5t + EéxQ) Usaze (tn, ;) + O (02" + 6t%) =
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pri éemer smo upostevali 6t = A\dx2. Vidimo, da je lokalna napaka najmanjsa, to je reda
O (6x%), ¢e izberemo \ = %. V tem primeru je eksplicitna metoda oblike

1 2 1
“J+1 6 g 1+3+6 j+1-

Preverimo Se, kdaj bo metoda konvergentna. Naj bo e = us — u, kjer u oznacuje to¢no
resitev, us pa numericni priblizek. Tedaj je

(Dse)(tn, x;) = (Dsus — Dsu) (tn, xj) = (Du — Dsu) (t,, z;) = (D — Ds) u(ty, x;) = 77,

J

oziroma

n+l _ _n n o _ n n
j i G126 tejn

n

ot dx2 i

Od tod sledi

SLH A€y + (1= 2X)ef + Aefyy + 0tT)
€5 < Aefa] + 11 =20 [ef] + A€l | + ot |7}

‘e}”l‘ < Aep + |1 —2)\| €, + Ne,, + 0ty

kjer je

Ceje 0 <A <1 velja
}e;”’l} < €, + 0tT,.

Ker je to res za vsak j, velja tudi
€ni1 < €, + 0tT, < €, + OtT.

Neenakost iteriramo in dobimo
€n < €pn1 40T < €p o+ 20tT < - <o +ndtr =eo+ T 300030 o

Metoda je torej konvergentna za vse A € (0, %}, torej tudi za A = %.

Ponovitev teorije:
Resujemo splosno linearno parcialno diferencialno enacbo reda m oblike

ou
i Lu, L= ch na (0,7) x [a,b]

s predpisanimi za¢etnimi in robnimi pogoji. Obmocje diskretiziramo:

u?zu(tn,xj), zj=a+jor, t,=ndét, j=0,1,...,J4+1, n=0,1,...,N,

b—a T
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Ozna¢imo z u" = (ugl) vektor neznank na n—tem casovnem nivoju. Naj bo diferencna
metoda taksna, da priblizke na novem nivoju izra¢cunamo kot

u"t = Au" 4 b", (5.1)
kjer je A prehodna matrika, odvisna od Courantovega stevila A := (g—tm, v vektorju b" pa
so skriti robni pogoji. Diferencna metoda je reda r, ¢e velja

"t — Aw" - b =0 (62"T), Gz — 0,

za vse n > 0 in ne obstaja zacetni pogoj, pri katerem bi bila razlika oblike o (§2"+™).
Pri tem @" oznacuje tocne vrednosti resitve v tockah (t,,z;), j =1,2,...,J.

Metoda je stabilna, Ce za vsak T > 0 obstaja konstanta C' = C(T'), da za numeri¢no
resitev velja

w6 <C, n=0,1,....,N, dz—0,

kjer je vektorska norma definirana kot
[0y, = Vo [[o]l,.

To pomeni, da je numeri¢na resitev na poljubnem kompaktnem intervalu [0, 7] v normi
| - |l2,s omejena neodvisno od korakov mreze, ko se ti poljubno manjsajo. Veljata sledeca
izreka:

Izrek o stabilnosti: Naj bo prehodna matrika A normalna za vsak poljuben dovolj
maghen dx > 0 in naj bo Courantovo Stevilo konstantno. Ce obstaja konstanta K > 0,
da velja

p(A) < et S — 0,

potem je diferencna metoda stabilna.

Laxov ekvivalenc¢ni izrek: Diferencna metoda je konvergentna natanko takrat, ko
je stabilna in konsistentna (reda vsaj 1).

Naloga 5.5. Z matri¢no metodo raziscite stabilnost implicitne sheme

M+ (L 20) ) = Al =l A= 552
za reSevange problema u; = Uy, S POGOJL
u(0,2) = f(z), x€][0,1], u(t,0) = u(t,1) =0, tel0,7]

na obmodcju [0, T] x [0, 1].
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Resitev:
Pri implicitni metodi so priblizki na (n+ 1)—vem koraku doloéeni z resitvijo tridiagonal-
nega linearnega sistema enacb Uu™ = u",
T+20 =) utt ult
—A 1420 =) uytt ul
U - . . ) un+1 = N ) un - . 9
n+1 n
A 1+20 =) w7y u’_y
A 1422 u’itt u”

kjer so

uy =u(ty, x;), x;=jow, t,=ndt, j=1,2,....,J, n=12.. N,

1 T
=T L%J

Matrika U je simetriéna, prav tako matrika A. Simetricne matrike so normalne ma-
trike. Ce pokazemo, da za spektralni polmer matrike A velja p(A) < 1, potem je metoda
zagotovo stabilna. V ta namen si pogleymo lastne vrednosti matrike U. Naj v, oznacuje
k—-to lastno vrednost. Po Gerschgorinovem izreku leZijo vse lastne vrednosti matrike U v
uniji krogov

{zeC,|lz—(1+2N)] <22} U{z € C, |z — (1 +2))| < A}.
Ce lezi v, v prvem krogu, potem velja
e — (14+20)] <2)2 = 1<, <144\
ce lezi v drugem, pa
e — (1420 <A = 14+ A<y <143\

Sledi, da je v, > 1 za vse k = 1,2,...,J. Lastne vrednosti matrike A pa so enake yk_l
i zanje velja 0 < 7,;1 <1, kar implicira p(A) <1 in dokazuje stabilnost.

Dokazimo stabilnost Se na drug nacin. In sicer izracunajmo vse lastne vrednosti ma-
trike U. Naj bo

2 -1
-1 2 -1
B = (5.2)
-1 2 -1
-1 2
Njene lastne vrednosti By, k =1,2,...,J, so enake

k
— 4sin? [ % =1,2,...,J.
ﬁk s (2(,]4—1))’ k ) 4y aJ
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Od tod vidimo, da so lastne vrednosti matrike U = I + \B enake

k
— 1+ Axsin? [ —/2 ) > 1.
Yk + sin (2(J+1))>

Ker so lastne vrednosti matrike A enake vk_l in 0 < 7,;1 < 1, sledi p(A) < 1, kar dokazuje
stabilnost.

Naloga 5.6. Z matriéno metodo raziscite stabilnost Crank—Nicolsonove sheme
— M+ (14 200)u) T — Oduf) =
(1= O+ (L= 20— O + (1= Oy, 0=,
za resevangje problema uy = Uy, S POGOJL
u(0,x) = f(z), z€]l0,1], u(t,0) = u(t,1) =0, t€[0,7]

na obmodcju [0, T] x [0, 1].

Resitev:
Pri Crank—Nicolsonovi metodi so priblizki na (n + 1)—vem koraku doloceni z resitvijo
tridiagonalnega linearnega sistema enach Uyu™! = Usu™ za
242\ =X 2 — 2\ A
A 242\ =) A 2—-2\ A
Uy = U = ) ) )
—A 242\ =) A 2-2) A
A 242A A 2 — 2\

m

uf e

ul uj ™t

un — un+1 — .
n n+1
Uy_1 uyty

u’y u?“

kjer so

ul =ulty, zj), x;=jox, t,=ndét, j=1,2,....J, n=12... N,

1 T

pri analizi stabilnosti moramo torej obravnavati lastne vrednosti matrike A = U, 'Us.
Ce zapisemo

U =2 +\B, U,=2I—)\B,
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kjer je B definirana z (5.2), potem vidimo, da so lastne vrednosti matrike A enake

2—4)\sin2< rk )

2(J+1)

Qp = 2 . ’ )
2 4+ 4\ sin (%)

Ocitno je —1 < ag < 1 za poljuben A > 0, od koder sledi, da je p(A) < 1 in metoda je

stabilna.

Z uporabo Gerschgorinovega izreka lahko stabilnost dokaZemo na sledec nacin. Zapisemo
A= 2I+AB) (=2 —AB+41) = —I +4U .

Ker je matrika A simetriéna, moramo preveriti, da je

4

e

Y

oziroma, da velja 2 < vy, za vsako lastno vrednost v matrike Uy. Vemo, da lastne vrednosti
matrike Uy lezijo v uniji Gerschgorinovih krogov

{z€C,lz=2=-2\ <22} U{z€C,|z—2 -2\ < \}.
Ce lezi v v prvem disku, potem mora biti
2 <y <244,

ce lezi v drugem pa
24 X<y <243N

V obeh primeri velja v > 2, saj je A > 0, kar dokazuje stabilnost.

Naloga 5.7. Z matricno metodo raziscite stabilnost eksplicitne sheme

ot

W=l 4 (L =20)uf + dulyy, A= F7

j

za resevangje problema uy = Uy, S POGOJi
u(0,2) = f(z), x€][0,1],
uz(t,0) = c1(u(t,0) — ca),  ux(t,1) = —cz(u(t, 1) — c4) t€[0,7]

na obmocju [0, T] x [0,1], pri cemer so ¢; konstante in velja ¢; > 0, c3 > 0.

Resitev:
Naj bodo

n

PRty vy), x;=jor, t,=nét, j=0,1,....,J+1, n=01,...,N,

1 T
0w =7 N—EJ-

u
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Pri eksplicitni shemi uporabimo zvezo

wfth = Al 4 (1= 20)ul + Al

1z aproksimacije robnih pogojev dobimo

u? —u”

1 e n n __.n n

ST =c(ufg — ) = u"y=u} —20xc; (uy — o),

u, o, —u”

J42 J _ n n . .n n
T——Cg(uJ_l_l—CLL) - UJ+2—UJ_26$03(UJ+1_C4).

Priblizki u" = (u?“)jiol na (n+ 1)—vem koraku so doloceni z enacbami

u" = Au" + b
40

a1 2\

)

A 1=2\ A

A 1—=2) A
A Aj42,J42
ajqp=1-2 (1+0dzc1), ajio542=1—2X(1+ dzcs),
b= 2\ox (c102,0,0,...,0,c3cq)

Matrika A je simetricna. Njene lastne vrednosti lezijo v uniji Gerschgorinovih krogov
{z€C,|lz—a11| <22}U{z€C, |z — (1 =2X)| <2A}U {2z € C, |z — ajqo, 42| < 2A}.
Recimo, da lezi lastna vrednost v v prvem krogu. Tedaj velja
1 —=2X (24 dzc;) <v<1-=2)\zcy.
Ce bo
—1<1-2XA2+dxcy) in 1—2\xc; <1,

potem bo metoda zagotovo stabilna. Za c; > 0 je drugi pogoj vselej izpolnjen, prvi pa drzi
za vse
1
AL ——.
- 2+ Cl(SLL’
Ce lezi v v drugem Gerschgorinovem krogu, sledi pogoj A < %, 1z zadnjega kroga pa
dobimo

1
AL ——.
- 2+Cg(5$

Ce povzamemo rezultate, dobimo zadosten pogoj za stabilnost:

A< mind — L
min .
- 2"—0151”24—0355{7
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Fourierova metoda
Naj bo diferencna metoda oblike

my Me
o BN = Y wNuf
k=—-m, k=—m,
Pripisemo ji dva rodovna polinoma
my Me
k=—m, k=—-m,
ter kvocient \
7(zA) 2eC, A>0.

o(z,\) = BN

Velja: Diferencna metoda je za dano Courantovo Stevilo stabilna natanko takrat, ko je

o (e?,A)] <1 zavse ¢ €0,2n].

Naloga 5.8. S Fourierovo metodo raziscite stabilnost eksplicitne in 0—metode za resevanje
problema u; = Ugy S POGOJL

u(0,x) = f(z), x€]l0,1], u(t,0) = u(t,1) =0, t€[0,7]
na obmodcju [0, T] x [0, 1].

Resitev:

1. Eksplicitna metoda. Metod:

wI = g+ (1= 20l 4

priredimo rodovna polinoma

B(z,\)=2"=1, y(z,A\) = 1+ (1 -2\ + Az

m
a(e?,N) =Xe” P4 (1 —2)) + \e'¥ =
—ip —ip
:2)\%+1—2)\:
=1-2\+2\cosyp =
=142\(cosp —1) =
.2 P
=1—4Xsin* .
sin” 5
Iz pogoja

‘a(ei”,)\)‘:‘l—él)\sirfg <1 zavse e|0,21]

dobimo, da je eksplicitna metoda stabilna natanko takrat, ko je 0 < A <

N[
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2. f—metoda. Metodi
— M + (14 200)u) T — Odu] =
(1=l + (1—2(1 = O\l + (1 — ) uly,, 0<60<1,

priredimo rodovna polinoma

B(z,A) = =0 27! + (14 20)) — 00Xz,
Yz N =1 =Dzt +(1=2(1-0)\) +(1—0)\z
m
(1—0)Ae ¢+ (1 —=2(1—0)\) + (1 — O)\e'®
—O e~ ¥ + (1 +20)) — OAel¥
2A(1 —0)cosp +1—2X(1—0)
—2\0cosp+ 142\
1—4M(1—6)sin® £
T 1+ 4Msin’ 2

o(e¥,\) =

Za stabilnost moramo obravnavati pogoj —1 < a(e'?,\) < 1 za vsak ¢ € [0, 27].
Ker je imenovalec pozitiven, je pogoj izpolnjen, ce velja

—1 —4)\Qsin2§ <1—4M\1-96) sin2§ in
1 — 4\(1 — 0) sin? g < 1+ 4\0sin’ g.

Drugi pogoj je izpolnjen za vse A > 0, prvi pogoj pa se poenostavi v
—1<2A(20—1) sm2§ zavse o € [0, 2n).

Ce je + <0 < 1, je pogoj izpolnjen za vsak A > 0. Za 0 < 0 < + pa mora veljati
J 2 J 2

1
-1 < — < —
1<2x(20-1) = A—2(1—29)

Metoda 6 je torej za % < 0 <1 stabilna za vsak A > 0, za 0 < 0 < % pa mora

.. 1
Ueljat@ A S m

Naloga 5.9. Pokazite, da so vse lastne vrednosti matrike

a b
c a b
A= e R™"™,  be>0,
c a b
c a
enake
)\k:a+2\/%cos—, k=1,2,...,n

n+1
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Resitev:
Iz enakosti Ax = Ax dobimo diferencne enacbe
(a— ANz +bry =0
cxj_1+ (a— Nz +bxrjy =0, j=2.3,...,n—1,

cTp—1+ (a — Nz, =0.
Splosno resitev diferencénih enach dobimo z nastavkom x; = r?, ki implicira karakteri-
sticni polinom

br2 + (a— Nr+c=0,

katerega nicli sta enaki

—(a =N £ /e = N2 —4be _ c(_a—)\i (a— \)2 1>.

T2 =

2b b\ 2vbc 4be

Recimo, da je
a— A\
2v/be

T1o = \/%(coswzl: ising) = \/geiw

i splosna resitev diferencne enacbe je oblike

= cos (5.3)

za nek kot . Sledi

T = ar{ + ﬁr%.
Iz robnih pogojev izpeljemo

(a—)\)(arl+Br2)+b(a7’f—l—5r§):0 = a+p3=0,
1

n+1
(a— ) (ary + Bry) +c (ar?_l + 67’;‘_1) =0 = (r_) = 1.
2

Enacba

pa je izpolnjena za vse

km
n+1’

Iz (5.3) nato izpeljemo, da je so lastne vrednosti enake

= k=1,2,...,n.

k
A = a+ 2Vbccos 7T, k=1,2,... n.
n+1




Poglavje 6

Resevanje hiperbolicnih PDE

Naloga 6.1. Valovno enacbo
Pu  u

o T oa?
z zacetnimi in robnimi pogoji

u(0,z) =sin (rz), w(0,2) =0, z€]l0,1],

u(t,0) =u(t,1) =0, tel0,7T],
resujemo na obmocju [0,T] x [0,1] z diferenéno metodo. Naj bo korak v z-smeri enak
or = % ter naj bo Courantovo Stevilo A = 1. Zapisite enacbe, ki povezujejo neznane

vrednosti na dveh zaporednih c¢asovnih nivojih. Izracunajte priblizke (ujl)] na prvem
casovnem nivoju.

Resitev:
Z diferencno metodo iscemo priblizke

ul =ulty,z;), j=12,....,J=9 n=23,...,N, z;=joxr, t,=ndt,

pri cemer sta

1 1 T

T 0 N

Odvode aproksimiramo s simetricnimi diferencami in dobimo enacbe
ug‘_l —2u} + u;-”l _ 4u?_1 —2u} +ujy,

ot? dx?

0Z21TOMa
n+1 2\, n 2, n 2, n n—1 20t

Iz predpisanega Courantovega stevila sledi 6t = %. Oznacimo zacetne pogoje z f(x) =

sin (mx) in g(z) = 0. Iz njih dobimo
ug = u(0, ;) = f(x;).
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Rabimo se priblizke na prvem casovnem nivoju. V ta namen si pogledamo razvoj
1
u(6t, ;) = u(0,z;) + 0tue (0, ;) + §5t2utt(0, z;) + O (6t°) =
Loo 3

Drugi odvod po x nadomestimo s simetricno diferenco in dobimo

0

1 Us_

6.0 0
2uj + Ui

o2

= (1= W) () + Bt (ey) + G (F(ga) + f ).

Vrednosti na zacetnih dveh casovnih nivojih so torej enake

1 = sin j—w
! 10’ o 9
’u,lzl Sln(j_l)ﬂ-—l—slnw J=L44...,9
b2 10 0 )
sledece pa so dolocene kot
uf ™t 0 1 ur
ug+1 1 0 1 ull
N o M= 27 37 BRI N
Ug+1 1 0 1 ugz
Ug+1 1 0 ugz

Prin =2 dobimo
0.250000000000000

0.475528258147577
0.654508497187474
0.769420884293813
u? = | 0.809016994374947
0.769420884293813
0.654508497187474
0.475528258147577
0.250000000000000

Regitev za t € [0, 2] je prikazana na sliki 6.1

Naloga 6.2. Advekcijsko enacbo
w+u, =0, w0,z)=f(x), u(t,0)=u(t1)=0,
resujemo na obmodcju [0, T] x [0,1] z Lax-Friedrichsovo metodo

n+l 1 n n n __ ,mn
U 3 (uf + i) L hn Y

J j-1 _
50 552 =0, dt=N\ox.




93

054

-054-

0.5

spremenljivka x 0 o

cast

Slika 6.1: Resitev hiperbolicne PDE iz naloge 6.1 za T' € [0,2], dz = 0.1 in A = 1.

1. Izracunagjte red in vodilni koeficient lokalne napake.

2. Dolocite pogoje na Courantovo Stevilo X, da bo metoda stabilna. Uporabite Fouri-
erovo metodo.

Resitev:

Oznacimo z Ls diferencéni operator za dano metodo in naj bo L = % + %. Za L velja

1 1 1
Lsu(ty, ;) = 5 (u(tn +6t,x;) — iu(tn,:vj +0x) — iu(tn,a:j — 5:17)) +

1
+ %e (u(tn, z; + 0x) — u(t,, x; — dz)) =

1 1 1
5 (u + Stug + §5t2utt + 65t3um) (tn, ;) + O (68%) +

1 ) 1, Y
= 35 (Qu + 0% Uy + Eém umm) (tn,zj) + O (ﬁ +

1 1, o

1 1 1022 1
= (ut + §5tutt + 6&t?um — —ium + uy + —5x2um) (tn, )+

2 ot 6
4
+(’)<6t3+%+5x4).
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Z upostevanjem ot = \ox in uy = —u, dobimo

1 1 1
Lsu(tn, xj) = up + uy + 3 ()\ — X) 0T Uy + 6 (1 — >\2) 02 Uyyy + O (5x3)

in lokalna napaka se glasi

= (L5 — Lult, ;) = % (A - 1) Sty +

3 5 (1 — )\2) 02 Uype + O (6:)33)

Pri analizi stabilnosti s pomocjo Fourierove metode moramo obravnavati vrednosti

(2, A) = %(1 A %(1 -

za vse z na enotski kompleksni kroznici. Izpeljemo, da je
o (ew, )\) = % (e_w + ew) + %)\ (e_w — ew) =cosp — Aising
m
o (e, X) ‘2 = (cos — Aising) (cosp + Nisinp) = 1+ (A* — 1) sin? p.

Ker je metoda stabilna natanko takrat, ko velja pogoj |o (e'?,\)| < 1 za vse ¢ € [0, 27],
dobimo, da mora biti
A€ (0,1].

Naloga 6.3. Analizirajte stabilnost in red lokalne napake metode zZabjih skokov

n+2 __ n+l _  n+l n
= A (W = ) +

za resevangje problema

u+u, =0, u(0,z)= f(z).

Resitev:
7 metodo Zabjih skokov racunamo priblizke u’ = (uﬁ)}]:l, ¢=1,2,...,N, na slede¢ nacin:
0 -
A0 =)
u"? = Au" A=
A0 =X

ZapiSemo lahko tudi

un+2 un—l—l A T
() =2 () 2= (7 o)



95

Po nalogi 5.9 so lastne vrednosti matrike A enake

k
ak:2)\icosj—jl, k=1,2,...,J.

Ker so lastne vrednosti 8 matrike B in lastne vrednosti o matrike A povezane z enacbo

P
L

dobimo, da je 2J lastnih vrednosti matrike B enakih

«

4_—\/1—)\20082 i k=1,2,...,J.

= \i ,
B, + 1cos T

T
J+1
Recimo, da je X € (0,1]. Tedaj obstajajo koti g, k =1,2,...,J, da je

km
J+1

A cos = sin v

m
Bre =%, |Beel=1, k=12,...,J, p(B)=1
Za A € (0,1] je torej metoda stabilna.

Ce izberemo X > 1, pa dobimo, da je
Brr =1ie %, p(B) > 1,
kar implicira nestabilnost.

Pri obravnavi lokalne napake si pogledamo razvoj diferencnega operatorja

Dsu(tni1, %) = 5o (ultnse, 25) — ultn, 7)) + ox (ultns1, 2j11) — ultnsr, Tj-1))

25t 20x

iz katerega metoda sledi, okrog tocke (t,11,x;). Dobimo

1
Dsu(tny1, 75) = w(tnir, ;) + 65t2uttt(tn+1, z;) + O (6t*) +
1
+ Uy (tng1, T5) + gésczumw(tnﬂ, z;) + O (6z*)

in lokalna napake je enaka

1

TTH'I = 6(1 — >\2>5x2ummm(tn+17 xj) + o (5$4> '

J
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