1ZPIT iz TEORIJE MERE
29. avgust 2008

Resi naslednje 3 naloge in odgovori na 2 teoreti¢ni vprasanji. Izpit traja najvec 3
ure. Uporaba zapiskov, prirocnika in druge literature ni dovoljena. Ker je bilo z domaco
nalogo mogoce doseci 10 tock, je maksimalno stevilo tock na izpitu enako 90 tock, ki so
po nalogah razdeljene, kot je navedeno v oglatih oklepajih.

1. [20] Izracunaj limito
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2. [20] Naj bo a > 0. S pomocjo dvojnega integrala funkcije

f(z,y) = ysin(zy)

po primerno izbranem obmocju izracunaj integral

12

1 _
/ sin(ax) a:z:cos(ax)dx'
0

3. [20] Naj bosta p in v pozitivni konéni meri na prostoru (X, M), za kateri velja v < u
in v # 0. Pokazi, da obstajata merljiva mnozica E in Stevilo n, da je v(E) > 0 in
za vsako merljivo mnozico A C E velja

4. [15] Lebesgueov izrek o monotoni konvergenci (LMK):

(a) Formuliraj izrek! Izreka ni potrebno dokazati.

(b) Kaj dobimo iz izreka v posebnem primeru, ko je {f, }nen zaporedje karakteri-
sticnih funkcij merljivih mnozic?

(c) Naj bo u pozitivna mera na X, g € L*(X, u) nenegativna funkcija in naj za
zaporedje { f,}nen realnih merljivih funkeij na X velja

—g(x) < fi(z) < folz) < f3(z) < ...

za vsak x € X. Dokazi enakost

lim fnduZ/ Jdp.
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kjer je funkcija f limita po tockah, torej f(x) = lim, . fn(x) za vsak x € X.

5. [15] Izrek o povprecjih in njegova uporaba:

(a) Formuliraj izrek o povprecjih! Izreka ni potrebno dokazati.

(b) Zakaj obstaja Radon-Nikodymov odvod h kompleksne mere i po njeni totalni
variaciji |p|? Kaj velja za funkcijo h? Navedi izrek in dokazi samo tisto lastnost
funkcije |h|, kjer se uporabi izrek o povprecjih.



