1ZPIT iz TEORIJE MERE
15. junij 2007

Resi naslednje 3 naloge in odgovori na 2 teoreticni vprasanji. Izpit traja najvec¢ 3
ure. Uporaba zapiskov, priro¢nika in druge literature ni dovoljena. Ker je bilo z domaco
nalogo mogoce doseci 10 tock, je maksimalno Stevilo tock na izpitu enako 90 tock, ki so
po nalogah razdeljene, kot je navedeno v oglatih oklepajih.
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3. [20] Naj bo u konéna mera na prostoru X in f realna merljiva funkcija na X. Pokazi,
daje f € L™(X, u) za vsako naravno stevilo n in obstaja (kon¢na) limita lim || f||;

natanko takrat, ko je [f(z)| < 1 skoraj povsod.

4. [15] Lebesgueov izrek o monotoni konvergenci (LMK):

(a) Formuliraj izrek! Izreka ni potrebno dokazati.

(b) Katero enakost dobimo iz izreka v posebnem primeru, ko je {f, }nen zaporedje
karakteristicnih funkecij merljivih mnozic?

(c) Naj bo p pozitivna mera na X, g € L*(X, 1) nenegativna funkcija in naj za
zaporedje { f,}nen realnih merljivih funkeij na X velja

—g(x) < fi(z) < folz) < f3(z) < ...

za vsak x € X. Dokazi ali (s primerom) ovrzi enakost
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kjer je funkcija f limita zaporedja po tockah, torej f(x) = lim f,(z) zax € X.

5. [15] Produktna o-algebra in produktna mera:

(a) Navedi definicije pojmov: merljiv pravokotnik, elementarna mnozica, produk-
tna o-algebra in monotoni razred!

(b) Kako opisemo produktno o-algebro v druzini vseh monotonih razredov? Izreka
ni potrebno dokazati.

(c¢) Navedi mali Fubinijev izrek in potem definicijo produktne mere! S sliko utemelji
smiselnost definicije.

(d) Utemelji stevno aditivnost produktne mere!



