Poglavje 3
PRODUKTNI PROSTORI

3.1 Produktna o-algebra

Naj bosta (X, M) in (Y, N') merljiva prostora. Mnozico A x B v kartezi¢nem pro-
duktu X x Y imenujemo merljiv pravokotnik, kadar je A € M in B € N.
Produktna c-algebra M ® N je najmanjSa c-algebra na produktu X x Y, ki
vsebuje vse merljive pravokotnike.

Naj bo E C X xY. Za x € X definirajmo xz-prerez mnozice E kot mnozico
E,={yeY:(z,y) € E},zay €Y pay-prerez kot £Y = {z € X : (x,y) € E}.

Trditev 3.1 Ce je E € M ®N, potem je E, € N za vsak x € X in EY € M za
vsaky €Y.

Dokaz. Zaradi simetrije je dovolj dokazati, da je E, € N za vsak z € X. Naj
bo D druzina vseh mnozic £ C X x Y, za katere je E, € N za vsak x € X. Ce
je E=AxBzaA¢€ MinB e N, potem je E, = B € N, cejex € A, in
E,=0€N, cejex & A. To pomeni, da D vsebuje vse merljive pravokotnike. Ni se
tezko prepricati, da je D o-algebra. Zato je M®N C D, s ¢imer je dokaz koncan. []

Za bolj natancen opis produktne o-algebre potrebujemo koncept monotonega
razreda. Druzina C podmnozic neprazne mnozice X je monotoni razred, kadar
veljata sklepa:

(i) ¢e za zaporedje {E,} mnozic v C velja Fy C Ey C E3 C -+, potem je U2 | E,
tudi v C;

(i) ¢e za zaporedje {E,} mnozic v C velja E; D Ey O E3 D ---, potem je N2 F,
tudi v C.

Lema 3.2 (Lema o monotonem razredu) Naj bo A algebra podmnoZic mnoZice
X in C najmangsi monotoni razred, ki vsebuje A. Potem je C o-algebra, torej je C

najmanjsa o-algebra, ki vsebuje A.
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Dokaz. Za E € C definirajmo Cp ={F € C: E\F e C,F\E € C,ENF €C}.
Ocitno X in () pripadata Cr. Prav tako je ocitna ekvivalenca: F € Cp <= FE € Cp.
Ni se tezko prepricati, da je Cg monotoni razred, ker je tak C.

Ker je A algebra, iz £ € Asledi F' € Cp za vse F € A, torej A C Cg in zato
C CCpzavse E € A Cejetorej F € C, potem je F € Cp za vse E € A, od
koder zaradi zgornje ekvivalence sledi F € Cp za vse £ € A. Tako je A C Cr in
zato C C Cp za vse F' € C. To pomeni, daiz E,F € Csledi E\F €(C, F\E€C
in ENF €C. Kerje X € A CC, jeC algebra. Potem je C o-algebra po trditvi 1.4. []

Zadnjo lemo uporabimo sedaj v primeru druzine A vseh konénih disjunktnih
unij merljivih pravokotnikov. Druzina vseh merljivih pravokotnikov je elementarna
druzina, saj velja (A; X By) N (As X By) = (A1 N Ay) X (By N By) in (A x B)t =
(X x B°)U (A® x B). Po trditvi 1.7 je zato A algebra. Njene elemente imenujemo
elementarne mnozice. Iz leme 3.2 sledi, da je produktna c-algebra M @ N
najmanjsi monotoni razred, ki vsebuje A.

Naj bo f kompleksna funkcija na X x Y. Za x € X definirajmo z-prerez
fz funkcije f kot kompleksno funkcijo na Y, podano s predpisom f,(y) = f(x,y).
Podobno za y € Y definiramo y-prerez fY funkcije f kot kompleksno funkcijo na

X, podano s f¥(x) = f(x,y).

Trditev 3.3 Naj bo [ kompleksna M @ N -merljiva funkcija na X x Y. Potem je
funkcija fo. N-merljiva za vsak x € X in fY M-merljiva za vsak y € Y.

Dokaz. Zaradi simetrije je dovolj dokazati, da je funkcija f, N-merljiva za vsak
x € X. Naj bo U odprta mnozica v C. Potem je

E=f1U)={(z,y): flz,y) cU} EMRN.

Po trditvi 3.1je B, € N zavsakz € X. Toda B, = {y €Y : f.(y) e U} = f71(U),
torej je funkcija f, N -merljiva za vsak z € X. U]

3.2 Produktna mera

Izrek 3.4 (mali Fubinijev izrek) Naj bosta (X, M,u) in (Y,N,v) o-koncna
merljiva prostora. Za E € M @ N definirajmo nenegationi funkciji u in v za-
poredoma na X in naY zu(zr) =v(E,) inv(y) = w(EY). Potem je uw M-merljiva,

Judn= [ (3.1)

v je N-merljiva in velja
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Kerjev(E,) = [ xp,dv = [ xg(z,y)dv(y) in podobno u(EY) = [ xg(z,y)du(z),
lahko enakost (3.1) zapiSemo tudi v obliki

[ nte) [ xetwavty) = [ avty) [ xete.g)dute)

Dokaz. Obravnavajmo le primer kon¢nih mer. Po trditvi 3.3 sta definiciji funkcij
w in v smiselni. Naj bo C druzina vseh £ € M ® N, za katere veljajo zakljucki
izreka. Dokazati moramo, da je C = M @ N. Ce je E = A x B, kjer je A € M
in B € N, potem je u(z) = v(B)xa(z), v(y) = u(A)xs(y) in oba integrala v
(3.1) sta enaka p(A)v(B). Torej C vsebuje vse merljive pravokotnike. Lahko se
je prepricati, da potem C vsebuje vse elementarne mnozice. Po lemi 3.2 je zato
dovolj videti, da je C monotoni razred. Ce za zaporedje {E,} mnozic v C velja
E, C Ey C E3 C---inje E = U2, E,, potem so funkcije u,(x) = v((E,):)
merljive in po tockah narasc¢ajo proti funkciji u(x) = v(E,), ki je zato merljiva.
Podobno velja za funkcije v,(y) = p((E,)Y) in v(y) = p(EY). Z uporabo LMK
dobimo

/ud,u:nliﬁrgO undu:nliﬂrgO ?)ndl/:/vdl/,
s ¢imer smo dokazali, da je E € C.
Podobno postopamo, ¢e za zaporedje { E, } mnozic v C velja Fy O Ey O E3 D

in je E = N, E,. Tedaj so funkcije u,(z) = v((FE,),) merljive in po tockah
padajo proti funkcm u(z) = v(E,), ki je zato merljiva. Podobno velja za funkcije
un(y) = p((En)Y) in v(y) = p(EY). Ker je uy(z) = v((Er).) < v(Y) < oo in
u(X) < oo, je uy € L'(u) in zato lahko v dokazu enakosti (3.1) uporabimo LDK
namesto LMK. S tem smo dokazali, da je C monotoni razred. L]

Naj bosta (X, M, u) in (Y,N,v) o-konéna merljiva prostora. Z vrednostjo v
(3.1) definiramo produktno mero p X v mnozice E € M ® N, torej

(3 )(E) = [ () dnta) = [ n(E")dviy)

Pokazimo, da je p X v res mera na M ® N. Naj bo {E,}?2, zaporedje paroma
disjunktnih mnozic v M in E = U2, E,. Potem je xg = >~ X, in zato imamo

(nxv)(E) = /du(ﬂf)/ (Z xEn(xyy)) dv(y) =

o0

- Z/du ) [ X e dvle) = 3G x (B

n=1
Prav tako se je lahko prepricati, da je produktna mera o-konéna. Ce je namreé
X =U2, X, inY =UX_,Y,, kjer je u(X,) < 0o za vsak n in u(Y,,) < oo za vsak
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m, potem je X XY = U2 U®_ X, XY, in (uxv)(X, XY, =wX,)vY,) <o

za vsak m in n.

Izrek 3.5 (Fubinijev izrek) Naj bosta (X, M, pn) in (Y,N,v) o-koncéna merljiva
prostora in f M @ N -merljiva funkcija na X X Y.
(a) Ce je f nenegativna funkcija in ce je

ulw) = [ fodv in o) = [ £, (3.2)

potem je u M-merljiva, v je N -merljiva in velja

Judn= [ ratuxv)= [vav (33)

(b) Ceje f € L' (1 x v), potem je f, € L'(v) skoraj za vsak x € X, f¥ € L*(u)
skoraj za vsaky € Y, funkciji u in v iz (3.2) sta definirani skoraj povsod, u € L*(p),
v € LY(v) in velja enakost (3.3).

Tocko (a) v Fubinijevem izreku nekateri pripisujejo Tonelliju in zato izrek 3.5
imenujejo Fubini-Tonellijev izrek.
Enakost (3.3) lahko zapisemo v daljsi obliki

[an@) [ aiv) = [ fepdux ey = [avt) [ ) duta).

Prvi in tretji izraz sta dvakratna integrala, srednji pa je dvojni integral.
Predpostavko f € L'(u x v) v tocki (b) obicajno preverimo s pomocjo tocke (a),

s katero pokazemo konénost enega od dvakratnih integralov za funkcijo | f].

Dokaz. Pokazimo le (a). Po trditvi 3.3 sta definiciji (3.2) smisleni. Ce je f = xg,

potem (3.3) velja po malem Fubinijevem izreku. Zaradi linearnosti integrala (a) velja

za vse enostavne nenegativne funkcije f. V splosnem primeru obstaja zaporedje {s, }

enostavnih funkeij na X x Y, ki po tockah naraséa proti f. Ce sta u, in v, funkciji

na X in na Y, ki pripadata funkciji s,,, potem po LMK imamo najprej
lim u,(x) = lim [ (s,). dv = /fx dv = u(x)
in potem Se
/udu—nli_{go unduzgi_{ilo snd(uxu)—/fd(pLXV).

S tem smo dokazali prvo enakost v (3.3), druga pa velja zaradi simetrije. U]

Naslednji primer nas preprica, da predpostavko f € L'(u x v) v tocki (b) ne

moremo nadomestiti s predpostavko, da dvakratna integrala obstajata.
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Primer 3.6 Naj bo X =Y = N, M = N = P(N) in p = v mera Stetja tock.
Potem je MQN = P(NxN) in ux v mera Stetja tock. Definirajmo realno funkcijo
f na N x N s predpisom

1, cem=n
f(m,n)=< -1 , éem=n+1
0 , sicer

Potem imamo

§ [ 5 o) = if(mm) 0
Torej je .

[ i) [ sty avin) =1
: [ vt [ s dutm) <o
Ocitno je

[ 1s1dtux ) = o

S primerom pokazimo Se, da ze v malem Fubinijevem izreku ne moremo izpustiti

predpostavke o o-konc¢nosti mer.

Primer 3.7 Naj bo X =Y = [0,1], M Lebesguova o-algebra, . Lebesguova mera,
N =P([0,1]) in v mera stetja tock. Naj bo D = {(z,z) : = € [0,1]}. Ce oznacimo

K, = [O,H x {o,ﬂ U E%} x E%} U...U [";1,1] x [ngl,l],
) =

je D = K, in zato je D M ® N -merljiva mnozica. Potem je u(z) = v(D,) =
v({z}) =1 za vsak x € [0,1] in [udp = 1, toda v(y) = (DY) = u({y}) = 0 in
Jvdv=0.

Ce sta p in v polni meri, potem produktna mera p X v obi¢ajno ni polna.

Primer 3.8 Naj bo X =Y =R, M =N = L Lebesguova o-algebra in jn =v =m
Lebesguova mera. Izberimo neprazno mnozico A € L z mero enako 0 in podmnoZico
B C R, ki ni Lebesgueovo merljiva. Potem zaradi trditve 3.1 mora veljati A X B &
LRL. KerjeAxBCAxReL®L in(mxm)(AxR)=m(Am(R) =0,
merljiv prostor (R x R, L ® L, m X m) potemtakem ni poln.
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Izrek 3.9 (Fubinijev izrek za polni meri) Naj bosta (X, M, pu) in (Y,N,v)
polna o-konéna merljiva prostora in (X x Y, L, \) napolnitev merljivega prostora
(X XY, MN,uxv). Cejef L-merljiva funkcija na X xY, potem je f, N-
merljiva skoraj za vsak x € X, fY je M-merljiva skoraj za vsak y € Y in zato
sta funkciji u in v iz (3.2) definirani skoraj povsod. Ostali zakljucki izreka 3.5 so

nespremenjent.

3.3 Lebesgueova mera na R"

Naj bo £ Lebesgueova o-algebro na R in m Lebesgueova mera na L. Lebesgueova
mera m” na R" je napolnitev produktne mere m x m x ... x m, definirane na
produktni o-algebri LOLR...®L, kjer imamo n faktorjev. Njeno domeno oznac¢imo

z L.
Izrek 3.10 Za mnozico E € L™ velja:
(a) m"(E) =inf{m"(U) : E C U,U odprta} = sup{m"(K) : K C E, K komp.};

(b)) E = FUN = G\ M, kjer je F Fy-mnozica, G Gs-mnoZica in m"(M) =
m™(N) = 0;

(¢) za vsak x € R"™ je v + E € L™ in velja m"(x + E) = m™(E).
Izrek 3.11 Naj bo T : R™ — R™ obrnljiva linearna preslikava.
(a) Ce je E € L™, potem je T(E) € L™ in velia m™(T(E)) = | det T| m"™(E);

(b) Ce je f Lebesqueovo merljiva funkcija na R™, potem je tudi f o T in velja
/fdm” = |detT\/(fOT)dm".

Ce je T rotacija ali zrcaljenje, je |detT| = 1, torej je Lebesgueova mera m™

invariantna za rotacije in zrcaljenja.



