DOMACA NALOGA 1Z TEORIJE MERE

Vse naloge so enakovredne. Pri reSevanju nalog si lahko pomagate z litera-
turo. Sodelovanje s kolegi ni dovoljeno, lahko pa se posvetujete z menoj. Rok
za oddajo s kemi¢nim svinénikom napisanih reSitev je 22. 4. 2009. Prosim,
da napisete tudi izjavo, da ste naloge resevali samostojno.

1. Naloga. Naj bo X neprazna mnoZica, A1, As,..., A, C X neke njene
podmnozice in o({A1, Ag,...,A,}) najmanjSa o-algebra na X, ki vsebuje
vse mnozice Aq, Ag, ..., A,. Oznafimo z {0, 1}" mnozico vseh binarnih n-
teric, tj. {0,1}" := {(61,92...,9,) : & € {0,1} za vsak i}. Za vsak i
ozna¢imo Se A;(0) := Af in A;(1) := A;, za 5 = (81,02, ...,0,) pa naj bo
Ay =2 Ai(0;). Pokazi, da velja

c({A1, Ag, ... A} = {EgX cE=|J4;.7¢ {0,1}”}.
SeJ

Pri dokazovanju je potrebno utemeljiti vsak korak.

2. Naloga. Naj bo (X, M, u) merljiv prostor s tako pozitivno mero, da velja
pu(X) = 1. Naj za mnozice Ay, Ag,..., A, € M velja > 7" u(A;) > n—1.
Pokazi, da je potem p((); A;) > 0.

3. Naloga. Izrac¢unaj limito
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4. Naloga. Naj bo (X, M, u) merljiv prostor s pozitivno mero. Naj bo
Ai, Ag, ... € M zaporedje merljivih mnozic. Ozna¢imo B = (\,—; Ur— ) An.

(a) Pokazi, da velja
B={rx e X : ze€ A, zaneskoncno stevil n}.
(b) Pokazi, da iz Y o2 | 1(A,) < oo sledi u(B) = 0.

5. Naloga. Naj za funkcijo ¢ : N — (0,00) velja > 72, ¢(k) < co. Naj
bo E mnoZica vseh takih stevil x € [0, 1], da za neskon¢no naravnih Stevil g,
obstaja tako celo stevilo p, da je 0 < p < ¢, poleg tega pa velja |x—§\ < @.
S pomocjo 4. naloge pokazi, da je mnozica E Lebesgueovo merljiva, njena

Lebesgueova mera m(E) pa je enaka 0.

Pomo¢: Za fiksen ¢ definiraj mnozico

E,={z€[0,1] : IpeZ, 0<p<yq, |x_§|<@}7

nato pa pokazi, da je m(E,) < 2¢(q).



