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3. izpit iz predmeta UVOD V FUNKCIONALNO ANALIZO
7. julij 2011

(1) (a) Naj bo K neprazna konveksna podmnozica v vektorskem prostoru s skalarnim produk-
tom, & pozitivno realno stevilo in « razdalja med danim vektorjem z in mnozico K.

Dokazi, da razdalja med poljubnima elementoma mnozice
{reK: ||z—z|| <a+d}

ni veéja kot 24/0(2a + 9).
(b) Naj bo K neprazna konveksna zaprta podmnozica Hilbertovega prostora H in « razdalja

med danim vektorjem z € H in mnozico K. Z uporabo tocke (a) dokazi znano dejstvo

(s predavanj), da obstaja natanko en vektor zo € K, da je ||zg — z|| = a.

(2) Naj bosta E in F razlicna komutirajo¢a idempotentna omejena operatorja na Banachovem
prostoru. Kaksno je zaporedje lihih potenc operatorja E— F', tj. zaporedje {(E— F)*1},cn?
Dokazi, da je ||E — F|| > 1.

(3) Na prostoru [? je podan operator A s predpisom
A(Slil,xg, X3,Ty4,T5, . . ) = (%1 + i) -+ T3, T2 + T3 -+ Ty, T3 -+ Ty + Ty, .. )
(a) Dokazi, da je A omejen in izra¢unaj njegovo normo.
(b) Izracunaj A*.
(c) Ali je A injektiven? Doloci dim ker A.

(4) Naj bo z kompleksno stevilo z absolutno vrednostjo 1. Naj bo A tak kompakten operator
na kompleksnem Hilbertovem prostoru H, da velja A* = zA. Dokazi, da je operator A
diagonalizabilen. Pokazi, da vse njegove lastne vrednosti lezijo na neki premici skozi izhodisce.
Kateri?

(5) Omejen integralski operator K : L?[0,1] — L?[0,1] je za zvezne funkcije f € L*[0, 1] definiran
s predpisom X
(K@) = [ minft = 21—} )y
(a) Dokazi, da je K kompakten sebiadjungiran operator.
(b) Zapisi Sturm-Liouvillov operator L, kateremu pripada operator K. Dolo¢iti je treba tudi
definicijsko obmocje operatorja L.
(c) Pokazi, da je (Lu,u) > 0 za vse nenicelne funkcije u iz definicijskega obmocja operatorja
L.
(d) Izracunaj vse lastne vrednosti in lastne vektorje operatorja L.

(e) Izra¢unaj normo operatorja K.



