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2. izpit iz predmeta UVOD V FUNKCIONALNO ANALIZO
24. 3. 2014

Realen vektorski prostor vseh polinomov R[x] opremimo s skalarnim produktom

(p,q) = /_ p(z)q(z)dx.
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Naj bo

n

7 = {meaﬂmﬂ: neN,bmeR}.

m=0

Dokazi, da je Y L Z v R[z] in da velja Rjz] =Y & Z.

Resitev
Ni tezko preveriti, da sta Y in Z podprostora v R[z]. Naj bosta m,n € Ny. Tedaj je
1 1
1

2m  .2n+1 2m—+2n-+1
(™, ) /_ L 2m +2n + 2

2m—+2n+2 =0

-1
Odtod sledi, da velja
<Zaix2i7 ijx2j+1> _ Zzaibj <x2i,a:2j+1> -0
i=0 j=1 i=0 j=0
in zato je Y L Z.
Ce je p poljuben polinom v R[z], potem je ¢(z) = ’w eY,r(x) = ’w € Z in
veljap=q+r.

Naj bo H Hilbertov prostor in A normalen operator na H. Dokazi, da za vsak n € N velja
ker A™ = ker A.

Resitev
Ocitno je ker A C ker A". Za dokaz obratne inkluzije vzemimo, da je A"z = 0, torej
A(A"z) = 0. Tedaj je
A"z € ker ANimA C ker AN (ker A*)* = ker A Nker A = {0},

saj zaradi normalnosti operatorja velja ker A* = ker A. Torej je A" 'z =0. Cejen—1> 1,

razmislek ponovimo. Po n — 1 korakih dobimo Az = 0, kar smo Zeleli videti.

Naj bo H Hilbertov prostor, {e, },en ortonormiran sistem v H in 7" omejen operator na H.

(a) Dokazi, da za vsak omejen linearen funkcional f na H velja

lim f(Te,) = li_)m f(en) =0.

n—o0



(b) Ce je T kompakten, potem dokazi, da je lim,_,. Te, = 0.

Resitev
(a) Naj bo f omejen linearni funkcional na H. Potem po Rieszovem izreku obstaja tak
vektor y € H, da je f(z) = (x,y) za vse © € H. Iz enakosti f(e,) = (e,,y) in Besselove
neenakosti sledi, da velja
A, flen) =0

Na podoben nacin vidimo, da iz

f(Ten) = (Ten,y) = (e, T"y)
sledi, da je lim,, o, f(Te,) = 0.

(b) Naj bo sedaj T" kompakten operator na H. Predpostavimo, da zaporedje {Te,}, ne
konvergira proti 0. Zato obstaja tak ¢ > 0 in ustrezno podzaporedje {e,, }ren zaporedja
{€n}nen, da velja

[Ten, || = c
za vse k € N. Zaradi kompaktnosti operatorja T obstaja tako podzaporedje {enkj }iens
da velja
jli)nolo Tenkj =1.
Ker je norma zvezna preslikava, je ||y|| > ¢. Po drugi strani pa iz (a) sledi f(y) =
im0 f(Tenkj) = 0 za vse f € H*. V posebnem primeru je (y,y) = 0 in zato y = 0.
Protislovje !
(4) Dokazi, da za vsak t € [a,b] in za vsako zvezno funkcijo f na [a,b], za katero velja f(t) =
0, obstaja zaporedje polinomov {p,}.en, ki na intervalu [a, b] konvergira enakomerno proti

funkciji f in velja p,(t) = 0 za vse n € N.

Resitev

Po Weierstrassovem izreku obstaja tako zaporedje polinomov {g, }nen, ki na [a,b] enako-
merno konvergira proti funkciji f. Naj bo € > 0 poljuben. Definirajmo p, = ¢, — ¢, (t).
Za polinom p, velja p,(t) = 0. Naj bo ng tak, da za vse n > ng in vse = € [a,b] velja

lgn(z) — f(2)] < 5. Tedaj za vse z € [a,b] in n > ng velja

Pn(2) = f(@)] = lgn(®) = au(t) = F(2)] < lgn(x) = f(2)] + [gu(t) = FO)] < e

(5) Linearen operator K : [* — [? je podan s predpisom

K(I1,$2,I3,(L’4, ey Toan—15T2n,y - - ) =
I I Ty T3 T3 T4 Ton—1 Top—1 Ton
= _7_+_7_7_+_7"'7 ) + g oo
(23 2374 3 n+l'n+2 n+l )

(a) Dokazi, da je K" kompakten operator.
(b) Klasificiraj spekter in doloci lastne podprostore operatorja K.



(c)

Izracunaj K* in ||[K*K||. Koliko je || K||?

Resitev

(a)

Definirajmo operatorja K; in K, na [? z naslednjima predpisoma:

K _[T1 X1 X3 T3 Ton—1 Lon-—1
1(71, 22,23, Ty, .., Ton—1, To, .. .) = 77?7?727“-7711_’_17”_’_2"'7
in
T Ty Ton
KQ(xlax27$37x4a---7$2n—lax2n7---): (07?707§7"'7 7n_'_17"'7

Operatorja K; in K5 lahko zapiSsemo kot produkt omejenega in kompaktnega operatorja
(katerih?), odkoder sledi, da sta K in K3 kompaktna in zato je tudi njuna vsota Kj +
Ky = K kompaktna.

Iz enacbe Kz = Az dobimo

)\1'27171 = xfbj__ll
_ T2n—1 T2on
Aon = S5t
za vse n € N. Ce 9,1 # 0, potem je A\ = n%l Iz druge enacbe sledi x5, 1 = 0, kar
je protislovje. Zato je xs9,_1 = 0, lastna vrednost je n+r17 pripadajoci lastni podprostor

je linearna ogrinjaca vektorja ey,. Tockasti spekter operatorja K je enak {1/(n + 1) :
n € N}. V spektru je e tocka 0, ki pa je v zveznem delu spektra, saj je operator K
injektiven, njegova zaloga vrednosti pa vsebuje vse standardne bazne vektorje in je zato
gosta v [2.

7 direktnim rac¢unom vidimo, da velja

*
K (Il,xg,.fg,x4, ey Loapn—1yL2ny -+ - ,) =

(Y Y2 Y2 Y3 Vs Ys Yon—1 Yon Yon
_(2+3’2’3+4’3"”’n+1+n+2’n+1"”)

Ker je operator K*K kompakten in sebiadjungiran, je || K*K|| najvecja lastna vrednost

operatorja K*K. Ker ima K*K v standardni bazi blo¢no diagonalno matriko, katere

diagonalni bloki so velikosti dva, je treba izracunati najvecjo lastno vrednost matrike

113 6
36 6 9]

Za rezultat dobimo ||K|* = | K*K|| = _11+326\/E'



