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ustavljanja spremenljivko”

Tij = [min{n > 1, X, = 5;}/ X0 = si]

Casi prvih.

e V primeru, da tak n ne obstaja, dopustimo kot vrednost Tj;
tudi “Stevilo” +o00. Taka nekoliko posplosena slu¢ajna

spremenljivka ima svoje vrednosti v mnoZici Noo = NU {o0}.
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spremenljivko ¢as prvega prehoda iz stanja s; v stanje s;.
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spremenljivka ima svoje vrednosti v mnoZici Noo = NU {o0}.
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Casi prvih prehodov in vrnitev

Pri poljubnih stanjih s;,s; € S vpeljemo “slu¢ajno
spremenljivko”

T = [min{n > 1; X, = s5;}/ X0 = 5]

V primeru, da tak n ne obstaja, dopustimo kot vrednost T;;
tudi “Stevilo” +o00. Taka nekoliko posplosena slu¢ajna
spremenljivka ima svoje vrednosti v mnoZici Noo = NU {o0}.
V primeru i # j poimenujemo tako vpeljano sluéajno
spremenljivko ¢as prvega prehoda iz stanja s; v stanje s;.

V primeru i = j pa je to as prve vrnitve iz stanja s; vase.
Oglejmo si verjetnostne porazdelitve teh €asov za n € N,.
Najprej vpeljimo oznake in potem pois¢imo zvezo s prehodnimi
verjetnostmi:
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vrnitev



Zveza med verjetnostmi ¢asov

in prehodnimi verjetnostmi
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pogla\_/je (n)
Casi f;j = P( 7—’./ = n),

ustavljanja

oo

> £ = P(Tj < o0);

n=1

od tod pa dobimo 3e

P(Tj=o00) = £ =1 f7.

vrnitev

Za poljubni stanji s; in s; velja:



Zveza med verjetnostmi ¢asov

in prehodnimi verjetnostmi
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[o.¢]
poglavje (n) o o _ (n) — .
£i" = P(Ty =n), ter fj = ;fu = P(Tj <o),
od tod pa dobimo 3e
P(Ty=o0) = £ =1 1.
vrnitev

Za poljubni stanji s; in s; velja:

() _ N (k) (n—K)
P =25 Py

k=1

(m)

kjer pjj

oznacuje (ij)-to komponento matrike P".
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ustavljanja
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v g =PXa=s,Xo1#si,.... X1 #si}/Xo =5i).

o ot Medtem ko pomeni fij(") verjetnost za prehod iz stanja s; v
asl prvi

prehodov in stanje s; v n korakih brez vmesnih obiskov stanja s;, pomeni

vrnitev
gé-") verjetnost za prehod iz stanja s; v stanje s; v n korakih

brez vmesnih obiskov stanja s;. Gre torej spet za porazdelitev
nekega sluajnega ¢asa. V obeh primerih gre za ¢as s
prepovedjo (obiska nekega stanja). Velja soroden izrek.



Casi s prepovedjo

Verjetnost 2 Vpeljimo verjetnosti
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= — p.

pocgaVJe gU - pU7

ustavijszianja

g,-s-") =P (Xn =55, Xo-1# i), X1 £ si}/Xo = si).
S Medtem ko pomeni fij(") verjetnost za prehod iz stanja s; v
asl prvi

prehodov in stanje s; v n korakih brez vmesnih obiskov stanja s;, pomeni

vrnitev
gé-") verjetnost za prehod iz stanja s; v stanje s; v n korakih

brez vmesnih obiskov stanja s;. Gre torej spet za porazdelitev
nekega sluajnega ¢asa. V obeh primerih gre za ¢as s
prepovedjo (obiska nekega stanja). Velja soroden izrek.

Za poljubni stanji s; in s; velja:
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= — p.

pocg avje gU p’J7

asi
ustavljanja
(n) _

gU P(Xn:Sj, ,,,1#S;,...,Xl#s,'}/XQ:S,').
o ot Medtem ko pomeni fij(") verjetnost za prehod iz stanja s; v
asl prvi

prehodov in stanje s; v n korakih brez vmesnih obiskov stanja s;, pomeni
vrnitev
(n)

8 verjetnost za prehod iz stanja s; v stanje s; v n korakih
brez vmesnih obiskov stanja s;. Gre torej spet za porazdelitev
nekega sluajnega ¢asa. V obeh primerih gre za ¢as s
prepovedjo (obiska nekega stanja). Velja soroden izrek.

Za poljubni stanji s; in s; velja:

pI(Jn) Z p”k)gun k) '
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Dualnost obnasanja obeh &asov vidimo lepo iz naslednjega
izreka.
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Cas zadnjega izhoda

Verjetnost 2 ) ) ) ) . e
S Slednja dva izreka poimenujemo po vrsti dekompozicija ¢asov
poglavje

Casi prvega prihoda in Casov zadnjega izhoda. Vpeljemo Se

ustavljanja

Matjaz

o0
Omladi¢ * (n)
8ij = E &ij -

n=1

Casi prvih
prehodov in
vrnitev

Dualnost obnasanja obeh &asov vidimo lepo iz naslednjega
izreka.

Za poljubni razli¢ni stanji s; in s; so ekvivalentne trditve:
B S; v S
*
mf7>0
*
mg;>0



Rodovne funkcije
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n=0

Iz obeh dekompozicijskih izrekov dobimo nov izrek, ki povezuje
te rodovne funkcije.
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Rodovne funkcije

Verjetnost 2

Drugo Vpeljemo rodovne funkcije zgoraj vpeljanih verjetnosti:

poglavje
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asi
ustavljanja

m\)h

Gij(z) = Z g,'jn)zn-
n=0

Iz obeh dekompozicijskih izrekov dobimo nov izrek, ki povezuje
te rodovne funkcije.

Povrnljiva in
minljiva stanja

Izrek (Dekompozicija rodovnih funkcij)




Rodovne funkcije

Verjetnost 2 . . . . . . .
Drugo Vpeljemo rodovne funkcije zgoraj vpeljanih verjetnosti:
poglavje
asi
ustavljanja

Omladi¢ n=0

Gij(z) = Z g,'jn)zn-
n=0

Iz obeh dekompozicijskih izrekov dobimo nov izrek, ki povezuje
te rodovne funkcije.

Povrnljiva in
minljiva stanja

Izrek (Dekompozicija rodovnih funkcij)

m Pj(2) = & + Fij(2)P;(2)
n P;(z) = Pi(2)Gy(2) (za i # j).
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Verjetnost 2 Naj bo ¢, > 0 zaporedje relanih $tevil, za katero ima potenéna
rug

poglavje vrsta

asi

o0
ustavljanja
7 C(z) = g cnz"
n=0

konvergen&ni radij ne manjsi od 1.

Izrek (Abelov izrek iz poten&nih vrst)
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Abelov izrek

Verjetnost 2 Naj bo ¢, > 0 zaporedje relanih $tevil, za katero ima potenéna
rug

poglavje vrsta

asi

o0
ustavljanja
C(z) = g cnz"
adic n=0

A\
konvergen&ni radij ne manjsi od 1.

Izrek (Abelov izrek iz poten&nih vrst)

Povrnljiva in

minfjiva stanja Tedaj obstaja (kon&na ali neskonéna) desna limita funkcije
C(z), ko gre z 1 1 in je enaka

imC2) =S cn
lim C(2) HZ_;)C



Abelov izrek

Verjetnost 2 Naj bo ¢, > 0 zaporedje relanih $tevil, za katero ima potenéna
rug

poglavje vrsta

asi

o0
ustavljanja
C(z) = g cnz"
adic n=0

A\
konvergen&ni radij ne manjsi od 1.

Izrek (Abelov izrek iz poten&nih vrst)

Povrnljiva in

minfjiva stanja Tedaj obstaja (kon&na ali neskonéna) desna limita funkcije
C(z), ko gre z 1 1 in je enaka

imC2) =S cn
lim C(2) HZ_;)C

Ta izrek spada v elementarno analizo in ga pogosto rabimo, ko
Zelimo kaj izralunati s pomo&jo rodovnih funkcij.
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poglavje
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se veriga vrne z verjetnostjo 1 v konénem casu.
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Povrnljiva in minljiva stanja

Verjetnost 2

pone Za stanje s; € S pravimo, da je povrnljivo, Ce je fi =1 in

ustfvﬁ;;nja minljivo sicer. Povrnljiva so torej natanko tista stanja, v katera
se veriga vrne z verjetnostjo 1 v konénem casu.

Izrek

m Za minljiva stanja s; velja

\}

Povrnljiva in
minljiva stanja 1

(n) _
I



Povrnljiva in minljiva stanja

Verjetnost 2

pone Za stanje s; € S pravimo, da je povrnljivo, Ce je fi =1 in

ustfvﬁ;;nja minljivo sicer. Povrnljiva so torej natanko tista stanja, v katera
se veriga vrne z verjetnostjo 1 v konénem casu.

Izrek

m Za minljiva stanja s; velja

\}

Povrnljiva in
minljiva stanja 1

(n) _
I

o0
m Stanje je povrnljivo natanko takrat, ko je vrsta Z p,(i")

. n=0
divergentna.



Povrnljiva in minljiva stanja - nadaljevanje
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asi

ustavijanja m Za minljivo stanje s; velja, da je vrsta

S ()
n
>_Pj
n=0
Povrnljiva in

e s konvergentna za vsako stanje s; € S.




Povrnljiva in minljiva stanja - nadaljevanje

Verjetnost 2

Drugo Izrek (Nadaljevanje)
poglavje
asi
ustavljanja m Za minljivo stanje s; velja, da je vrsta
Matjaz
Omladi&

()
n
2P
n=0
I .
moi:Irj?vJalvsat;:ja konvergentna za vsako stanje s; € S.

m V posebnem velja za vsako minljivo stanje s;, da je
lim p(")

i’ = 0 za vsako stanje s; € S.
n—oo ' Y



Povrnljiva in minljiva stanja - nadaljevanje

Verjetnost 2 . .
Druge Izrek (Nadaljevanje)
poglavje
asi
ustavljanja

m Za minljivo stanje s; velja, da je vrsta

S ()
n
>_Pj
n=0
Povrnljiva in

e s konvergentna za vsako stanje s; € S.

Matjaz
Omladi¢

m V posebnem velja za vsako minljivo stanje s;, da je
lim p(")

i’ = 0 za vsako stanje s; € S.
n—oo ' Y

m Ce je stanje s; povrnljivo in je s; ~ sj, potem je tudi
stanje s; povrnljivo.



Povrnljiva in minljiva stanja - nadaljevanje

Verjetnost 2

Drugo Izrek (Nadaljevanje)
poglavje
asi

Letaliania m Za minljivo stanje s; velja, da je vrsta

Matjaz
[e.e]
(n)
D_Pj
n=0
Povrnljiva in

Omladi¢
e s konvergentna za vsako stanje s; € S.

m V posebnem velja za vsako minljivo stanje s;, da je
lim p(")

i’ = 0 za vsako stanje s; € S.

n—oo Y

m Ce je stanje s; povrnljivo in je s; ~ sj, potem je tudi
stanje s; povrnljivo.

m V vsakem ekvivalenénem razredu med seboj povezanih
stanj so bodisi vsa stanja povrnljiva bodisi vsa stanja

minljiva.



Casi ustavljanja
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markovsko verigo Xp, X1, ...), € velja, da je pri poljubnem
n > 0 dogodek { T = n} odvisen le od slu€ajnih spremenljivk
{Xo, X1, ..., Xn}. Primer &asa ustavljanja je npr. &as prvega
prehoda oz. vrnitve, saj velja:
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Casi ustavljanja

Slu¢ajno spremenljivko T (z vrednostmi v nenegativnih celih
Stevilih) poimenujemo &as ustavljanja (glede na dano
markovsko verigo Xp, X1, ...), € velja, da je pri poljubnem
n > 0 dogodek { T = n} odvisen le od slu€ajnih spremenljivk
{Xo, X1, ..., Xn}. Primer &asa ustavljanja je npr. &as prvega
prehoda oz. vrnitve, saj velja:

{Tij=nt={Xi #5, X0 #sj,..., Xo1 # 5| X0 = 51}

Podobni premisleki veljajo tudi za druge Zase s prepovedjo. Casi
ustavljanja nam pomagajo pri razmislekih o ¢asovni odvisnosti.
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Casi ustavljanja

Slu¢ajno spremenljivko T (z vrednostmi v nenegativnih celih
Stevilih) poimenujemo &as ustavljanja (glede na dano
markovsko verigo Xp, X1, ...), € velja, da je pri poljubnem
n > 0 dogodek { T = n} odvisen le od slu€ajnih spremenljivk
{Xo, X1, ..., Xn}. Primer &asa ustavljanja je npr. &as prvega
prehoda oz. vrnitve, saj velja:

{Tij=nt={Xi #5, X0 #sj,..., Xo1 # 5| X0 = 51}

Podobni premisleki veljajo tudi za druge Zase s prepovedjo. Casi
ustavljanja nam pomagajo pri razmislekih o ¢asovni odvisnosti.
Vpeljimo zdaj &as m-tega prehoda (oz. vrnitve) T,.J(.m), ki je
enak n, kadar v Casu n pride veriga v stanje s; natanko m-ti¢
pri pogoju, da je zalela v ¢asu 0 v stanju s;. Tudi ta &as je &as
ustavljanja.



Poljubno mnogo obiskov

Vieijsinesi 2 Zaporedju dogodkov Aj, Az, As, ..

s . priredimo dogodek, da se

poglavie dogodki iz tega zaporedja primerijo poljubno mnogokrat.
ustavljanja Formalno zapisemo tak dogodek v obliki
KIW l‘;‘ ‘1‘ “ T x &
Omlad ﬂ U AK
k=1 K=k
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Poljubno mnogo obiskov

Verjetnost 2 Zaporedju dogodkov Aj, Az, As, .

Lo .. priredimo dogodek, da se

poglavie dogodki iz tega zaporedja primerijo poljubno mnogokrat.
ustavljanja Formalno zapiSemo tak dogodek v obliki
Matjaz o0 o0
Omladi¢
M U A«
k=1 K=k

Tak dogodek se ne spremeni, ¢e v zaporedju dogodkov

izpustimo konéno mnogo ¢lenov. Dogodkom s to lastnostjo
i pravimo repni dogodki zaporedja dogodkov Aj, Ay, As, .... Ce
Sl bi bili dogodki iz tega zaporedja neodvisni, potem bi veljalo, da
imajo lahko repni dogodki le verjetnost 0 ali 1. Tako pravi
Zakon 0 — 1 Kolmogorova.



Poljubno mnogo obiskov

Vizimes: 2 Zaporedju dogodkov Aj, Az, As, .

s .. priredimo dogodek, da se

poglavie dogodki iz tega zaporedja primerijo poljubno mnogokrat.
ustavljanja Formalno zapisemo tak dogodek v obliki
<I>‘ '\'5511' =
vmiadic m U AK
k=1K=k

Tak dogodek se ne spremeni, ¢e v zaporedju dogodkov
izpustimo konéno mnogo ¢lenov. Dogodkom s to lastnostjo
i pravimo repni dogodki zaporedja dogodkov Aj, Ay, As, .... Ce
Sl bi bili dogodki iz tega zaporedja neodvisni, potem bi veljalo, da
imajo lahko repni dogodki le verjetnost 0 ali 1. Tako pravi
Zakon 0 — 1 Kolmogorova.
V nadaljevanju se bomo posvetili poljubno mnogo obiskom
nekega stanja markovske verige. Vpeljemo g;; kot verjetnost
dogodka, da veriga obisCe stanje s; poljubno mnogokrat pri
pogoju, da je zacela v stanju s;.



Poljubno mnogo obiskov — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo Izrek

poglavje
asi

ustavijanja m Za poljubno stanje s; velja, da je

| 1, cejes; povrnljivo;
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Poljubno mnogo obiskov — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo
poglavje
asi

ustavijanja m Za poljubno stanje s; velja, da je

Matjaz

omiadic | 1, cejes; povrnljivo;
Ui 0, ¢&e jes; minljivo.

Izrek

m Za poljubni stanji s; in s; velja, da je
Poljubno
mnogo

obiskov stanja i = f;_[’ ce Jjée SJ' pOVrnUIVO,
v 0, cejes; minljivo.



Poljubno mnogo obiskov — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo
poglavje
asi

ustavijanja m Za poljubno stanje s; velja, da je

Matja¥

Omladic | 1, cejes; povrnljivo;
Ui 0, ¢&e jes; minljivo.

Izrek

m Za poljubni stanji s; in s; velja, da je
Poljubno
mnogo

obiskov stanja i = f;_] 5 ce Jjée Sj pOVrnUIVO,
v 0, cejes; minljivo.

m Ce je stanje s; povrnljivo in za stanje sj velja s; ~ sj,
potem je

qi = qji = 1.



Fundamentalni razcep — splosni primer

Verjetnost 2

pie Izrek (Nadaljevanje)
poglavje
asi

il m V razredu povrnljivih stanj velja za poljubni stanji s; in s;,
o da je qj = q;i = L.

Poljubno
mnogo
obiskov stanja



Fundamentalni razcep — splosni primer

Verjetnost 2

Drugo Izrek (Nadaljevanje)
poglavje
asi
ustavijanja m V razredu povrnljivih stanj velja za poljubni stanji s; in s;,
M

'“mhzlzc da Je ql_] = q_/l = ]-

Izrek (Fundamentalni razcep)

MnoZica stanj markovske verige se deli na disjunktne

Poljubno podmnoZice M vseh minljivih stanj ter ekvivalenéne razrede

WA povrnljivih stanj S1, 52, S3,. ... V blo¢ni obliki, prirejeni temu
razcepu, ima prehodna matrika P blo¢no zgornje trikotno obliko



Stacionarna porazdelitev

Verjetnost 2

e Naj bo m = {p;} = {P(X = s;)} verjetnostna funkcija neke
poglavie diskretne slu¢ajne spremenljivke X, ki opisuje porazdelitev
Letaliania verjetnosti te spremenljivke po stanjih S. Denimo, da je
) markovska veriga na naslednjem koraku porazdeljena enako kot

X, torej je X1 ~ X, pri pogoju, da je na zaletku porazdeljena
enako kot X, da je torej Xo ~ X. To pomeni, da je 7 = 7P.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Stacionarna porazdelitev

Verjetnost 2

e Naj bo m = {p;} = {P(X = s;)} verjetnostna funkcija neke
poglavie diskretne slu¢ajne spremenljivke X, ki opisuje porazdelitev
Letaliania verjetnosti te spremenljivke po stanjih S. Denimo, da je
) markovska veriga na naslednjem koraku porazdeljena enako kot

X, torej je X1 ~ X, pri pogoju, da je na zaletku porazdeljena
enako kot X, da je torej Xo ~ X. To pomeni, da je 7 = 7P.
Od tod pa sledi indukcijsko, da je m, = mgP" = 7P" = 7.
Drugale povedano, ob zaletni porazdelitvi m naj bo tudi
inducirana porazdelitev na prvem koraku enaka 7, posledi¢no
potem na drugem koraku in tako naprej, na vseh nadaljnjih
Eéif;‘iif:?;’ korakih enaka 7. Pogoj ima torej za posledico, da ima veriga za
verige vselej to isto porazdelitev po stanjih. Zato je smiselno tako
porazdelitev (¢e obstaja) poimenovati stacionarna porazdelitev.



Stacionarna porazdelitev

Fes 2 Naj bo m = {p;} = {P(X = s;)} verjetnostna funkcija neke

Drugo
P°g§Je diskretne slu¢ajne spremenljivke X, ki opisuje porazdelitev
Letaliania verjetnosti te spremenljivke po stanjih S. Denimo, da je
) markovska veriga na naslednjem koraku porazdeljena enako kot
X, torej je X1 ~ X, pri pogoju, da je na zaletku porazdeljena
enako kot X, da je torej Xo ~ X. To pomeni, da je 7 = 7P.
Od tod pa sledi indukcijsko, da je m, = mgP" = 7P" = 7.
Drugale povedano, ob zaletni porazdelitvi m naj bo tudi
inducirana porazdelitev na prvem koraku enaka 7, posledi¢no
potem na drugem koraku in tako naprej, na vseh nadaljnjih
Eéif;‘iif:?;’ korakih enaka 7. Pogoj ima torej za posledico, da ima veriga za
verige vselej to isto porazdelitev po stanjih. Zato je smiselno tako
porazdelitev (¢e obstaja) poimenovati stacionarna porazdelitev.
V matri¢nem zapisu pa ta pogoj pomeni, da je m = 7P, torej je
vrstica 7 levi lastni vektor prehodne matrike P pri lastni
vrednosti 1.




Povpredja ¢asov ustavljanja

Verjetnost 2 Pri nekem stanju s; € S postavimo
rug

poglavje N
1, Ceje Xk =sj;

ustavljanja ék(sj) - { 0, ce je Xk 7& S_/"

Mat
in sedtejmo Ny(sj) = > 4_o &k(s))-

Ergodijsko
obna%anje
verige




Povpredja ¢asov ustavljanja

Verjetnost 2 Pri nekem stanju s; € S postavimo
rug
poglavje

o 1, teje Xk =5
ustavljanja ék(sj) - { 0’ ée Je Xk # Sj

Matjaz

omiade in sedtejmo Ny(sj) = > 4_o &k(s))-

Slu€ajna spremenljivka £k(s;) ima vrednost 1 natanko tedaj,
kadar veriga obis¢e stanje s; na k-tem koraku. Slu¢ajna
spremenljivka N,(s;) pa pomeni Stevilo obiskov stanaja s; v
¢asih od 0 do n. Ker je pogojno matemati¢no upanje enako

E(&k(sj)| X0 = si) = p,(jk), velja izrek

Ergodijsko
obna%anje
verige



Povpredja ¢asov ustavljanja

Verjetnost 2 Pri nekem stanju s; € S postavimo
rug

poglavje

Casi 1, Ceje Xk =sj;
ustavljanja S;) = .

t UWJ S(si) { 0, eje Xk #s;.
' in sedtejmo Ny(sj) = > 4_o &k(s))-
Slu€ajna spremenljivka £k(s;) ima vrednost 1 natanko tedaj,
kadar veriga obis¢e stanje s; na k-tem koraku. Slu¢ajna
spremenljivka N,(s;) pa pomeni Stevilo obiskov stanaja s; v
¢asih od 0 do n. Ker je pogojno matemati¢no upanje enako

k .

E(&k(s))| X0 = si) = pfj ), velja izrek
s
o Povpre&no stevilo obiskov stanja s; markovske verige do n-tega
koraka pri pogoju, da je veriga zalela v stanju s;, je enako

S0



Povprecno Stevilo obiskov nekega stanja

Verjetnost 2 Odslej bomo privzeli, da je veriga nerazcepna. Tedaj so bodisi
rug

poglavie vsa stanja minljiva bodisi so vsa povrnljiva. V slednjem primeru

asi

ustavljanja pravimo, da je nerazcepna veriga povrnljiva.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Povprecno Stevilo obiskov nekega stanja

Verjetnost 2

boones Odslej bomo privzeli, da je veriga nerazcepna. Tedaj so bodisi
poglavie vsa stanja minljiva bodisi so vsa povrnljiva. V slednjem primeru
ustavljanja pravimo, da je nerazcepna veriga povrnljiva.
Oznatimo z pk(s;) povpreéno Stevilo obiskov verige stanja s
med dvema zaporednima obiskoma stanja s;. Po definiciji naj
bo pk(sk) = 1. Ker so vsa stanja povrnljiva, je &as Tj; prve
vrnitve v stanje s; vselej slu¢ajna spremenljivka, katere
matematino upanje (kon&no ali neskon&no) oznacimo z m;.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Povprecno Stevilo obiskov nekega stanja

Verjetnost 2 Odslej bomo privzeli, da je veriga nerazcepna. Tedaj so bodisi
rug

poglavie vsa stanja minljiva bodisi so vsa povrnljiva. V slednjem primeru
ustavdjania pravimo, da je nerazcepna veriga povrnljiva.

Oznatimo z pk(s;) povpreéno Stevilo obiskov verige stanja s
med dvema zaporednima obiskoma stanja s;. Po definiciji naj
bo pk(sk) = 1. Ker so vsa stanja povrnljiva, je &as Tj; prve
vrnitve v stanje s; vselej slu¢ajna spremenljivka, katere

matematino upanje (kon&no ali neskon&no) oznacimo z m;.

Izrek

V povrnljivi nerazcepni verigi velja za poljubno stanje si:

\Y
(0]

Ergodijsko
ige momy = E(Ti) =32 ”fk(/?) =Y ies Pi(sk)
m Za poljubno nadaljnje stanje s; je povprecje pi(s;) kon&no.

m Ce z p(s;) oznalimo vrstico, katere komponente so enake
(pk(si)), potem je ta vrstica levi lastni vektor matrike P.



Povprecno Stevilo obiskov — nadaljevanje

Veretnos 2 V dokazu tega izreka se spomnimo €asa zadnjega izhoda; z
rugo

poglavie gik(n) smo oznatili verjetnost dogodka, da veriga pride v n
e korakih iz stanja s; v stanje s, brez vmesnih obiskov stanja s;.
(LJYV“‘I‘\]T Na.J preJ d0b|m0 .
pi(si) = Z gik(m), (1)
m=1

Ergodijsko
obnasanje
verige



Povprecno Stevilo obiskov — nadaljevanje

Verjetnost 2

e V dokazu tega izreka se spomnimo ¢asa zadnjega izhoda; z
poglave gik(n) smo oznatili verjetnost dogodka, da veriga pride v n

e e korakih iz stanja s; v stanje s, brez vmesnih obiskov stanja s;.
Najprej dobimo

pi(si) =Y gi(m), (1)
m=1

saj moramo za vse obiske stanja si (brez obiskov stanja s;)
sesteti verjetnosti teh obiskov po vseh moznih €asih.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Povprecno Stevilo obiskov — nadaljevanje

Hetaiegi 2 V dokazu tega izreka se spomnimo ¢asa zadnjega izhoda; z
rugo
B0 _ e . .
poglavie gik(n) smo oznatili verjetnost dogodka, da veriga pride v n
e e korakih iz stanja s; v stanje s, brez vmesnih obiskov stanja s;.

Najprej dobimo
[e.e]
pu(s) = gi(m). (1)
m=1

saj moramo za vse obiske stanja si (brez obiskov stanja s;)
sesteti verjetnosti teh obiskov po vseh moznih €asih.

Ker pa pri poljubnih ¢asih m in n velja

RO fii(lm + n) > gix(m)fii(n) in lahko &as n izberemo tako, da je

obna%anje

Sk fxi(n) > 0, dobimo iz enakosti (1), da je




Povpre¢no Stevilo obiskov — zakljucek

Verjetnost 2
Drugo
poglavje . . . . .
Casi Uporabimo formulo o popolni verjetnosti glede na vrednosti

tavljanj . . . .
e slu¢ajne spremenljivke X,_1, da dobimo

gi(n) = gij(n—1)pjk
J#i

Matjaz
Omladi¢

Ergodijsko
obna%anje
verige



Povpre¢no Stevilo obiskov — zakljucek

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

Casi Uporabimo formulo o popolni verjetnosti glede na vrednosti
ustavljanja v - . .
slu¢ajne spremenljivke X,,_1, da dobimo

gi(n) = gij(n—1)pjk
J#i

Matjaz
Omladi¢

pri n > 2, pri n =1 pa imamo gix(1) = pix. Dobljene enakosti
sedtejemo po vseh n in uporabimo enakost (1), da dobimo

Ergodijsko

obnasanje pk(si) = Pik+2 Zgij(” —1) | P = Pi(si)Pik+Z p;j(si)pjk-

verige

# \n>2 J#i



Povpre¢no Stevilo obiskov — zakljucek

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

Casi Uporabimo formulo o popolni verjetnosti glede na vrednosti
ustavljanja v - . .
slu¢ajne spremenljivke X,,_1, da dobimo

gi(n) = gij(n—1)pjk
J#i

Matjaz
Omladi¢

pri n > 2, pri n =1 pa imamo gix(1) = pix. Dobljene enakosti
sedtejemo po vseh n in uporabimo enakost (1), da dobimo

Ergodijsko

obnasanje pk(si) = Pik+2 Zgij(” —1) | P = Pi(si)Pik+Z p;j(si)pjk-

verige

# \n>2 J#i

Tako smo dokazali izrek.



Matemati¢no upanje ¢asa prve vrnitve

Verjetnost 2 Z my smo oznatili (kon&no ali neskon&no) matematiéno upanje
rug

poglavie Casa prve vrnitve v stanje si. Markovska veriga, zaeta v stanju
asl
ustavljanja sk, bo v povpredju prebila na vsakem koraku m;l ¢asa v stanju

Matjaz sk. Ker obis¢e veriga stanje s; poljubno mnogokrat, je to
povpredje neodvisno od zaletnega stanja.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Verjetnost 2
Drugo
poglavje

asi
ustavljanja

Ergodijsko
obna%anje
verige

Matemati¢no upanje ¢asa prve vrnitve

Z my smo oznatili (kon&no ali neskon&no) matematiéno upanje
&asa prve vrnitve v stanje s,. Markovska veriga, zaleta v stanju
sk, bo v povpredju prebila na vsakem koraku m;l ¢asa v stanju
sk. Ker obis¢e veriga stanje s, poljubno mnogokrat, je to
povpredje neodvisno od zaletnega stanja.

Ce upostevamo %e dejstvo, da je povpretno ¥tevilo obiskov

stanja s; markovske verige do n-tega koraka pri pogoju, da je
(k

i ), dobimo tale izrek:

veriga zacela v stanju s;, enako Y, o p



Verjetnost 2
Drugo
poglavje

asi
ustavljanja

\}

Ergodijsko
obna%anje
verige

Matemati¢no upanje ¢asa prve vrnitve

Z my smo oznatili (kon&no ali neskon&no) matematiéno upanje
&asa prve vrnitve v stanje s,. Markovska veriga, zaleta v stanju
sk, bo v povpredju prebila na vsakem koraku m;l ¢asa v stanju
sk. Ker obis¢e veriga stanje s, poljubno mnogokrat, je to
povpredje neodvisno od zaletnega stanja.

Ce upostevamo %e dejstvo, da je povpretno ¥tevilo obiskov
stanja s; markovske verige do n-tega koraka pri pogoju, da je

veriga zatela v stanju s;, enako Y ) _ Op,(J ), dobimo tale izrek:

1
Za poljubni stanji s; in s; velja:  lim E p(k)
n—oo N +



Verjetnost 2
Drugo
poglavje

asi
ustavljanja

Ergodijsko
obna%anje
verige

Matemati¢no upanje ¢asa prve vrnitve

Z my smo oznatili (kon&no ali neskon&no) matematiéno upanje
&asa prve vrnitve v stanje s,. Markovska veriga, zaleta v stanju
sk, bo v povpredju prebila na vsakem koraku m;l ¢asa v stanju
sk. Ker obis¢e veriga stanje s, poljubno mnogokrat, je to
povpredje neodvisno od zaletnega stanja.

Ce upostevamo %e dejstvo, da je povpretno ¥tevilo obiskov
stanja s; markovske verige do n-tega koraka pri pogoju, da je

veriga zatela v stanju s;, enako Y ) _ Op,(J ), dobimo tale izrek:

1
Za poljubni stanji s; in s; velja:  lim E p(k)
n—oo N +

Korektno dokaZemo ta izrek nor. z Zakonom velikih 3tevil.



Obstoj stacionarne resitve

Verjetnost 2 Povrnljivo stanje imenujemo povrnljivo nenicelno, &e ima
rug

poglavie kongno matemati¢no upanje in povrnljivo nicelno sicer.

asi

ustavljanja Analogna termina vpeljemo za nerazcepno verigo.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Obstoj stacionarne resitve

Verjetnost 2 Povrnljivo stanje imenujemo povrnljivo nenicelno, &e ima
rug

poglavie kongno matemati¢no upanje in povrnljivo nicelno sicer.

asi

ustavijanja Analogna termina vpeljemo za nerazcepno verigo.

Matjaz
Omladi¢

Izrek

Za nerazcepno verigo velja:

m Ce je veriga povrnljiva, ima njena prehodna matrika P
pozitivni levi lastni vektor pri lastni vrednosti 1, ki je do
multiplikativne konstante enolicen.

n Ce je veriga povrnljiva, je nenielna natanko tedaj, kadar

Ergodijsko Jje vrsta iz koeficientov lastnega vektorja konvergentna.

obna%anje

verige m Edini levi lastni vektor prehodne matrike povrnljivo
nenicelne verige je enak vektorju, ki ima na mestu stanja

s; vrednost mi_l.

m Stacionarna porazdelitev nerazcepne verige obstaja
natanko tedaj kadar je veriga povrnljiva neni&elna.



Obstoj stacionarne reSitve — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo

poglavie V prvi tocki izreka je levi lastni vektor kar p(s;). Enoli¢nost

ustavijanja dokaZemo s pomodjo prejSnjega izreka, od tod pa potem sledi
e tretja tocka. Iz enoli¢nosti sledi tudi druga toc¢ka.

Ergodijsko
obna%anje
verige



Obstoj stacionarne reSitve — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

g V prvi tocki izreka je levi lastni vektor kar p(s;). Enoli¢nost
ustavijanja dokaZzemo s pomodjo prejSnjega izreka, od tod pa potem sledi
e tretja tocka. Iz enoli¢nosti sledi tudi druga toc¢ka.

V dokazu Cetrte toCke je zdaj obstoj stacionarne resitve Ze
dokazan. V obratno smer najprej privzemimo, da je veriga
minljiva. V tem primeru je lim,_o pjj(n) = 0 in zato

konvergira
-1 _ -1,
m; == § m; " pi(n)
i€S
Ergodijsko v . . I . T
A z rasto¢im n proti 0 v protislovju s prejSnjim.

verige




Obstoj stacionarne reSitve — nadaljevanje

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

o V prvi tocki izreka je levi lastni vektor kar p(s;). Enoli¢nost
ustavijanja dokaZzemo s pomodjo prejSnjega izreka, od tod pa potem sledi
e tretja tocka. Iz enoli¢nosti sledi tudi druga toc¢ka.

V dokazu Cetrte toCke je zdaj obstoj stacionarne resitve Ze
dokazan. V obratno smer najprej privzemimo, da je veriga
minljiva. V tem primeru je lim,_o pjj(n) = 0 in zato

konvergira
-1 _ -1,
m; == § m; " pi(n)
i€S
Ergodijsko v . . I . T
A z rasto¢im n proti 0 v protislovju s prejSnjim.

verige

Ce pa je veriga povrnljiva, uporabimo drugo in tretjo to¢ko
izreka. Med drugim dobimo iz obstoja stacionarne resitve
povrnljivo nenicelnost verige.



Periodi¢nost

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

Casi Za poljubno (povrnljivo) stanje s; vpeljemo pojem periode; to je

ustavljanja

d(i) = d{n|p{" > 0}.

Stanje je periodi¢no, ¢e je d(i) > 1 in aperiodi¢no sicer.

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Periodi¢nost

Verjetnost 2
Drugo
poglavje

Casi Za poljubno (povrnljivo) stanje s; vpeljemo pojem periode; to je

ustavljanja

d(i) = d{n|p{" > 0}.

Stanje je periodi¢no, ¢e je d(i) > 1 in aperiodi¢no sicer.

Izrek

V nerazcepni verigi so bodisi vsa stanja aperiodi¢na bodisi so
vsa periodi¢na in imajo isto periodo d.

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Periodi¢nost

Verjetnost 2
Drugo
poglavje
Casi Za poljubno (povrnljivo) stanje s; vpeljemo pojem periode; to je

ustavljanja

d(i) = d{n|p{" > 0}.

Stanje je periodi¢no, ¢e je d(i) > 1 in aperiodi¢no sicer.

Izrek

V nerazcepni verigi so bodisi vsa stanja aperiodi¢na bodisi so
vsa periodi¢na in imajo isto periodo d.

Nerazcepno verigo poimenujemo v drugem primeru acikli¢no, v
prvem pa cikli¢no s periodo d. Nerazcepno, acikli¢no, neni¢elno

Limitni izreki

T R povrnljivo markovsko verigo poimenujemo ergodijska veriga.

primer



Produkt markovskih verig — 1

Verjetnost 2
Drugo

poglavie Naj bosta X = {X,|n > 0} in Y = {Y,|n > 0} dve neodvisni
el markovski verigi z isto prehodno matriko P. Tvorimo produkt
Matjst teh verig Z = X x Y = {(X,, Y»)|n > 0} z vrednostmi v
B mnoZici stanj S x S. Enostavno preverimo, da je dobljeni
proces spet markovska veriga, in da so prehodne verjetnosti te
verige enake

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 1

Verjetnost 2
Drugo

poglavie Naj bosta X = {X,|n > 0} in Y = {Y,|n > 0} dve neodvisni
el markovski verigi z isto prehodno matriko P. Tvorimo produkt
Matjst teh verig Z = X x Y = {(X,, Y»)|n > 0} z vrednostmi v
B mnoZici stanj S x S. Enostavno preverimo, da je dobljeni
proces spet markovska veriga, in da so prehodne verjetnosti te
verige enake

pijk = P(Znt1 = (Sk, s1)|Zn = (si, 5})) = pikpji

zaradi neodvisnosti obeh verig.

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 1

Verjetnost 2
Drugo

poglavie Naj bosta X = {X,|n > 0} in Y = {Y,|n > 0} dve neodvisni
el markovski verigi z isto prehodno matriko P. Tvorimo produkt
teh verig Z = X x Y = {(X,, Y»)|n > 0} z vrednostmi v
mnoZici stanj S x S. Enostavno preverimo, da je dobljeni
proces spet markovska veriga, in da so prehodne verjetnosti te

verige enake

pijk = P(Znt1 = (Sk, s1)|Zn = (si, 5})) = pikpji

zaradi neodvisnosti obeh verig.

Limitni izreki Ce sta verigi X in Y obe nerazcepni in aperiodiZni, potem je

— nerazcepni

primer taka tudi veriga Z.



Produkt markovskih verig — 2

Verjetnost 2 __ . .
Digge lzrek (Limitni izrek za nerazcepno verigo)
poglavje

asi

ustavijanja Za nerazcepno acikli¢no verigo velja

m _, 1
mj
ko gre n — oo za vsa stanja s; in s;, neodvisno od zaletnega
stanja s;.

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 2

Verjetnost 2 __ . .
Digge lzrek (Limitni izrek za nerazcepno verigo)
poglavje

asi

ustavijanja Za nerazcepno acikli¢no verigo velja

\Y
(0]
: m _, 1
mj
ko gre n — oo za vsa stanja s; in s;, neodvisno od zaletnega
stanja s;.

Najprej obravnavajmo primer, ko je X povrnljiva nenicelna.
Tedaj ima X stacionarno porazdelitev m, veriga Z ima
stacionarno porazdelitev v = 7 X 7 in tudi Z je povrnljiva
Limitni izreki neni€elna. Naj bo Xo = s; in Yy = s; pri poljubnih stanjih

— nerazcepni

orimer si,sj€ S. Najbo D ={(s,s)} CSxSin T &as prvega
prehoda iz zaletnega stanja v D. Preprosto je premisliti, da sta
verigi X, in Y, za vsak n > T enako porazdeljeni. Toéneje:



Produkt markovskih verig — 3

Verjetnost 2
Drugo
(EW
(n) _

Casi Py’ = P(Xn=sk)) = P(Xn=s5k), T < n)+P(Xy =54, T > n)) =

ustavljanja

Matjaz
Omladi¢

=P(Yo=sk), T<n)+P(Xy=5T>n)) <

< P(Ya=s0)) + P(T > n)) = pi) + P(T > n))

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 3

Verjetnost 2
Drugo
oglavje
g (n) _

Casi Py’ = P(Xn=sk)) = P(Xn=s5k), T < n)+P(Xy =54, T > n)) =

ustavljanja

Matjaz
Omladi¢

=P(Yo=sk), T<n)+P(Xy=5T>n)) <

< P(Ya=s0)) + P(T > n)) = pi) + P(T > n))

Ker lahko vlogi obeh verig zamenjamo, dobimo od tod

oS =PI < P(T > n)) =% 0.

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 3

Verjetnost 2
Drugo
oglavje
g (n) _

Casi Py’ = P(Xn=sk)) = P(Xn=s5k), T < n)+P(Xy =54, T > n)) =

ustavljanja

Matjaz
Omladi¢

=P(Yo=sk), T <n)+P(Xp=s5sk, T >n)) <
< P(Yo =)+ P(T > n)) = pi + P(T > n))
Ker lahko vlogi obeh verig zamenjamo, dobimo od tod
oS =PI < P(T > n)) =% 0.

Limita bo torej neodvisna od zaletnega stanja, ¢e le dokaZemo
Limitni izreki njen obstoj. V ta namen pokaZimo, da velja

— nerazcepni
mt = pl) <> m el - pl) = 0. (2)

primer



Produkt markovskih verig — 4

Vefg;:;;;tz Da bi dokazali veljavnost te ocene, izberimo poljubno konéno

poglavie mnoZico F C S in ocenimo

Zm llp Z|p(n) (n)|+2zm71 n—>oo2zm

ustavljanja
sieF s;ZF si@F

Limitni izreki
— nerazcepni
primer
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Vefgf::g"j” Da bi dokazali veljavnost te ocene, izberimo poljubno konéno

poglavie mnoZico F C S in ocenimo

Zm 1|p Z|p(n) (n)|+22m71 n—>oo2zm 1

ustavljanja
s;ieF si¢F si¢F

Obravnavajmo e primer, ko je X povrnljiva ni¢elna in znotraj
tega podprimer, da je veriga Z minljiva. Tedaj je

P(Zy= G.0)|20 = (i.1) = (") X0,

in izrek velja. Drugi podprimer, da je Z povrnljiva nenicelna,
Limitni izreki nas preko premisleka, da &as prve vrnitve verige Z v stanje

— nerazcepni " v v - .

primer (si, si) ne more biti manj3i od &asa prve vrnitve verige X v
stanje s;, pripelje v protislovje z dejstvom, da ima prvi od teh

¢asov konéno matemati¢no upanje, drugi pa neskonénega.



Produkt markovskih verig — 5

Verjetnost 2 « .. . . .. oy
Drugo Ostane nam %e tretji podprimer, da je Z povrnljivo nicelna.
lavj . . . . . . . .
P Najprej opazimo, da %e zmerom velja (2) in od tod bi Zeleli
ustavljanja (I‘l)

m zakljuditi, da je P’ — 0, ko gre n — oo za vsa stanja s; in s;.
EMEY4

Omladi¢ Nasprotni privzetek nas pripelje preko Cantorjevega
diagonalizacijskega postopka do podzaporedja ny, no, ..., pri
katerem velja

P = (3)

Limitni izreki
— nerazcepni
primer



Produkt markovskih verig — 5

Verjetnost 2 « .. . . .. oy
Drugo Ostane nam %e tretji podprimer, da je Z povrnljivo nicelna.

poglavje

Casi Najprej opazimo, da e zmerom velja (2) in od tod bi Zeleli
zakljuditi, da je p( M, 0, ko gre n — oo za vsa stanja s; in s;.
Nasprotni prlvzetek nas pripelje preko Cantorjevega
diagonalizacijskega postopka do podzaporedja ny, no, ..., pri
katerem velja

ustavljanja

(.n,) r—oo (3)

za vsa stanja s; in sj. Tu so vsi «j neodvisni od / in niso vsi
enaki 0. Za poljubno kon&no podmnoZico F C S je

Z aj = rILn;o Z p(”r)

Limitni izreki sieF s;eF

— nerazcepni
primer

torej lezi a = Zsj aj na intervalu (0, 1].
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Verjetnost 2 « .. . . .. oy
Drugo Ostane nam %e tretji podprimer, da je Z povrnljivo nicelna.
lavj . . . . . . . .
P Najprej opazimo, da e zmerom velja (2) in od tod bi Zeleli
ustavljanja . .
zakljuditi, da je p( M, 0, ko gre n — oo za vsa stanja s; in s;.

Nasprotni prlvzetek nas pripelje preko Cantorjevega
diagonalizacijskega postopka do podzaporedja ny, no, ..., pri
katerem velja

(.n,) r—oo (3)

za vsa stanja s; in sj. Tu so vsi «j neodvisni od / in niso vsi
enaki 0. Za poljubno kon&no podmnoZico F C S je

Z aj = rILn;o Z p(”r)

Limitni izreki sieF s;eF

— nerazcepni
primer

torej lezi a = Zsj aj na intervalu (0, 1].
Opazimo 3e:



Produkt markovskih verig — 6

Verjetnost 2

DrugC_> B 1 r
poiogs > P\ by < P,(jn ) = > PikP;(gr-' )
Sk

asi
ustavljanja SkEF

Ko posljemo r proti neskon&no, uporabimo (3) in %e podoben
trik kot v dokazu ocene (2), dobimo od tod najprej

Z QkPKj < Zpikaj = qj,
Sk

skEF

Limitni izreki
— nerazcepni
primer
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Verjetnost 2

Drgo (nr) (nr+1) (nr)
g D PPy <P = Py
ustavljanja SkEF Sk

Ko posljemo r proti neskon&no, uporabimo (3) in %e podoben
trik kot v dokazu ocene (2), dobimo od tod najprej

Z QkPKj < Zpikaj = qj,
skEF Sk

in od tod
Z QP < Q.
sk

Limitni izreki Preprost premislek (npr s protislovjem) pa nas prepri¢a, da
— nerazcepni

primer mora v tej oceni v resnici veljati enalaj.
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Verjetnost 2

DrugC_> (nr) (n,+1) (nr)
Pog;as\iue E Pt " Pkj < pU = E pikpkj .
ustavljanja SkEF Sk

Ko posljemo r proti neskon&no, uporabimo (3) in %e podoben
trik kot v dokazu ocene (2), dobimo od tod najprej

Z QkPKj < Zpikaj = qj,
Sk

skEF
in od tod
E QP < Q.
Sk
Limitni izreki Preprost premislek (npr s protislovjem) pa nas prepri¢a, da
— nerazcepni . . . . . . v ot
primer mora v tej oceni v resnici veljati enalaj.

To dejstvo pa nas pripelje do stacionarne porazdelitve
M= a_lozj v nasprotju z ni¢elno povrnljivostjo verige X.



Cikli¢ne verige

Verjetnost 2
Drugo IZ
poglavje

e o o P TR Lo o_fosg o
e Izberimo poljubni stanji s; in s; iz nerazcepne ciklicne verige s
periodo d. Tedaj imajo vsa naravna stevila n z lastnostjo

( )

> 0 isti ostanek pri deljenju z d.

Splozni limitni
izreki



Cikli¢ne verige

Verjetnost 2
Drugo Izrek

poglavje
T Izberimo poljubni stanji s; in s; iz nerazcepne ciklicne verige s
atis periodo d. Tedaj imajo vsa naravna Stevila n z lastnostjo
Omladit (n)

p;j’ > 0 isti ostanek pri deljenju z d.

Naj bosta m in n dve $tevili s to lastnostjo, Stevilo k pa naj bo
tako, da je p}.k) > 0. Tedaj je p,(inJrk) > p,(j")p},-k) > 0. Zato je
n+ k deljiv z d in podobno je m+ k deljiv z d. Od tod dobimo,

da je tudi njuna razlika m — n= (m+ k) — (n+ k) deljiva z d.

Splozni limitni
izreki



Cikli¢ne verige

Verjetnost 2

Drugo |Zrek

poglavje
C o o P TR Lo o_fosg o
T Izberimo poljubni stanji s; in s; iz nerazcepne ciklicne verige s
- periodo d. Tedaj imajo vsa naravna Stevila n z lastnostjo
Omladi¢ (n)

p;j’ > 0 isti ostanek pri deljenju z d.

Naj bosta m in n dve $tevili s to lastnostjo, Stevilo k pa naj bo
tako, da je p}ik) > 0. Tedaj je pfi"Jrk) > p,(j")p},-k) > 0. Zato je
n+ k deljiv z d in podobno je m+ k deljiv z d. Od tod dobimo,

da je tudi njuna razlika m — n= (m+ k) — (n+ k) deljiva z d.

Izrek

Za nerazcepno cikliéno verigo s periodo d obstajajo disjunktne

mnoZice stanj So, S1,...,S4_1, za katere velja, da pri
(n)

0 0 pri nekem n sledi, da

poljubnem s; € Sy in's; € Sy iz p

Splozni limitni

izreki Jje k ostanek pri deljenju Stevila n z d.



Cikli¢ne verige — nadaljevanje

Verjetnost 2

Cors Drugate povedano: Veriga gre iz nekega stanja iz Sg v enem
poglavie koraku v stanje iz 51, iz nekega stanja iz 51 gre v stanje iz 5,
ustavijanja in tako naprej do Sy_1, od tod pa se spet vrne v Sg. Verigi
i lahko priredimo d verig X4+, ki so ergodijske in za vsako od

njih velja prejdnji limitni izrek.

Splozni limitni
izreki



Cikli¢ne verige — nadaljevanje

At Drugace povedano: Veriga gre iz nekega stanja iz Sg v enem

poglavie koraku v stanje iz 51, iz nekega stanja iz 51 gre v stanje iz 5,
seivifenf in tako naprej do Sy_1, od tod pa se spet vrne v Sg. Verigi
i lahko priredimo d verig X4+, ki so ergodijske in za vsako od

njih velja prejdnji limitni izrek.

Izrek (Limitni izrek za cikli¢no verigo)

Za nerazcepno ciklicno verigo s periodo d velja

(nd+k) d

N — —

ij m’
j

Splozni limitni
izreki



Cikli¢ne verige — nadaljevanje

Verjetnost 2

Cors Drugate povedano: Veriga gre iz nekega stanja iz Sg v enem
poglavie koraku v stanje iz 51, iz nekega stanja iz 51 gre v stanje iz 5,
ustavijanja in tako naprej do Sy_1, od tod pa se spet vrne v Sg. Verigi
lahko priredimo d verig X4+, ki so ergodijske in za vsako od

njih velja prejdnji limitni izrek.

\Y
(0]

Izrek (Limitni izrek za cikli¢no verigo)

Za nerazcepno ciklicno verigo s periodo d velja

(nd+k) d

N — —

ij m’
j

ko gre n — oo za vsa stanja s; in s; z lastnostjo, da da Stevilo
korakov, potrebnih za prehod iz s; v s; pri deljenju z d ostanek
k. V vseh ostalih primerih je ta limita enaka 0, vselej pa je

Splozni limitni

izreki neodvisna od zacetnega stanja s;.



Splosne verige

Verjetnost 2 Spomnimo se fundamentalnega strukturnega izreka za
rug

poglavie markovske verige. Ce mnoZico stanj razdelimo na disjunktne

asl
ustavijanja podmnozice M vseh minljivih stanj ter ekvivalenéne razrede
povrnljivih stanj 51, S5, S3, dobimo v prirejenem bloZnem zapisu

prehodno matriko P v blo¢ni zgornji trikotni obliki;

Splozni limitni
izreki



Splo3ne verige

Verjetnost 2 Spomnimo se fundamentalnega strukturnega izreka za
rug

poglavie markovske verige. Ce mnoZico stanj razdelimo na disjunktne
asl

ustavijanja podmnozice M vseh minljivih stanj ter ekvivalenéne razrede

povrnljivih stanj 51, S5, S3, dobimo v prirejenem bloZnem zapisu

prehodno matriko P v blo¢ni zgornji trikotni obliki;

P()* *
0 P O

P=1 0 o p

Ko radunamo potence te matrike, se zgornje trikotna oblika
ohranja

Splozni limitni
izreki



Splo3ne verige

Verjetnost 2 Spomnimo se fundamentalnega strukturnega izreka za
rug

poglavie markovske verige. Ce mnoZico stanj razdelimo na disjunktne

asl
ustavijanja podmnozice M vseh minljivih stanj ter ekvivalenéne razrede
povrnljivih stanj 51, S5, S3, dobimo v prirejenem bloZnem zapisu

prehodno matriko P v blo¢ni zgornji trikotni obliki;

P()* *
0 P O

P=1 0 o p

Ko radunamo potence te matrike, se zgornje trikotna oblika
ohranja
Py *
., 0 P’ O
Splogni limitni P" = 0 0 P2n

izreki
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