Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Verjetnost 2
Cetrto poglavje
Rojstni procesi

Matjaz Omladig

Oktober 2010



Vsebina

Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Poissonova porazdelitev

Poissonov tok

Poissonov proces

Rojstni procesi

ReSevanje enatb Kolmogorova



Poissonova porazdelitev

Verjetnost 2 Izberimo pozitivno realno $tevilo A, oznatimo N° = NuU {0} in

Cetrto

Rojzfngi'ivrfcesi vpeljimo verjetnostno porazdelitev z diskretno gostoto
verjetnosti m(\) = {mk(A\)|k € NOY}, kjer je
-\
€ k
Poissonova 7Tk()\) - kl )\

porazdelitev



Poissonova porazdelitev

Verjetnost 2 Izberimo pozitivno realno $tevilo A\, oznagimo N =Nu {0} in

Cetrto

Rojzfngi'ivrfcesi vpeljimo verjetnostno porazdelitev z diskretno gostoto
verjetnosti m(\) = {mk(A\)|k € NOY}, kjer je
-\
€ k
Poissonova 7Tk()\) - kl )\

porazdelitev

Hitro preverimo, da je vsota vseh teh verjetnosti 1 in dobljeno
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Hitro preverimo, da je vsota vseh teh verjetnosti 1 in dobljeno
porazdelitev poimenujemo Poissonova porazdelitev s
parametrom .

Naj bo X tako porazdeljen, naj bo torej P(X = k) = mx(A).
Preprosto je izratunati, da je E(X) = X in D(X) = A



Poissonova porazdelitev

Verjetnost. 2 Izberimo pozitivno realno $tevilo A, oznatimo N° = NuU {0} in
Ronfngilivrfcesi vpeljimo verjetnostno porazdelitev z diskretno gostoto
s verjetnosti m(\) = {mk(\)|k € NOY, Kjer je

Omladi¢ -

Poissonova
porazdelitev

Hitro preverimo, da je vsota vseh teh verjetnosti 1 in dobljeno
porazdelitev poimenujemo Poissonova porazdelitev s
parametrom .

Naj bo X tako porazdeljen, naj bo torej P(X = k) = mx(A).
Preprosto je izratunati, da je E(X) = X in D(X) = A
Spomnimo se ¥e binomske porazdelitve z diskretno gostoto
verjetnosti B(n; p) = {Bk(n; p)|0 < k < n} Kjer je

Bi(n; p) = <Z) pr(1—p)" k.

Oglejmo si kvocient dveh zaporednih vrednosti te gostote:
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Omladie Ce vstavimo zaporedje vrednosti p, = An~!, dobimo v limiti

Poissonova i Bk—|—1(n; pn) . A n—k A
porazdelitev ||m _ = = ||m = .
n—oo  By(n; pp) n—ook+1n—X k+1

Ker je po drugi strani
)\ n
lim Bo(n; pp) = lim (1 - > =e
n—oo n—oo n

dobimo od tod:
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poglavje Bk+1(n; p) . n—k P

Rojstni procesi Bk(n, p) — k + 1 1 — p

i Ce vstavimo zaporedje vrednosti p, = An~!, dobimo v limiti
oissonova B . )\ — k )\
Eorazdelitev || M = ||m n

noco By(mipn) nesck+1ln—A k+1

Ker je po drugi strani

lim Bo(n; pp) = lim (1 - )\> =e

n—oo n—oo n

dobimo od tod:

Izrek (Poissonov limitni izrek, 1832)

lim B (n; %) — (V)

n—oo



Poissonov limitni izrek — nadaljevanje

Verjetnost 2 Povpregja in disperzije se seveda ujemajo s pri¢akovanimi.

Rost)tE%Tg\?oecesi Poissonov limitni izrek formulirajmo bolj pragmati¢no: Ce je v

binomski porazdelitvi B(n; p) verjetnost p majhna, Stevilo n pa
veliko, tako da je np pribliZno enako A\, potem lahko verjetnost
Bk (n; p) aproksimiramo z verjetnostjo my ().
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Verjetnost. 2 Povpregja in disperzije se seveda ujemajo s pri¢akovanimi.
N Poissonov limitni izrek formulirajmo bolj pragmatitno: Ce je v
ot binomski porazdelitvi B(n; p) verjetnost p majhna, Stevilo n pa
Omladit veliko, tako da je np priblizno enako X\, potem lahko verjetnost
e ftre Bk (n; p) aproksimiramo z verjetnostjo my ().
FERE T Pogoji prostorskega “homogenega kaosa”: Virus se razporeja
po N skatlah. V vsaki 8katli je v povpre¢ju p delcev, v vseh
katlah jih je Ny, torej je porazdeljen po zakonu B(Ny; %) Ce
je Skatel veliko, je verjetnost, da je v eni Skatli k virusov
priblizno enaka 7y (u). Konkreten zgled — virusi v vzorcu krvi.
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Poissonov limitni izrek — nadaljevanje

Povpregja in disperzije se seveda ujemajo s pri¢akovanimi.
Poissonov limitni izrek formulirajmo bolj pragmatitno: Ce je v
binomski porazdelitvi B(n; p) verjetnost p majhna, Stevilo n pa
veliko, tako da je np pribliZno enako A\, potem lahko verjetnost
Bk (n; p) aproksimiramo z verjetnostjo my ().

Pogoji prostorskega “homogenega kaosa”: Virus se razporeja
po N skatlah. V vsaki 8katli je v povpre¢ju p delcev, v vseh
katlah jih je Ny, torej je porazdeljen po zakonu B(Ny; %) Ce
je Skatel veliko, je verjetnost, da je v eni Skatli k virusov
priblizno enaka 7y (u). Konkreten zgled — virusi v vzorcu krvi.
Casovni “homogeni kaos": Neregularno pojavljanje delcev
opazujemo v &asovnem intervalu [0, t], ki ga razdelimo na N
enakih delov. V povpredju prihaja i delcev na sekundo, v vsak

t
od intervalov jih pride % Porazdelitev po intervalih je

By (N; %t) kar je pri velikih N priblizno enako 7 (pt).
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porazdelitve je enaka

Poissonov tok

f(t) = Xe



Poissonov tok — 1

Verjetnost. 2 Opisano neregularno pojavljanje delcev v &asu je Poissonov tok.
il A do tega lahko pridemo Se na en ekvivalenten nadin.
Opazujmo zaporedje pozitivnih, neodvisnih slu€ajnih
spremenljivk T1, To,..., ki so vse porazdeljene eksponentno s
pozitivnim parametrom ), torej E(\). (Zvezna) gostota

porazdelitve je enaka

Poissonov tok

f(t) = Xe
pri pozitivnih t in je enaka O sicer. Namesto porazdelitvene
funkcije pri tej porazdelitvi raje podamo repne verjetnosti
P(T; > t) = e . Iz dejstva, da so te spremenljivke
neodvisne, dobimo njihove skupne porazdelitve.
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Opisano neregularno pojavljanje delcev v &asu je Poissonov tok.
A do tega lahko pridemo Se na en ekvivalenten nadin.
Opazujmo zaporedje pozitivnih, neodvisnih slu€ajnih
spremenljivk Ty, T», ..., ki so vse porazdeljene eksponentno s
pozitivnim parametrom ), torej E(\). (Zvezna) gostota
porazdelitve je enaka

f(t) = Xe

pri pozitivnih t in je enaka O sicer. Namesto porazdelitvene
funkcije pri tej porazdelitvi raje podamo repne verjetnosti
P(T; > t) = e . Iz dejstva, da so te spremenljivke
neodvisne, dobimo njihove skupne porazdelitve.

Konkretni zgledi prihajajo predvsem kot medprihodni &asi, na
primer med dvema zaporednima voziloma v toku vozil, ali med
dvema zaporednima zahtevkoma, ki jih prejme neka
zavarovalnica, med dvema zporednima klicema na telefonsko

~antralA 1+ A
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Cetrto 1
poglavje

Rojstni procesi E( 7-1) = X’

pomeni manjsi A, da v povpredju &akamo dlje na naslednji
prihod, zato pravimo parametru A tudi intezivnost
Poissonovega toka.

Poissonov tok
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Verjetnost 2 Ker je

Cetrto 1
poglavje

Rojstni procesi E( 7-j) = X?

Matjaz

Omladit pomeni manjsi A, da v povpredju &akamo dlje na naslednji
prihod, zato pravimo parametru A tudi intezivnost
Poissonovega toka.

Poissonov tok Zdaj pa oznat¢imo So =0inzan>1:

Sh=T1+- -+ Th

Tako dobljena slu¢ajna spremenljivka ima pomen cas ¢akanja
na n-ti prihod. Tako pomeni dogodek {S, < t}, da se bo n-ti
prihod zgodil do &asa t (“do Casa" seveda zaradi zveznosti
spremenljivk pomeni isto kot “do &asa ali ob &asu”).
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Verjetnost 2 Ker je
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Rojstni procesi E( 7-j) = X?

Matjaz

Omladit pomeni manjsi A, da v povpredju &akamo dlje na naslednji
prihod, zato pravimo parametru A tudi intezivnost
Poissonovega toka.

Poissonov tok Zdaj pa oznat¢imo So =0inzan>1:

Sh=T1+- -+ Th

Tako dobljena slu¢ajna spremenljivka ima pomen cas ¢akanja
na n-ti prihod. Tako pomeni dogodek {S, < t}, da se bo n-ti
prihod zgodil do &asa t (“do Casa" seveda zaradi zveznosti
spremenljivk pomeni isto kot “do &asa ali ob &asu”).

Ce torej z N(t) oznatimo slutajno spremenljivko 3tevilo
prihodov do ¢asa t, potem velja

(S <t} = {N(t) > n}.
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Verjetnost 2 Verjetnosti bomo ra¢unali s pomo&jo Laplaceove

Cetrto

poglavie transformacije. Najprej je za medprihodni ¢as T;

Rojstni procesi
Matjaz o —uT;\ __ o —t —
(u) = E(e™¥T) /O e Mf(t)dt =

Omladi¢ LT
_ /OO Ne W) g — A .
0 u+ A

Zaradi neodvisnosti teh ¢asov je potem

Poissonov tok

Ls,(u) = E(e5) = E(e *XF1 ) = E([[ ™) =
j=1

:f[E(e—“Tf) = (uiQn.

Gostota verjetnosti je s svojo Laplaceovo transformiranko
enoli¢no dologena.
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Matjaz

Omladig > —Xxt 1
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Verjetnost 2 . « . PR . .
Cetrto Kako izraunati gostoto, ki ji je prirejena zgornja Laplaceova

poglavje

sl transformiranka? Na primer, odvajajmo n-krat identiteto

o 1
/ e Mdt==, x>0,
0

X

Poissonov tok in Vanjo VStaVimO X =U + )\, da dObImO

o A" n—1 _—M\t _—ut A "
— Ut dt = .
/o CE U+ A

Iskana gostota je ravno gostota porazdelitve ['(n — 1; A).
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Verjetnost 2 . « . PR . .
Cetrto Kako izraunati gostoto, ki ji je prirejena zgornja Laplaceova
poglavje

sl transformiranka? Na primer, odvajajmo n-krat identiteto

Matjaz
Qm\:x‘du; > —Xxt 1
e dt = —, X > 07
0 X

Poissonov tok in Vanjo VStaVimO X =U + )\, da dObImO

> A" n—1_—At_—ut A 5
—Ft Ydt = .
/o (- F 0t

Iskana gostota je ravno gostota porazdelitve ['(n — 1; A).
Radi bi izracunali verjetnost

P(N(t) = n) = P(Sp < t) — P(Sns1 < t).

Dobimo jo z integriranjem po delih:
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Verjetnost 2
Cetrto

oglavje n t n
Rost)tngi p\:Jocesi >\ Snflef)\s dS — Ltnef)\t +
(n—=1)" J, n!

Tako smo dokazali izrek:

M

Izrek (Poissonov tok)

Poissonov tok X o s o - 5o . .
Ce so medprihodni &asi neodvisni in porazdeljeni eksponentno s

parametrom A\, potem je skupno Stevilo prihodov v ¢asovnem

intervalu dolZine t za vsak t > 0 porazdeljeno po Poissonovem

zakonu T(At).



Verjetnost 2
Cetrto
poglavje

Rojstni procesi

M

Poissonov tok

Poissonov tok — 5

A" ‘ n—1_—A\s A" n_—At A
(n—]_)l/o S (S dS— Ft e + —

Tako smo dokazali izrek:

Izrek (Poissonov tok)

Ce so medprihodni &asi neodvisni in porazdeljeni eksponentno s
parametrom A\, potem je skupno Stevilo prihodov v ¢asovnem
intervalu dolZine t za vsak t > 0 porazdeljeno po Poissonovem
zakonu T(At).

V resnici trdi izrek nekoliko ve¢ kot smo dokazali: Dobljeni
Poissonov tok je ¢asovno homogen v naslednjem smislu. Za
Casovni totki s < t se Stevilo prihodov med njima N(t) — N(s)
obna%a enako kot N(t — s), torej je odvisno le od dolZine
¢asovnega intervala, ni¢ pa od tega, koliko je bilo prihodov Ze

nral TA Aaictvn nranractA cladl 1= n2%h nAcATays



Defincija Poissonovega procesa

Verjetnost 2 X L. . i i
S DruZino sluajnih spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo
poglavje . « . . . .
WSEEEEN  Pojssonov proces s parametrom A, e so izpolnjeni naslednji
Matjaz pogoji:

Omladi¢

Poissonov
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Defincija Poissonovega procesa

Verjetnost 2
pé;:v?e DruZino sluajnih spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo

SRR Poissonov proces s parametrom )\, &e so izpolnjeni naslednji
Ot POgoJI-
m X(0)=0
m Za poljubni kon&ni nabor disjukntnih intervalov (s;, t;) so
spremembe X(t;) — X(s;) neodvisne

Poissonov

proces m za poljubni ¢asovni to¢ki 0 < s < t je sprememba
X(t) — X(s) porazdeljena po Poissonovem zakonu s
parametrom A(t — s)



Defincija Poissonovega procesa

Verjetnost 2
pé;;tv‘}e DruZino sluajnih spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo

SRR Poissonov proces s parametrom )\, &e so izpolnjeni naslednji
Ot POgoJI-
m X(0)=0
m Za poljubni kon&ni nabor disjukntnih intervalov (s;, t;) so
spremembe X(t;) — X(s;) neodvisne

Poissonov

proces m za poljubni ¢asovni to¢ki 0 < s < t je sprememba
X(t) — X(s) porazdeljena po Poissonovem zakonu s
parametrom A(t — s)

Pravkar dokazani izrek nam torej pove, da je Poissonov tok
{N(t)|t € [0,00)} primer Poissonovega procesa. V resnici pa se
da dokazati tudi nazaj, da je vsak Poissonov proces porojen iz
nekega Poissonovega toka. Ker Poissonov proces Steje prihode,
mu v&asih re¢emo tudi proces Stetja.



Tretja ekvivalentna definicija

Verjetnost 2 Doslej smo sretali dve ekvivalentni definiciji Poissonovega

el procesa. Iz druge, prikazane na prejSnjem okviru, izpeljemo
tretjo, ki bo pomembna za posploSevanje. Prva dva pogoja

zgoraj ostaneta nespremenjena, tretji pogoj zgoraj pa

zamenjamo s pogojem:

Poissonov
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Tretja ekvivalentna definicija

Verjetnost 2 Doslej smo sretali dve ekvivalentni definiciji Poissonovega

el procesa. Iz druge, prikazane na prejSnjem okviru, izpeljemo
o tretjo, ki bo pomembna za posploSevanje. Prva dva pogoja
Omladie zgoraj ostaneta nespremenjena, tretji pogoj zgoraj pa

zamenjamo s pogojem:

(A) Za poljubni &asovni tocki 0 < t < t + h in za poljubni

nenegativni celi Stevili nin m velja

Poissonov

2 1—Xh+o(h), pri m=0;
P(X(t+h) = n+m|X(t) = n) = ¢ Ah+ o(h), pri m=1;
o(h), sicer.



Tretja ekvivalentna definicija

Verjetnost 2 Doslej smo sretali dve ekvivalentni definiciji Poissonovega

el procesa. Iz druge, prikazane na prejSnjem okviru, izpeljemo
tretjo, ki bo pomembna za posploSevanje. Prva dva pogoja

zgoraj ostaneta nespremenjena, tretji pogoj zgoraj pa

zamenjamo s pogojem:

(A) Za poljubni &asovni tocki 0 < t < t + h in za poljubni

nenegativni celi Stevili nin m velja

Poissonov

2 1—Xh+o(h), pri m=0;
P(X(t+h) = n+m|X(t) = n) = ¢ Ah+ o(h), pri m=1;
o(h), sicer.

Dokaj ocitno je, da Poissonov proces zados¢a temu pogoju.
Premislek v obratno smer pa pelje preko sistema diferencialnih
enalb Kolmogorova.
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Tretja ekvivalentna definicija

Doslej smo sretali dve ekvivalentni definiciji Poissonovega
procesa. |z druge, prikazane na prej$njem okviru, izpeljemo
tretjo, ki bo pomembna za posploSevanje. Prva dva pogoja
zgoraj ostaneta nespremenjena, tretji pogoj zgoraj pa
zamenjamo s pogojem:

(A) Za poljubni &asovni tocki 0 < t < t + h in za poljubni
nenegativni celi Stevili nin m velja

1—Xh+o(h), pri m=0;
P(X(t+h) = n+m|X(t) = n) = ¢ Ah+ o(h), pri m=1;
o(h), sicer.

Dokaj ocitno je, da Poissonov proces zados¢a temu pogoju.
Premislek v obratno smer pa pelje preko sistema diferencialnih
enalb Kolmogorova.

Najprej pogojimo slu¢ajno spremenljivko X(t + h) glede na
moZne vrednosti slu€ajne spremenljivke X(t):




Ena¢be Kolmogorova — 1

Verjetnost 2
Cetrto

ot oces (OO I ) Z P(X(t) = )P(X(t + h) = jIX(t) = i).

Matjaz
Omladi¢

Glede na pogoj (A) sta v tej enatbi pomembna le dva &lena, tj
i=j—1ini=j. Ceoznatimo p;(t) = P(X(t) =), dobimo
od tod
Poissonov

pi(t+ h) = (AB)py-1(€) + (L — AR)py(t) + o).

proces
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Matjaz
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Ena¢be Kolmogorova — 1

P(X(t+h) =) ZP(X YP(X(t + h) = j|X(t) = i).

Glede na pogoj (A) sta v tej enatbi pomembna le dva &lena, tj
i=j—1ini=j. Ceoznatimo p;(t) = P(X(t) =), dobimo
od tod

it + h) = (AR)py_1(£) + (1 — A)py(t) + o(h).
Od te enatbe odstejemo pj(t) in delimo s h, da dobimo

pilt + ) — py(t) o(h)
AT B () - () + 2

Radi bi izra&unali limito izraza na levi, a zaradi pogoja h > 0

lahko izra¢unamo le desno limito, ki pa obstaja. Rezultat bomo

oznadili z obi¢ajnim znakom za odvod, Eeprav gre le za desni

odvod:




Ena¢be Kolmogorova — 2

Verjetnost 2
Cetrto

pi(t) = Apj_1(t) — Api(t)- (1)

Rojstni procesi
Matjaz Dobljeni sistem ena&b, skupaj z zaketnimi pogoji po(t) =1 in
e pj(t) =0 za j > 0, poimenujemo sistem diferencialnih enatb
Kolomogorova. To je najbolj enostaven primer takega sistema.

Poissonov
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Ena¢be Kolmogorova — 2

Verjetnost 2
Cetrto

roEoe pi(t) = Apj—1(t) — Apj(t). (1)

Dobljeni sistem ena&b, skupaj z zaketnimi pogoji po(t) =1 in
pj(t) =0 za j > 0, poimenujemo sistem diferencialnih enatb
Kolomogorova. To je najbolj enostaven primer takega sistema.
Enostavnost sistema je predvsem v tem, da nastopata v vsaki
Poicconoy diferencialni enacbi sistema le po dva zaporedna indeksa. Zato
o= je moZno sistem resiti po sistemu domin. Najprej reSimo prvo
(pravzaprav ni¢to) enatbo sistema pj(t) = —Apo(t), ki ima
lo&ljive spremenljivke. Upostevamo 8e zaletni pogoj:

po(t) = e M, t > 0.




Ena¢be Kolmogorova — 2

Verjetnost 2
Cetrto

pi(t) = Apj_1(t) — Api(t)- (1)

Rojstni procesi
Matjaz Dobljeni sistem ena&b, skupaj z zaketnimi pogoji po(t) =1 in
o pj(t) =0 za j > 0, poimenujemo sistem diferencialnih enatb

Kolomogorova. To je najbolj enostaven primer takega sistema.

Enostavnost sistema je predvsem v tem, da nastopata v vsaki

Poicconoy diferencialni enacbi sistema le po dva zaporedna indeksa. Zato

o= je moZno sistem resiti po sistemu domin. Najprej reSimo prvo

(pravzaprav ni¢to) enatbo sistema pj(t) = —Apo(t), ki ima

lo&ljive spremenljivke. Upostevamo 8e zaletni pogoj:

po(t) = e, t > 0.
Privzemimo indukcijsko, da smo Ze dobili reSitve do p;_1(t) in

da je slednja enaka

i—1
pi—1(t) = %e‘”, t>0. (2)




Enacbe Kolmogorova — 3

Vet 2 Dobljeni rezultat vstavimo v enatbo (1), da dobimo linearno

Cetrto

poglavie enatbo prve stopnje:

Rojstni procesi

Matjaz pjl(t) + )\pj(t) — )\pj_]_(t)

Omladi¢

Homogeni del te enalbe je pj’.(t) + Apj(t) = 0, torej enatba
enaka nicti enacbi, ki mora imeti tudi enako reSitev
homogenega dela

Poissonov

proces pj(t) = Ce_At, t > 0.



Enacbe Kolmogorova — 3

Vet 2 Dobljeni rezultat vstavimo v enatbo (1), da dobimo linearno

Cetrto

poglavie enatbo prve stopnje:

Rojstni procesi

Matjaz pjl(t) + )\pj(t) — )\pj_]_(t)

Omladi¢

Homogeni del te enalbe je pj’.(t) + Apj(t) = 0, torej enatba
enaka nicti enacbi, ki mora imeti tudi enako reSitev
homogenega dela

Poissonov

proces pj(t) = Ce_At, t > 0.

Konéno reSitev dobimo z metodo variacija konstante. V
dobljeno enatbo C'e ™t = Apj—1(t) vstavimo indukcijski
privzetek (2), da dobimo preprosto enatbo za C. Ob
upostevanju zaletnega pogoja dobimo resitev

pi(t) = (Ajfye“

ki se ujema z indukcijskim privzetkom (2).

t>0,



Enacbe Kolmogorova — 4

CLUSEN  Tako smo resili sistem enacb (1) in s tem dokazali izrek.

Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Izrek (Tretja ekvivalentna definicija)

Mat
Omladi Iz definicije Poissonovega procesa dobimo ekvivalentno

definicijo tega procesa, e tretji pogoj zamenjamo s pogojem

(A).

Poissonov
proces



Enacbe Kolmogorova — 4

CLUSEN  Tako smo resili sistem enacb (1) in s tem dokazali izrek.

Cetrto

poglavje
Rojstni procesi

Izrek (Tretja ekvivalentna definicija)

Iz definicije Poissonovega procesa dobimo ekvivalentno
definicijo tega procesa, e tretji pogoj zamenjamo s pogojem

(A).

Poissonov Sistem diferencialnih enatb (1) lahko re¥ujemo tudi s pomocjo
proces ..
momentno rodovne funkcije:

Gls,t) = E () = ij(t



Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Poissonov
proces

Enacbe Kolmogorova — 4

Tako smo resili sistem enatb (1) in s tem dokazali izrek.

Izrek (Tretja ekvivalentna definicija)

Iz definicije Poissonovega procesa dobimo ekvivalentno
definicijo tega procesa, e tretji pogoj zamenjamo s pogojem

(A).

Sistem diferencialnih enatb (1) lahko re¥ujemo tudi s pomocjo
momentno rodovne funkcije:

Gls,t) = E () = ij(t

Funkcijo dobimo kot resitev parcialne diferencialne enacbe

oG
5 = A(s — 1)G z robnim pogojem G(s,0) = 1. ReSitev

G(s, t) = e*5=Dt nas pripelje do istih reditev sistema (1).



Definicija rojstnega procesa

Verjetnost 2

Cotrte V definiciji rojstnega procesa izhajamo iz tretje ekvivalentne
definicije Poissonovega procesa, v kateri dovolimo spreminjajoge
se intenzivnosti namesto konstantnih. DruZino sluéajnih
spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo Rojstni proces z
intenzivnostmi Ao, A1, . .., ¢e so izpolnjeni naslednji pogoji:

poglavje
Rojstni procesi

Rojstni procesi



Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Matjaz
Omladi¢

Rojstni procesi

Definicija rojstnega procesa

V definiciji rojstnega procesa izhajamo iz tretje ekvivalentne
definicije Poissonovega procesa, v kateri dovolimo spreminjajoge
se intenzivnosti namesto konstantnih. DruZino sluéajnih
spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo Rojstni proces z
intenzivnostmi Ao, A1, . .., ¢e so izpolnjeni naslednji pogoji:
m X(0)=0
m Za poljubni kon&ni nabor disjukntnih intervalov (s;, t;) so
spremembe X(t;) — X(s;) neodvisne
m Za poljubni €asovni to¢ki 0 < t < t + h in za poljubni
nenegativni celi Stevili n in m velja
1—Ash+o(h), prim=0;
P(X(t+h) = n+m|X(t) = n) =< A,h+ o(h), pri m=1;
o(h), sicer.



Definicija rojstnega procesa

Verjetnost 2

Cotrte V definiciji rojstnega procesa izhajamo iz tretje ekvivalentne
Maca  definicije Poissonovega procesa, v kateri dovolimo spreminjajoZe
se intenzivnosti namesto konstantnih. DruZino sluéajnih
spremenljivk {X(t)|t € [0,00)} poimenujemo Rojstni proces z
intenzivnostmi Ao, A1, . .., ¢e so izpolnjeni naslednji pogoji:

m X(0)=0

m Za poljubni kon&ni nabor disjukntnih intervalov (s;, t;) so

spremembe X(t;) — X(s;) neodvisne

Rojstni procesi
m Za poljubni €asovni to¢ki 0 < t < t + h in za poljubni
nenegativni celi Stevili n in m velja
1—Aph+o(h), prim=0;
P(X(t+h) = n+m|X(t) = n) =< A,h+ o(h), prim=1,
o(h), sicer.

Oglejmo si nekaj zgledov:



Zgledi rojstnih procesov

Verjetnost 2

Cotrte m Najbolj enostavni primer je proces Stetja, ko je A, = A
neodvisno od n.

poglavje
Rojstni procesi

Rojstni procesi



Zgledi rojstnih procesov

Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

m Najbolj enostavni primer je proces Stetja, ko je A, = A
neodvisno od n.

m Modelom v biologiji je blizje proces enostavnega rojstva,
ko vzamemo A\, = n\. V tem modelu vsak element
bioloske populacije lahko porodi po en nov element te
populacije. V teh modelih ne dopus¢amo moznosti, da bi
kateri od elementov populacije lahko tudi umrl.

Rojstni procesi




Zgledi rojstnih procesov

Verjetnost 2

Cotrte m Najbolj enostavni primer je proces Stetja, ko je A, = A
R neodvisno od n.

m Modelom v biologiji je blizje proces enostavnega rojstva,
ko vzamemo A\, = n\. V tem modelu vsak element
bioloske populacije lahko porodi po en nov element te
populacije. V teh modelih ne dopus¢amo moznosti, da bi
kateri od elementov populacije lahko tudi umrl.

m V procesu enostavnega rojstva s priseljevanjem spet vsak
et e element porodi po en nov element, poleg tega pa dovolimo
tudi konstantno priseljevaje od zunaj. Intenzivnosti so

An = nA+ L.




Zgledi rojstnih procesov

Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

m Najbolj enostavni primer je proces Stetja, ko je A, = A
neodvisno od n.

m Modelom v biologiji je blizje proces enostavnega rojstva,
ko vzamemo A\, = n\. V tem modelu vsak element
bioloske populacije lahko porodi po en nov element te
populacije. V teh modelih ne dopus¢amo moznosti, da bi
kateri od elementov populacije lahko tudi umrl.

m V procesu enostavnega rojstva s priseljevanjem spet vsak

R preees element porodi po en nov element, poleg tega pa dovolimo
tudi konstantno priseljevaje od zunaj. Intenzivnosti so
An = nA+ L.

Obravnave se lotimo z izpeljavo diferencialnih ena&b
Kolmogorova. Tokrat dobimo dva sistema teh enacb. Prvi
sistem dobimo na isti nadin kot v primeru Poissonovega
procesa, torej tako, da pogojimo slu¢ajno spremenljivko

X(t+ h) glede na moZne vrednosti slu¢ajne spremenljivke X(t):



Ena¢be Kolmogorova — 1

Vierjzinesi 2 Vpeljemo prehodne verjetnosti

Cetrto

poglavje pij(t) = P(X(s+ t) = j|X(s) = i), ki so neodvisne od &asa s:

Rojstni procesi

Mataz pij(t +h) = P(X(s + t+ h) = j|X(s) = i) =

N 3" P(X(s+t) = kIX(s) = NP(X(s+t+h) = j|X(s+t) = k) =
k

> pir(t)pii(h).
k

Rojstni procesi



Verjetnost 2
Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

Matjaz
Omladi¢

Rojstni procesi

Ena¢be Kolmogorova — 1

Vpeljemo prehodne verjetnosti
pij(t) = P(X(s+ t) = j|X(s) = i), ki so neodvisne od &asa s:

pi(t +h) = P(X(s + t+h) = j|X(s) = i) =

> P(X(s+t) = k|X(s) = )P(X(s+t+h) = j|X(s+1t) = k) =
k

Z pik(t)pij(h).
K

Podobno kot pri Poissonovem procesu pridemo do sistema
(spet oznatimo desni odvod z obi¢ajnim znakom za odvod):

pi(t) = Nji—apij-1(t) — Npy(t),J = i. (3)
Z vpeljavo dodatne “intenzivnosti” A_; = 0 poenotimo zapis
zaetne enacbe. Dobljeni sistem enacb, skupaj z zaletnimi
pogoji p;j(0) = d;;, poimenujemo naprejsnji sistem
diferencialnih enacb Kolmogorova.




Ena¢be Kolmogorova — 2

Verjetnost 2 Drugi sistem enacb dobimo na podoben nadin, le da pogojimo

Cetrto

il slu¢ajno spremenljivko X(t + h) glede na mozne vrednosti
slu€ajne spremenljivke X (h):

pi(t+h) = P(X(s+t+h)=jX(s)=i) =
D P(X(s+h) = k|X(s) = i)P(X(s+t+h) = j|X(s+h) = k) =
k

Z plk ij

Matjaz

Omladi¢

Rojstni procesi
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Verjetnost 2 Drugi sistem enacb dobimo na podoben nadin, le da pogojimo

Cetrto

il slu¢ajno spremenljivko X(t + h) glede na mozne vrednosti
slu€ajne spremenljivke X (h):

pi(t+h) = P(X(s+t+h)=jX(s)=i) =
D P(X(s+h) = k|X(s) = i)P(X(s+t+h) = j|X(s+h) = k) =
k

Z plk ij

Podobno kot pri Poissonovem procesu pridemo do sistema
(spet oznatimo desni odvod z obi¢ajnim znakom za odvod):

pii(t) = Aipiy1,j(t) = Nipy(t),j > i. (4)
Dobljeni sistem enacb, skupaj z zatetnimi pogoji p;i(0) = Jjj,
poimenujemo nazajsnji sistem diferencialnih enacb
Kolmogorova.

Matjaz

Omladi¢

Rojstni procesi



Enacbe Kolmogorova — 3

Verjetnost 2 Za naprejsnji sistem je znadilno, da smo odvod izradunali ob
il koncu &asovnega intervala dolZine t. Za nazaj3nji sistem pa je
— znadilno, da smo ga izra¢unali pred pri¢etkom tega intervala.

On Zanima nas, ali znamo te diferencialne enalbe izraunati. Za
naprejs$nji sistem je odgovor pritrdilen, saj lahko to spet storimo
po principu domin, le da se v sploSnem reSitev ne da tako lepo

eksplicitno zapisati.

Rojstni procesi



Enacbe Kolmogorova — 3

Verjetnost 2 Za naprejsnji sistem je znadilno, da smo odvod izradunali ob
il koncu &asovnega intervala dolZine t. Za nazaj3nji sistem pa je
o znadilno, da smo ga izra¢unali pred pri¢etkom tega intervala.
Omladi¢ Zanima nas, ali znamo te diferencialne enalbe izraunati. Za
naprejs$nji sistem je odgovor pritrdilen, saj lahko to spet storimo
po principu domin, le da se v sploSnem reSitev ne da tako lepo

eksplicitno zapisati.
Pri reSevanju diferencialnih enaéb je v€asih koristna Laplaceova
Eneeeel  transformacija, predvsem zaradi lastnosti, da je

Lf/(U) + f(O) = ULf(U).

Uporabimo to transformacijo na naprej¥nji sistem (3), da
dobimo

(U4 ALy (u) = 0 + Aja Ly 2.




ResSevanje enac¢b Kolmogorova

Ve 2 Po sistemu domin pridemo do reSitve

Cetrto
poglavje
Rojstni procesi

1
Matjaz LPU(U) = )\7-/

Omladi¢

Ai A Aj
Ut Aiu+Agr U+

ReZevanje
enatb
Kolmogorova



ResSevanje enac¢b Kolmogorova

Verjetnost 2 Po sistemu domin pridemo do reSitve
poglavje
Rojstni procesi

1 )\ Ait1 >\_,' . .
L, (u) = — > . 5
pU(U) )\ju+)\,-u+)\,-+1 u—i—)\j’J ! ( )

Laplaceova transformiranka funkcije prehodnih verjetnosti pj(t)
je torej iz naprejSnjega sistema enoli¢no doloena. Po obratni
formuli (to je izrek iz teorije Laplaceovih transformacij) je s to

transformiranko tudi funkcija prehodnih verjetnosti p;;(t)
enoli¢no dologena.

ReZevanje
enatb
Kolmogorova



ResSevanje enac¢b Kolmogorova

Verjetnost 2

i Po sistemu domin pridemo do reSitve
poglavje
Rojstni procesi

Ai Ait1 Aj
u—l—)\,-u—i-)\,-H U+)\j

1
LPij(u) = )\7
J

Laplaceova transformiranka funkcije prehodnih verjetnosti pj(t)
je torej iz naprejSnjega sistema enoli¢no doloena. Po obratni
formuli (to je izrek iz teorije Laplaceovih transformacij) je s to
transformiranko tudi funkcija prehodnih verjetnosti p;;(t)
enoli¢no doloéena.

Kako je z nazajsnjim sistemom (4)? Najprej ga transformiramo:

ReZevanje
enatb
Kolmogorova

(U + )\i)Lqij(u) = 5U + )\iLQf+17j(u)7.j 2 l

Tu smo s gj; oznatili potencialne reSitve nazajSnjega sistema. V
ta sistem vstavimo reSitve naprejsnjega sistema g;; = p;j iz (5)
in tako kon¢amo dokaz izreka:



Resevanje ena¢b Kolmogorova — nadaljevanje

Verjetnost 2
Cetrto
poglavje

Rojstni procesi lll |zrek (Resitve enatb Kolmogorova)

Mat . . cop oo o .
Omladic Za rojstne procese je naprejsnji sistem Kolmogorova vselej

enoli¢no resljiv, reSitev tega sistema pa resi tudi nazajsnji
sistem Kolmogorova.

ReZevanje
enatb

Kolmogorova



Resevanje ena¢b Kolmogorova — nadaljevanje

Verjetnost 2
Cetrto
poglavje

Rojstni procesi lll |zrek (Resitve enatb Kolmogorova)
y

Za rojstne procese je naprejsnji sistem Kolmogorova vselej
enoli¢no resljiv, reSitev tega sistema pa resi tudi nazajsnji
sistem Kolmogorova.

Zakaj v izrek nismo zapisali, da je tudi nazajsnji sistem enoli¢no
resljiv? Iz preprostega razloga, ker to v sploSnem ne drzi.
Reseranie Odvisno je namre€ od zaporedja intenzivnosti A,. Ce te

enatb narascajo prehitro, lahko pride do ti eksplozije v konénem Casu.
To se zgodi, ko Stevilo prihodov v konénem &asu naraste preko
vseh meja.

Kolmogorova
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Verjetnost 2
Cetrto
poglavje

Rojstni procesi lll |zrek (Resitve enatb Kolmogorova)
y

Za rojstne procese je naprejsnji sistem Kolmogorova vselej
enoli¢no resljiv, reSitev tega sistema pa resi tudi nazajsnji
sistem Kolmogorova.

Zakaj v izrek nismo zapisali, da je tudi nazajsnji sistem enoli¢no
resljiv? Iz preprostega razloga, ker to v sploSnem ne drzi.
Odvisno je namre¢ od zaporedja intenzivnosti A,. Ce te

ReZevanje

enach narascajo prehitro, lahko pride do ti eksplozije v konénem Casu.
olmogorova . « . . « «
To se zgodi, ko Stevilo prihodov v konénem &asu naraste preko
vseh meja.

Natanko v teh primerih ima lahko nazaj$nji sistem vel reSitev.
Prvi sum, da nekaj ni v redu, nam vzbudi naslednji izrek:



Nazajsnji sistem Kolmogorova

Verjetnost 2

Cetrin Izrek (ReSitve nazajsnjih enatb Kolmogorova)

poglavje
Rojstni procesi

Ce je {pij(t)} enolitna resitev naprejinjega sistema
Kolmogorova za rojstni proces in je {qjj(t)} neka nenegativna
resitev nazajsnjega sistema Kolmogorova za ta proces, potem je

pii(t) < qji(t), zavsei,j,t.

ReZevanje

enatb
Kolmogorova



Nazajsnji sistem Kolmogorova

Verjetnost 2

Cetrin Izrek (ReSitve nazajsnjih enatb Kolmogorova)

poglavje
Rojstni procesi

Ce je {pij(t)} enolitna resitev naprejinjega sistema
Kolmogorova za rojstni proces in je {qjj(t)} neka nenegativna
resitev nazajsnjega sistema Kolmogorova za ta proces, potem je

pii(t) < qji(t), zavsei,j,t.

Ta rezultat nas opozarja na nekaj nenavadnega. Ce bi namret
ReSevanje veljalo, kot bi moralo veljati, za vsak konéni &as t

> pit) =1, (6)
j=1

enatb
Kolmogorova

potem bi iz slednjega izreka sledilo, da je tudi nazaj3nji sistem
enoli¢no resljiv. Neenoli¢nost torej nastopi natanko tedaj, kadar
v kon&nem &asu t enacba (6) ne drzi.



Eksplozija rojstnega procesa

Verjetnost 2 To pa je moZno le, kadar v konénem €&asu proces raste ez vsa

Cetrto

WU stanja proti neskon&nosti. Zato vzamemo neizpolnjenost
ojstni procesi R .. . .
enalbe (6) kot definicijo eksplozije v konénem &asu.

M

Izrek (lzrek o eksploziji)

Rojstni proces ima eksplozijo natanko tedaj, ko je

=1
— < Q.

ReZevanje
enatb
Kolmogorova



Eksplozija rojstnega procesa

Verjetnost 2 To pa je moZno le, kadar v konénem €&asu proces raste ez vsa

Cetrto

WU stanja proti neskon&nosti. Zato vzamemo neizpolnjenost
ojstni procesi R .. . .
enalbe (6) kot definicijo eksplozije v konénem &asu.

Izrek (lzrek o eksploziji)

Rojstni proces ima eksplozijo natanko tedaj, ko je

=1
— < Q.

ReZevanje
enatb
Kolmogorova

Da bi to videli, najprej seStejmo prvih nekaj naprejSnjih enacb
Kolmogorova (3) in uporabimo na njih Laplaceovo
transformacijo, da dobimo

n
UZ LPij(u) =1- )\nLPin(u)'
=



Eksplozija rojstnega procesa — nadaljevanje

Veimes: 2 Ce v to enacbo vstavimo Laplaceove transformiranke reSitev

Cetrto

poglavje naprejsnjih enaéb, dobimo

Rojstni procesi
n n u —1
u Ly (u)=1-— 1+ — .

St =1-T1(1+5)

Jj=i Jj=i
Pogljimo n proti neskon&no (pri primerno izbranih u) in
upostevajmo pravila iz neskonénih produktov, po katerih so ti
divergentni natanko tedaj, ko so (absolutno) divergentne vrste
iz logaritmov njihovih &lenov. Vrsta

ReZevanje
enatb
Kolmogorova
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Veimes: 2 Ce v to enacbo vstavimo Laplaceove transformiranke reSitev

Cetrto

poglavje naprejsnjih enaéb, dobimo

Rojstni procesi
n n u —1
P 1
j=i

j=i

Pogljimo n proti neskon&no (pri primerno izbranih u) in
upostevajmo pravila iz neskonénih produktov, po katerih so ti
divergentni natanko tedaj, ko so (absolutno) divergentne vrste
iz logaritmov njihovih &lenov. Vrsta

ReZevanje

(0.9}
enatb
Kolmogorova E LpU ( u)
j=i

je torej konvergentna z limito u~! natanko tedaj ko je vrsta
Zj’i,- /\,Tl divergentna. Naslednjo definicijo lahko na&eloma
vpeljemo za poljuben slu€ajni proces, tj druzino slucajnih
spremenljivk { X (t)|t € [0, 00)} s §tevno mnoZico stanj S.



	Poissonova porazdelitev
	Poissonov tok
	Poissonov proces
	Rojstni procesi
	Reševanje enacb Kolmogorova

