
Ritzeve vrednosti

Denimo, da stolpci matrike Vk tvorijo ortonomirano bazo za podprostor Krilova Kk(A, r0).

Približke za lastne vrednosti in vektorje iz podprostora Kk dobimo iz Galerkinovega pogoja

Av − µv ⊥ Kk, v ∈ Kk.

Ker stolpci vk tvorijo ortonormirano bazo za Kk, to pomeni:

• µ je lastna vrednost k × k matrike Hk = V T
k AVk,

• v = Vkw, kjer je w, ‖w‖2 = 1, lastni vektor Hk, ki pripada µ.

µ je Ritzeva vrednost, v pa Ritzev vektor.

Velja Kk(αA+ βI, r0) = Kk(A, r0) za poljuben β in α 6= 0.

Ker je podprostor Krilova invarianten na skaliranje in pomike, je položaj lastnih vrednosti

glede na koordinatno izhodǐsče nepomemben. Namesto tega je pomembno, katere lastne

vrednosti so zunanje in katere notranje.

Če vzamemo najmanǰsi krog, ki vsebuje vse lastne vrednosti, potem bodo Ritzeve vrednosti

najprej skonvergirale k lastnim vrednostim, ki so blizu roba kroga.
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Ritzeve vrednosti za simetrično matriko

Če je A = AT so vse Ritzeve vrednosti realne.

Ritzeve vrednosti pri k se prepletajo z Ritzevimi vrednosti pri k+ 1, saj se lastne vrednosti

Tk prepletajo z lastnimi vrednostmi Tk+1. Zaradi tega Ritzeve vrednosti monotono

konvergirajo proti lastnim vrednostim matrike A.

Ritzeve vrednosti najprej skonvergirajo k zunanjim, torej največjim in najmanǰsim, lastnim

vrednostim.
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Metoda CG in matrika Tk

Metoda CG je povezana z Lanczosevo metodo. Če stolpci matrike Vk tvorijo ortonomirano

bazo za podprostor Krilova Kk(A, r0), potem je Tk = V T
k AVk tridiagonalna matrika.

Tk =


γ1 δ1
δ1 γ2

. . .
. . . . . . δk−1

δk−1 γk

 .
Iz

pj = rj−1 + βj−1pj−1

rj = rj−1 − αjApj,

kjer je

αj =
rTj−1rj−1

pTj Apj
, βj−1 =

rTj−1rj−1

rTj−2rj−2

,

dobimo

γ1 =
1

α1

, γj =
1

αj
+
βj−1

αj−1

,

δj =

√
βj

αj
.

Bor Plestenjak: Iterativne metode podprostorov



Hitrost konvergence CG in Ritzeve vrednosti

Hitrost konvergence je odvisna od tega, kako dobro Ritzeve vrednosti aproksimirajo lastne

vrednosti.

Če so θ1, . . . , θk Ritzeve vrednosti za V T
k AVk, potem je polinom Pk stopnje k, za

katerega velja Pk(0) = 1, enak

Pk(t) =
(θ1 − t)(θ2 − t) · · · (θk − t)

θ1θ2 · · · θk
.

Velja: Če θ1 dobro aproksimira λ1, potem od tu naprej metoda CG konvergira tako kot da

lastne vrednosti λ1 ne bi bilo. Namesto od κ = λ1/λn je sedaj konvergenca odvisna od

λ2/λn.
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Predpogojevanje

r0 = b− Ax0, p1 = r0

j = 1, 2, . . . , k

αj =
‖rj−1‖2

pTj Apj
xj = xj−1 + αjpj

rj = rj−1 − αjApj

βj =
‖rj‖2

‖rj−1‖2
pj+1 = rj + βjpj

Naj bo s.p.d. matrika K aproksimacija za A. Metode CG ne moremo uporabiti na

K−1Ax = K−1b, saj matrika K−1A ni simetrična.

V primeru, ko je znan razcep Choleskega K = LLT , lahko CG uporabimo na simetričnem

sistemu

L
−1
AL

−T
y = L

−1
b, x = L

−T
y.

Druga možnost je, da uporabimo skalarni produkt [x, y] = 〈x,Ky〉. V tem skalarnem

produktu je K−1A pozitivno definitna, saj je

[K
−1
Ax, x] = 〈K−1

Ax,Kx〉 = 〈Ax, x〉 > 0.
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Predpogojevanje

Običajni CG Predpogojeni CG

r0 = b− Ax0, p1 = r0

j = 1, 2, . . . , k

αj =
‖rj−1‖2

pTj Apj
xj = xj−1 + αjpj

rj = rj−1 − αjApj

βj =
‖rj‖2

‖rj−1‖2
pj+1 = rj + βjpj

r0 = b− Ax0, p1 = K−1r0

j = 1, 2, . . . , k

αj =
rTj−1K

−1rj−1

pTj Apj

xj = xj−1 + αjpj

rj = rj−1 − αjApj

βj =
rTj K

−1rj

rTj−1K
−1rj−1

pj+1 = K−1rj + βjpj

To je ekvivalentno temu, da bi uporabili običajni CG za sistem Ãx̃ = b̃ za

K
−1/2

AK
−1/2

y = K
−1/2

b, x = K
−1/2

y.

Veljajo zveze

x̃k = K
1/2
xk, r̃k = K

−1/2
rk, p̃k = K

1/2
pk, α̃k = αk, β̃k = βk.
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CGLS

Če rešujemo Ax = b in je A nesimetrična, lahko uporabimo CG na normalnem sistemu

A
T
Ax = A

T
b.

Prednost: izognemo se dolgim rekurzijam, ki jih potrebujeta FOM in GMRES.

Slabost: občutljivost matrike ATA je kvadrat občutljivosti matrike A.

To deluje v redu, če so singularne vrednosti matrike A lepo razporejene po gručah oziroma

kadar je matrika A blizu ortogonalne matrike.

Ustrezna metoda brez ekplicitnega računanja ATA je CGLS (Paige in Saunders 1982).

Izrek 1. Metoda CGLS vrne xj, ki minimizira ‖b − Axj‖2 po afinem podprostoru

x0 +Kj(ATA,ATr0).
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LSQR

Normalni sistem lahko uporabimo tudi za reševanje predoločenega sistema Ax = b po

m.n.k.. Še bolǰso metodo pa dobimo, če upoštevamo ekvivalenten razširjeni sistem[
I A

AT 0

] [
r

x

]
=

[
b

0

]
.

Če začnemo s približkom

[
0

0

]
, je prvi vektor v ON bazi za podp. Krilova w1 = 1

‖b‖

[
b

0

]
.

Naslednji vektor je w2 = 1

‖AT b‖

[
0

ATb

]
.

Po vrsti se izmenjujejo vektorji oblike

[
u

0

]
in

[
0

v

]
.

Če sestavimo matriki Uk in Vk iz prvih k stolpcev u in v, velja

β1u1 = b

α1v1 = ATu1

i = 1, 2, . . .

βi+1ui+1 = Avi − αiui
αi+1vi+1 = ATui+1 − βi+1vi

Skalarji αi, βi so izbrani tako, da so vektorji ui in vi normirani.
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Delna bidiagonalizacija

β1u1 = b, α1v1 = ATu1

i = 1, 2, . . .

βi+1ui+1 = Avi − αiui, αi+1vi+1 = ATui+1 − βi+1vi

Če sestavimo matriki Uk in Vk iz prvih k stolpcev u in v, velja

β1Uk+1e1 = b

AVk = Uk+1Bk

A
T
Uk+1 = VkB

T
k + αk+1vk+1e

T
k+1

za

Bk =


α1

β2 α2

β3
. . .
. . . αk

βk+1

 .

Povezava z Lanczosevo metodo za ATAx = ATb:

Izrek 2. Velja Tk = BT
kBk, kjer je Tk tridiagonalna matrika iz Lanczoseve metode za

matriko ATA in začetni vektor ATb. Velja še

A
T
AVk = VkTk + αk+1βk+1vk+1e

T
k+1.
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Rešitev LSQR

Ǐsčemo

[
rk
xk

]
, da bo ostanek

[
I A

AT 0

] [
rk
xk

]
−
[
b

0

]
pravokoten na podprostor Krilova.

Iz ATAVk = VkTk + αk+1βk+1vk+1e
T
k+1 sledi, da ǐsčemo približek oblike xk = Vkyk.

Ostanek rk je potem oblike rk = Uk+1tk+1.

Vzeti moramo podprostor Krilova, ki ga razpenjajo stolpci matrike

[
Uk+1 0

0 Vk

]
.

Iz

[
UT
k+1 0

0 V T
k

]([
I A

AT 0

] [
Uk+1tk+1

Vkyk

]
−
[
b

0

])
= 0 dobimo

[
I Bk

BT
k 0

] [
tk+1

yk

]
=

[
β1e1

0

]
,

kar je ravno predoločen sistem min ‖Bkyk − β1e1‖.
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