Premakni in obrni (Shift-and-invert)

Ce i¥¢emo lastne vrednosti v blizini 7, potem si lahko pomagamo s podprostorom Krilova,
ki ga generira matrika (A — 71)" ",

Pri tej metodi je potrebno produkt z matriko (A — 7)™ ! izraunati to¢no.

Pomagamo si lahko npr. z LU razcepom. ¢&e je P(A — 71) = LU, potem moramo v
vsakem koraku Arnoldija namesto v;,1 = (A — 7I) v, novi vektor izralunati kot

Ly = P’Uj
Uvjt1 = y.

Ce je A razpriena matrika, to ponavadi velja tudi za L in U, ki pa lahko imata ve&
nenicelnih elementov kot A. Najbolj zahtevna operacija pri premakni in obrni je izradun
LU razcepa matrike A — oI. Ker pa je konvergenca potem lahko zelo hitra in porabimo
veliko manj korakov Arnoldijevega algoritma, se pristop premakni in obrni ve¢inoma splaca,
kadar i8¢emo notranje lastne vrednosti.

Ce i¥&emo kompleksne lastne vrednosti, je najbolje vzeti kompleksni 7. Vendar, potem
moramo racunati v kompleksni aritmetiki. Ali je moZno priti do Zeljenih kompleksnih lastnih
vrednosti samo z realno aritmetiko?
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Racunanje kompleksnih lastnih vrednosti

Naj bo A realna nesimetri¢na matrika, radi pa bi uporabili premik 0 = o1 + 105.

Namesto kompleksne aritmetike pri direktni uporabi metode premakni in obrni lahko
uporabimo tudi realni operator

By =re[(A—ol) ] = % ((A o) (A - 51)‘1) .

Velja namred:

e Lastni vektorji matrike B se ujemajo z lastnimi vektorji matrike A.

e Lastni vrednosti ,u;r ustreza

L1 1,1

Alternativhe moZnosti so

LB =im(A—oD) Y= ((A-oD —(A-7D)"),

2. B(a,B) = aB;y + 8B_,
3. B,=(A—ol) " (A—-7I)"".
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Racunanje vec lastnih vrednosti

Ce nas zanima vet kot le ena lastna vrednost, potem je ena izmed moZnosti uporaba tehnik
t.i. zaklepanja (lock-and-restart).

Denimo, da smo Ze izraCunali lastne vektorje xq,...,x;-1. Sedaj to vzamemo za
prvih 5 — 1 vektorjev v1,...,v;_1, izberemo v; in nadaljujemo s podprostorom, ki je
kombinacija Ze izracunanih lastnih vektorjev in podprostora Krilova IC(A, v;).

Po k korakih dobimo podprostor, ki ga razpenjamo vektorji

V1y...,0V5—-1, 0y, A’Uj, R ,Ak_j’Uk_j.
Za matriko Hj, velja, da je podmatrika Hy(1 : j,1 : j) zgornja trikotna, kot priblizke
za lastne vrednosti pa jemljemo v postev le Ritzeve vrednosti spodnje podmatrike
Hi(j+1:k,57+1:k),kijezgornja Hessenbergova.
Alternativna moznost je, da nadaljujemo rac¢unanje od zacetka z matriko

A=(I-U U )AUT - U U,

kjer stolpci matrike U,;_1 = [u; --- wj_1] sestavljajo ortonormirano bazo za
Invariantni podprostor, ki smo ga Ze nasli.
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Algoritem za Arnoldija s premakni in obrni

izberi vektor v1, zaetni premik o in nastavi k = 1

while & < Epax
izratunaj LU razcep A — oI (*)
e je k > 1 izratunaj h;; = ’UZ«T(A —ol)'wjzad,j=1,...,k—1.
j=k,k+1,...,m (Arnoldi) (**)

z=(A—ol) v,
T

hij=v;zzat=1,...,7
hjti,; = ||2]]
Vit1 = 2/hji1

izracunaj:
- lastno vrednost H,, z najve¢jo absolutno vrednostjo,
- pripadajoti pribliek za lastni vektor w matrike (A — o)™ *,
- ostanek pp
vektor w ortgonaliziraj glede na vy, ..., vi_1 in ostanek vzemi za v
e je pr dovolj majhen, vzemi vy kot naslednji Schurov vektor in nastavi £k = k + 1
Ce je bilo Ze prevel korakov z istim premikom, spremeni premik o in pojdi na (*)

izvedi ponovni zagon (vrni se na (**))
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9.1 Nesimetri¢ni Lanczos za lastne vrednosti

izberi vektorja vi, wq, da je vlTwl =1
Bo =100 =0, vg=wg =0
7 =1,2,...,k
a; = (Avj, wj)
6j+1 = Av; — ajv; — Bj-1vj1
”LT)j+1 = AT’LUj — ;W — 5j_1wj_1
8; = |(Wj41, Wi41) |
¢e je 0; = 0O, prekini raunanje
Bi = (Vj+1, wj+1)/9;
Vjt1 = Uj1/0;
Wit1 = Wjt1/B;

Dobimo

AV, = Vi, Ty + 5kvk+1eg,

ATWy, = Wi Ty + Brwiiaep,,

kjer je

WAV, = Ty,
o S
51 87%))
Ok—1

. . . ‘o o o . . _ ~T ~
Skalarja 3, in 9; nista enoli¢no doloena, vaZno je le, da velja 8;0; = v, w;+1.

Izrek 1. Ce se algoritem ne zalomi do koraka k, potem velja

T

)

o v wj:Ozaz'#jinv;F
e stolpci Vi, = [vg - - -

o stolpci Wi, = [wy - - -
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w; =1za1,5=1,...,k,
vi| tvorijo bazo za Ky (A, v1),
wy,] tvorijo bazo za /Ck(AT, w1 ).

Br—1

873




Kdaj se nesimetri¢ni Lanczos zalomi

izberi vektorja vi, w1, da je vlTwl =1
Bo =100 =0, vg=wg =0
i=1,2,...,k

a; = (Avj, wj)

Vjy1 = Avj — ovj — Bj1vj-1

”LT)j+1 = Aij — ;W — 5j_1wj_1

8; = |(Tjt1, Wys1)|"?

¢e je 0; = 0O, prekini raunanje

Bi = (Vj+1, wj+1)/9;

Vjt1 = Uj+1/6;

Wit1 = Wjt1/B;

Dobimo

AV,

ATw,

kjer je

Ty =

Metoda se zalomi, &e je §; = 0. Do tega lahko pride zaradi:

WAV, = T,

851

01

S

8%

= V. T}, + 5kvk+1ef,

T T
= WiT, + Brwi+iey,

e Vi1 = 0 ali wjy; = 0: To je sre¢ni zalom, saj so potem lastne vrednosti T} enake

lastnim vrednostim matrike A.

~ ~ ~T ~ A, . .
® Vi1 7# 0, wjy1 # 0, toda v; ;w;y1 = 0: To je resni zalom.
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Kaj narediti, ¢e se nesimetri¢ni Lanczos zalomi

Ce se nesimetri¢ni Lanczos zalomi, imamo ve moZnosti:

e Restart: Takoj ko se zalomi (oziroma ko je numeri¢no §; blizu 0), naredimo ponovni
zagon. Na ta nacin sicer nadaljujemo, ampak izgubimo podprostor Krilova in moZnost
superlinearne konvergence.

e Look-Ahead: Pokvarimo tridiagonalno strukturo, tako da uporabimo vel vektorjev in
pridemo do blo¢no biortogonalne baze in blo¢ne tridiagonalne matrike 1. To pomeni,
da lahko npr. najdemo par (v;t2, w;y2), éeprav par (vjt1, w;4+1) ne obstaja.
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Izguba biortogonalnosti

Podobno kot pri Lanczosevi metodi za simetri¢éne matrike imamo tudi pri nesimetri¢nem
Lanczosu teZave z izgubo biortogonalnosti. Posledica so lahko navidezne lastne vrednosti,
ki pa se za razliko od simetri¢nega primera lahko pojavijo kjerkoli.

Resitve so:

e Dodatno testiranje, ki lo¢i navidezne lastne vrednost od resni¢nih.
e Ponovni zagon.

e Dodatna biortogonalizacija, najprimernejSa je selektivna biortogonalizacija.
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Ocene pri nesimetricnem Lanczosu

Dobimo
AV, = Vi, Ty + 5k'Uk—|—1€Z;
AWy, = WkaT + 5kwk+1€;§,
W, AV, = T,
kjer je i i
a1
01 o
T = Br—1
i Op—1 O

Pri nesimetri¢nem Lanczosu dobimo hkrati priblizke za leve in desne lastne vektorje. Ce je
Trs = Os, potem

e 0 je vrednost Petrova,
e © = Vis je desni vektor Petrova,

o y = Wys je levi vektor Petrova.

Za ostanka velja rg = Ax — 0z = 5k+1vk+1(egs) in rf = Bkwfﬂ(sHek).

Upostevati moramo, da vektorja vgy1 In wg11 nista normirana.
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Nesimetri¢ni Lanczos in harmoniéne vrednosti

Ce uporabimo premik o, je @ harmoni¢na vrednost Petrova in w harmoni¢ni vektor, e je
Au—0u L (A" — o )Kp(A", wr).
Lema 1. Po k korakih nesimetri¢nega Lanczosa dobimo
AV, = ViTh + Spvpiie, = Vi1 Thrt ks

ATwy, = WkaT + BkwarleZ = Wk+1TkT,k+17

WAV, = Ty,
kjer je i i
a1 1
01 o
T, =
g Br—1
i Ok—1 Ok |

Ce je ¥ lastna vrednost posplosenega problema lastnih vrednosti

YT k+1 — 0l k1) Thw1e — 0 lir16)y = (T — oli)y,
potem je o + 1 /19 harmoni¢na vrednost Petrova matrike A.
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Iterativhe metode v Matlabu

V Matlabu je na voljo metoda eigs, ki racuna lastne vrednosti s pomo¢jo Arnoldijeve
metode z implicitnim ponovnim zagonom iz paketa ARPACK.

e d = eigs(A) vrne 6 po absolutni vrednosti najvedjih lastnih vrednosti matrike A.
e [V,D] = eigs(A) vrne vektor lastnih vektorjev V' in diagonalno matriko lastnih
vrednosti D za 6 po absolutni vrednosti najvegjih lastnih vrednosti A.

e [V,D,flag] = eigs(A) deluje tako kot zgoraj, le da dodatno vrne 3e ali so lastne
vrednosti skonvergirale (flag=0) ali ne (flag#0).

e cigs(A,B) reSuje posploseni problem lastnih vrednosti Ax = ABzx.
e eigs(A,k) vrne k najveljih lastnih vrednosti.
e ecigs(A,k,sigma) vrne k najvedjih lastnih vrednosti, pri ¢emer sigma pomeni:
— e je sigma skalar, i¢emo lastne vrednosti v bliZini skalarja (preko premakni in obrni)
— 'Im": najvecja absolutna vrednost,
— ’'sm’: najmanjSa absolutna vrednost,
— 'lr’: najvegji realni del,
— 'li": najvedji imaginarni del,
— ’'si’: najmanjsi imaginarni del.

Matriko lahko podamo kot funkcijo, ki za  vrne Az oziroma (A — o) 'z v primeru
shift-and-invert.
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