Resitve kolokvija iz Matematike 2 z dne 20. 4. 2011

Praktiéna matematika

—tx
1. Oznacimo f(t,z) := etw . Integral razdelimo na dvoje. Ker za 0 < ¢t < 1 velja

min{e 1} < e < max{e %, 1}, integral fol f(t,x)dt konvergira natanko tedaj,
ko konvergira integral fol dt/t*, le-ta pa konvergira za x < 1. Integral floo f(t,x)dt
pa za x < 0 zagotovo divergira, saj je integrand konstanten ali pa narasca proti
neskonc¢no. Za x > 0 pa omenjeni integral konvergira, ker gre eksponentna funkcija
proti nic¢ hitreje kot katera koli potenca.

Sklep: integral konvergira za 0 < x < 1.
. Najprej zaradi simetrije velja:

3 42 3 2
I:= ——dz =2 ——dx
/3 V9 — 2 /0 V9 — 22

S substitucijo 22 = 9t dobimo:

Izg/,/ dt_9B§% :9%:%.

. Krivulje omejujejo eno samo (omejeno) obmodje 1 < zy < 8, =z < y* < 64x. S
substitucijo:

y? 1

Uu=2xy, v=—, x:u2/3v_1/3, y:ul/3vl/3, J=—

T 3v

dobimo:
64
98
// . = // v 2 dude = = / du/ 2 qy ==,

1<2y<8 1<u<s8 3

<y?<64x 1<v<64

. Dani integral najprej pretvorimo v dvojni integral:

flz,y)dxdy.

x>0

0<y<l4e~®
Ce Zzelimo, da gre zunanji integral po v, notranji pa po z, moramo vse neenacbe, v
katerih nastopata obe spremenljivki, resiti na x. V nasem primeru je to neenacba
y<1+e® Cejey <1, to velja za vsak z, sicer pa velja za 2 < —In(y — 1). Ta
neenacba pa je zdruzljiva s pogojem = > 0 le tedaj, ko je —In(y — 1) > 0, to pa
je tedaj, ko je y < 2. Tako dobimo, da se nas integral prevede na naslednjo vsoto
dvakratnih integralov:

/0 Ly /0 " fy)de+ / ay /O " ey
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5. Masa danega telesa je sicer znana, a jo vseeno Se enkrat izracunamo. Po uvedbi
sferi¢nih koordinat:

r=rcospcos, y=rcospsinf, z=rsing, J=r’cosyp

2
m://A2+y2+22<1pdmdydz:p//AoS%gbr cospdrdfdy =

567%220 OSQOSTI'/Z

1 /2 /2
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Tezis¢e ima koordinate (x*, y*, z*), kjer je:

1 p 1 w/2 w/2 o
x*:—/// pxdxdydz:—/ r3d7’/ cos@d@/ cos® pdp = — =
m x2+y2+>2(2)§1 m 0 0 0 16m

z7y7z

dobimo:

. 1 p 1 X /2 . /2 ) o
y=_ xz+y2+§z<lpydxdydz:E i rdr i sin 6 dd i coS @dgpz%:
x?yVZ_

1 p 1 w/2 w/2 T
Z*:—/// pzdxdydz:—/ r?’dr/ d9/ sinpcospdp = —— =
m x2+y2+>2(2)§1 m 0 0 0 16m

z7y7z

Opomba: da so vse tri koordinate enake, je jasno iz simetrije. Dovolj je torej izracu-
nati samo eno koordinato.
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