Resitve 1. kolokvija iz NUMERICNIH METOD 1

Praktiéna matematika

10. december 2013

1. V formatu P(10,5,—100,100) izracunajte vrednost polinoma
p(z) = 5.55552% — 3.2111z + 9.8765
za x = 12.345 po Hornerjevem algoritmu. Izracunajte relativno napako

p(z) — p(z)]
|p(x)]

ter jo primerjajte z osnovno zaokrozitveno napako v dani aritmetiki.

Resitev:

S Hornerjevim algoritmom izra¢unamo vrednost polinoma p(r) = asx? + a1z + ag s slede¢imi
elementarnimi operacijami:

P1 = a2,
v1 = p1 +ag,
P2 = 012,

Vo = P2 +CLO.

Zadnja izracunana vrednost je vrednost polinoma v tocki x: vy = p(z). V danem primeru
dobimo

p1 = f1(68.5826475) = 0.68583 - 107,
0, = f1(65.3718999) = 0.65372 - 102,
P> = f1(807.01734) = 0.80702 - 10,
Uy = f1(816.8965) = 0.81690 - 10°.

[zracunana vrednost je tako enaka
p(z) = 816.9,

tocna pa se glasi
p(z) = 816.8882538875.

Relativna napaka je velikosti 1.438 - 1075 in je manj$a od osnovne zaokroZitvene napake, ki
je enaka u =5-107".



2. Dokazite, da integral
1
I, = 7r/ 2" sin () dx
0
zadosca rekurzivni enacbi
2n(2n — 1)

L=1-"==

I, 1.

Utemeljite, kako bi numeri¢no stabilno izracunali ¢lene I,, za velike n. Na stabilen nacin
izracunajte Io.

Resitev:

Rekurzivno zvezo izpeljemo tako, da dvakrat izvedemo integracijo per partes. V prvem

koraku dobimo
19 1
+ _n/ 2?1 cos (7ra:)d3:) =
0

0 ™
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I,=m (—— cos (mz) "
T

1 2n [!
=7 (— e (mj)dm) =
T T Jo

1
=1+ Qn/ 2" cos (mx)dx
0

S ponovno integracijo per partes izpeljemo

1 2n-—1

0 ™

1
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/ *" 1 cos (mx)dr = — sin (7x)2x®"
0 m
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/ v?" % sin (1x)dr =
0
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S / r*"? sin (rz)dr =
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Od tod sledi 59 .
I,=1-— M}nil.
T

Prvi ¢len zaporedja je enak Iy = 2. Ker velja ocena

T
2n +1’

1 1
0< 7r/ %" sin (7x)dr < 7r/ ¥ dr =
0 0

morajo ¢leni z naraséajocim n padati proti 0. Ce ¢lene raéunamo numeriéno od prvega naprej,
pa to ne drzi. Napaka, ki se pojavi pri ¢lenu 1, se na vsakem koraku pomnozi s faktorjem
@, i = 2,3,.... Napaka tako slej kot prej prevlada nad tocnimi vrednostmi (ki so
majhne) in numeri¢no izracunani ¢leni za¢nejo po absolutni vrednosti naraséati. Stabilno
lahko ¢lene izracunamo v obratnem vrstnem redu. Postavimo Iy = 0 za nek dovolj velik N
in ra¢unamo

2 (1 —1I,,)

Iy =2 =)
YT on(2n—1)

n=NN-—-1,...,1.



Ceprav je ¢len Iy napacen, se napaka na vsakem koraku deli s faktorjem
1,... in zato prej ali slej izgine.

7T2 _
%@i—1) L= N, N —

Ce izberemo Iy = 0, dobimo

Iy = 7:%0 1215; — 4.02840996 - 1073,

Iy = Z ((118 ]2; — 4.357201056 - 1073,
Iy = Z ((16 L2 )) — 4747150024 - 1073,
Iy = 7;4((14 122)) = 5.191729338 - 1072,
I = 122((112 IQ)) — 5701721305 - 1072,

Ce bi izracunali integral I, brez uporabe rekurzivne formule, bi dobili 5.701721304 - 1073, Z
rekurzivnim racunanjem v obratni smeri smo torej dobili natancen rezultat.



3. Enacbo 22 —a =0, a € R, a # 0, redujemo z iteracijo

1133

I’T_i_l:m, 7”:0,17...

Dolocite neznana koeficienta A in B tako, da bo red konvergence v okolici resitve y/a vsaj
kvadraticen. Kaksen je toéno red konvergence? Z iteracijo, ki jo dobite, izracunajte v/5 z
zacetnim xo = 2 na pet decimalnih mest natancno.

Resitev:

Iteracijska funkcija je enaka

xS

9(w) = Ax? + B’

Da bo red konvergence v okolici y/a vsaj kvadraticen, mora veljati

9 (Va) = va, ¢ (Va) =0.

Izra¢unamo
_ Az* + 3Bzx? _ Aa® + 3Ba

IO = e Y9 GarBe

Zgornji enachi se poenostavita v
Aa+B=a, Ad®>+3aB=0

in reSitev se glasi

3
A=2 p=-2
2 2
Iteracija je torej oblike
2z, 0,1
Tpyp1 = , r=0,1,...
32 —a
Ker je ¢" (v/a) = <= # 0, je konvergenca toéno kvadraticna.

Za a = 5 dobimo z zac¢etnim xy = 2 sledece priblizke:

16
T, = - 9 = 2.237639989, x5 = 2.236069633,

Ker je v/5 = 2.236067977, je zahtevana natancnost dosezena ze po treh korakih.



4. Dan je polinom
p(z) = 2% — 32° + 1.
(a) Dolocite stevilo razlicnih nicel na intervalu (0, 1).
(b) Dokazite, da ni nobene ni¢le na intervalu [3, 00) U (—oo, —1].

(c) S tangentno metodo in zacetnim priblizkom 2y = 1 izracunajte eno od resitev na tri
decimalna mesta natanc¢no.

(d) K polinomu p zapisite pridruzeno matriko C,,.

Resitev:
Za dan polinom izrac¢unamo Sturmovo zaporedje:

po(z) = 2% — 322 + 1,
pl(x) = 31’2 - 637,
po(x) =22 — 1,

9
p3(z) = T

Dalje izracunamo

{ro(0), p1(0), p2(0), p3(0) }

(1) (1) (1) (1) = {-1.-3.1.3},
()23 200) 7o)} = {

Vidimo tudi, da p(—1),p(0),p(1), p(3) # 0. Stevilo razliénih nicel na intervalu (0, 1) je torej
enako o(0) —o(1) = 1. Ker je 0(—1) — 0(3) = 3 so na intervalu (—1,3) tri razli¢ne nicle.
Ker pa je p polinom stopnje 3, so to vse njegove nicle.

Tangentna metoda se glasi

2¢3 — 322 — 1
r+1 — - — s =0,1,...
et 3z, (z, — 2) "

Z zacetnim priblizkom zy = 1 dobimo

x1 = 0.6666666667, w9 = 0.6527777778, x3 = 0.6527036468.



Ker je relativna razlika
T3 — X
s = 2l 600113575 < 1072,
|3]
je x3 izrac¢unan na zahtevano natancnost.

Pridruzena matrika k polinomu se glasi

o O =
W = O



