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Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 5I. Uvod1.1 UvodPri numeri£nem re²evanju problemov i²£emo re²itev v numeri£ni obliki. To pomeni, da npr.namesto √
3 i²£emo 1.73205 . . .. Numeri£na metoda je postopek, s katerim iz za£etnih nume-ri£nih podatkov s kon£nim zaporedjem elementarnih operaij izra£unamo numeri£ni pribliºekza rezultat dolo£enega problema. Elementarne operaije so odvisne od okolja, mi bomo podto ²teli +,−,/,∗ in √ . Numeri£na analiza se ukvarja z analizo numeri£nih metod.Kdaj uporabljamo numeri£ne metode:

• ko drugih ne poznamo:� iskanje ni£el polinoma pete stopnje: x5 + 3x− 1 = 0,� re²evanje transendentne ena£be: x+ ln x = 0,� ra£unanje dolo£enega integrala: ∫ 1

0
ex2
dx;

• kadar so udobnej²e oz. manj zahtevne od analiti£nih re²itev:� ra£unanje inverzne matrike velikosti 100 × 100,� Cardanove formule za ni£le kubi£nega polinoma.Numeri£ne metode se stalno razvijajo. Dejavniki razvoja so:
• novi pristopi in novi algoritmi,
• razvoj ra£unalnikov,
• razvoj paralelnih ra£unalnikov.Glavne zahteve za dobro numeri£no metodo so:
• zanesljivost: na enostavnih problemih vedno deluje pravilno.
• robustnost : obi£ajno deluje na teºjih problemih, kadar pa ne deluje, vrne informaijo otem.
• natan£nost : izra£una re²itev tako natan£no, kot je to moºno glede na natan£nost poda-nih za£etnih podatkov.
• ekonomi£nost: £asovna (²tevilo operaij) in prostorska (poraba spomina).
• uporabnost : lahko jo uporabimo na ²irokem spektru problemov.
• prijaznost do uporabnika: je dobro dokumentirana in ima enostaven uporabni²ki vme-snik.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 6Naj bo x to£na vrednost, x̂ pa pribliºek za x:
• absolutna napaka: x̂ = x+ d, oziroma d = x̂− x,
• relativna napaka: x̂ = x(1 + d) oziroma d =

x̂− x

x
.Nekaj problemov, ki jih bomo re²evali:

• nelinearne ena£be: poi²£i ni£lo funkije f : R → R.
• linearni sistemi: poi²£i x ∈ Rn, ki re²i sistem Ax = b za A ∈ Rn×n in b ∈ Rn.
• predolo£eni sistemi: poi²£i x ∈ Rn, ki minimizira ‖Ax − b‖2 za A ∈ Rm×n in b ∈ Rm,kjer je m > n.
• lastne vrednosti: izra£unaj lastne vrednosti in vektorje matrike A.
• interpolaija: poi²£i polinom, ki gre skozi to£ke (x0, y0), . . . , (xn, yn).
• integriranje: izra£unaj integral ∫ b

a
f(t)dt.

• diferenialne ena£be: re²i y′ = f(x, y), y(x0) = y0.1.2 Plavajo£a vejiaV ra£unalniku so ²tevila zapisana v plavajo£i vejii kot
x = ±m · be,kjer je m = 0.c1c2, . . . ct, mantisa in:

• b: baza (2, lahko tudi 10 (kalkulatorji) ali 16 (IBM)),
• t: dolºina mantise,
• e: eksponent v mejah L ≤ e ≤ U ,
• ci: ²tevke v mejah od 0 do b− 1.
• �tevila so normalizirana, kar pomeni c1 6= 0.Tak zapis ozna£imo s P (b, t, L, U).V standardu IEEE poznamo:
• single: P (2, 24,−125, 128), ²tevilo je shranjeno v 32 bitih,



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 71 8 23
6 6 6predznakeksponent mantisa

c2c3 . . . c24 (c1 = 1)1 11 52
6 6 6predznakeksponent mantisa

c2c3 . . . c53 (c1 = 1)

• double: P (2, 53,−1021, 1023), ²tevilo je shranjeno v 64 bitih,
• standard IEEE pozna ²e ²tevila 0, ∞, −∞ in NaN.
• dopu²£a tudi denormalizirana ²tevila, kjer je c1 = 0, eksponent pa je �ksen (-125 zasingle).Zgled 1 �e je s predznak, 0 ≤ e ≤ 255 eksponent in 0 ≤ f < 1 ²tevilo 0.c2 . . . c24, potemvelja

0 < e < 255 poljuben f x = (−1)s(1 + f) · 2e−127

e = 255 f = 0 x = (−1)s∞
e = 255 f 6= 0 x = NaN
e = 0 f = 0 x = (−1)s0
e = 0 f 6= 0 x = (−1)s(0 + f) · 2−126Primeri pozitivnih ²tevil:

e f ²tevilo
10000010 01100000000000000000000 x = (1 + 2−2 + 2−3) · 2130−127 = 11
11111111 00000000000000000000000 x = ∞
11111111 01011010100000000000000 x = NaN
00000000 00000000000000000000000 x = 0
00000000 00000100000000000000000 x = 2−6 · 2−126 = 2−132Zgled 2 Vsa predstavljiva ²tevila (pozitivna) iz mnoºie P (2, 3,−1, 1) so:

0.1002 ·2−1 = 0.2500 0.1002 ·20 = 0.500 0.1002 ·21 = 1.00
0.1012 ·2−1 = 0.3125 0.1012 ·20 = 0.625 0.1012 ·21 = 1.25
0.1102 ·2−1 = 0.3750 0.1102 ·20 = 0.750 0.1102 ·21 = 1.50
0.1112 ·2−1 = 0.4375 0.1112 ·20 = 0.875 0.1112 ·21 = 1.75



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 8
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2�tevila, ki niso predstavljiva, predstavimo s pribliºki, ki jih dobimo z zaokroºanjem. Naj bo

x ²tevilo in fl(x) najbliºje predstavljivo ²tevilo. Velja
fl(x) = x(1 + δ) in |δ| ≤ u,kjer je

u =
1

2
b1−tosnovna zaokroºitvena napaka:

• single: u = 2−24 = 6 · 10−8,
• double: u = 2−53 = 1 · 10−16.Izrek 1 �e ²tevilo x leºi znotraj intervala predstavljivih ²tevil, potem velja

|fl(x) − x|
|x| ≤ u

1 + u
.Dokaz. Naj bo x = (y + z)be, kjer je y = 0.d1 . . . dt in z = 0.0 . . . 0dt+1dt+2 . . . in naj bo

fl(x) = mbe, kjer je m = 0.c1 . . . ct. Predpostavimo lahko, da je x pozitiven.a) dt+1 < b/2 =⇒ m = y

|fl(x) − x|
|x| =

z

y + z
≤

1
2
b−t

b−1 + 1
2
b−t

=
u

1 + u
.Pri oeni smo izbrali najve£ji z in najmanj²i y.b) dt+1 ≥ b/2 =⇒ m = y + b−t

|fl(x) − x|
|x| =

b−t − z

y + z
≤ b−t − 1

2
b−t

b−1 + 1
2
b−t

=
u

1 + u
.Pri oeni smo izbrali najmanj²i z in najmanj²i y.Standard IEEE zagotavlja, da velja:

• fl(x⊕ y) = (x⊕ y)(1 + δ), |δ| ≤ u za ⊕ = +,−, /, ∗,
• fl(

√
x) =

√
x(1 + δ), |δ| ≤ u.Izjema je, £e pride do prekora£itve (over�ow) ali podkora£itve (under�ow) obsega predstavljivih²tevil. V tem primeru dobimo po IEEE:

• over�ow: ±∞,
• under�ow: 0.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 91.3 Napake pri numeri£nem ra£unanjuDenimo, da ºelimo izra£unati vrednost neke funkije f : X → Y pri danem x. Numeri£nametoda vrne pribliºek ŷ za y, razlika D = y − ŷ pa je elotna napaka pribliºka.Izvori napake so:
• nenatan£nost za£etnih podatkov,
• napaka numeri£ne metode,
• zaokroºitvene napake med ra£unanjem.Celotno napako lahko razdelimo na tri dele.Neodstranljiva napaka DnTa napaka se pojavi zaradi napake za£etnih podatkov. Nastane zaradi napake meritev ali pazaradi aproksimaije ²tevil s predstavljivimi. Ker ne moremo zahtevati to£nih podatkov, seneodstranljivi napaki ne moremo izogniti.Namesto z x ra£unamo s pribliºkom x in namesto y = f(x) izra£unamo y = f(x). Neodstran-ljiva napaka je Dn = y − y.Z analizo in oenjevanjem neodstranljive napake se ukvarja teorija motenj (perturbaij). Priteoriji motenj nas zanima, kako se spremeni rezultat, £e malo zmotimo (perturbiramo) za£etnepodatke. Problem je:
• ob£utljiv (slabo pogojen): £e pride do velikih sprememb,
• neob£utljiv (dobro pogojen): £e so spremembe majhne.Zgled 3 I²£emo prese£i²£e dveh premi.a) x+ y = 2
x− y = 0

=⇒ x = y = 1.Zmotimo desno stran:
x+ y = 1.9999
x− y = 0.0002

=⇒ x = 1.00005, y = 0.99985.Ta sistem je neob£utljiv.
6

-

(1, 1)

b) x+ 0.99y = 1.99
0.99x+ 0.98y = 1.97

=⇒ x = y = 1.Zmotimo desno stran:
x+ 0.99y = 1.9899

0.99x+ 0.98y = 1.9701
=⇒ x = 2.97, y = −0.99.Ta sistem je zelo ob£utljiv.

6

-

(1, 1)



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 10Stopnjo ob£utljivosti merimo z razmerjem med velikostjo neodstranljive napake in velikostjonapake v podatkih.Zgled 4 Naj bo f : R → R zvezna in odvedljiva funkija. Zanima nas razlika med f(x) in
f(x+ δx), kjer je δx majhna motnja.Velja |f(x+ δx) − f(x)| ≈ |f ′(x)| · |δx|, torej je |f ′(x)| absolutna ob£utljivost f v to£ki x. Zaoeno relativne napake dobimo

|f(x+ δx) − f(x)|
|f(x)| ≈ |f ′(x)| · |x|

|f(x)| · |δx||x| ,torej je |f ′(x)|·|x|
|f(x)| relativna ob£utljivost f v to£ki x.Napaka metodePri sami numeri£ni metodi pogosto neskon£en proes nadomestimo s kon£nim:

• se²tejemo le kon£no £lenov neskon£ne vrste,
• po kon£nem ²tevilu korakov prekinemo iterativno metodo.To pomeni, da namesto f ra£unamo vrednost funkije g, ki jo lahko izra£unamo s kon£nim²tevilom operaij. Namesto y = f(x) tako izra£unamo ỹ = g(x). Napaka metode je Dm =

y − ỹ.Zaokroºitvena napakaPri ra£unanju ỹ = g(x) se pri vsaki ra£unski operaiji pojavi zaokroºitvena napaka, tako danamesto ỹ izra£unamo ŷ. Sama vrednost ŷ je odvisna od vrstnega reda operaij in na£inaizra£una g(x). Zaokroºitvena napaka je Dz = ỹ − ŷ.Celotna napakaKon£na napaka je D = Dn +Dm +Dz. Velja
|D| ≤ |Dn| + |Dm| + |Dz|,zato nima smisla pretiravati z enim £lenom, £e sta ostala dva vi²jega reda.Praviloma i²£emo to£no re²itev, ki je ne znamo izra£unati, npr. y = sin(π/10).Zgled 5 Izra£unati ºelimo sin(π/10), na voljo pa imamo le kalkulator z osnovnimi ²trimioperaijami, ki ra£una na 4 deimalna mesta to£no (P (10, 4,−5, 5)). Namesto f(x) = sin xra£unamo vrednost aproksimaijske funkije g(x) = x− x3/6.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 11a) neodstranljiva napaka: Namesto z x = π/10 ra£unamo z x = 0.3142 · 100. Tako dobimo
Dn = y − y = sin(π/10) − sin(0.3142) = −3.9 · 10−5.b) napaka metode: Namesto sin(x) izra£unamo g(x) za g(x) = x− x3/6. Napaka je

Dm = y − ỹ = 2.5 · 10−5.) zaokroºitvena napaka: Odvisna je od vrstnega reda in na£ina ra£unanja g(x). Denimo,da x− x3/6 izra£unamo po postopku:
a1 = fl(x ∗ x) = fl(0.09872164) = 0.9872 · 10−1

a2 = fl(a1 ∗ x) = fl(0.03101154) = 0.3101 · 10−1

a3 = fl(a2/6) = fl(0.0051683 . . .) = 0.5168 · 10−2

ŷ = fl(x− a3) = fl(0.309032) = 0.3090 · 100Ker je ỹ = g(x) = 0.3090302767 . . ., je napaka
Dz = ỹ − ŷ = 3.0 · 10−5.Celotna napaka je D = Dn +Dm +Dz = 1.6 · 10−5.

1.4 Analiza zaokroºitvenih napakPri analizi zaokroºitvenih napak lo£imo direktno in obratno analizo.
• direktna analiza: Iz x namesto y = f(x) izra£unamo ŷ. �e je razlika med y in ŷ majhna(absolutno oz. relativno), je proes direktno stabilen (absolutno oz. relativno), sier panestabilen.
• obratna analiza: Iz x namesto y = f(x) izra£unamo ŷ. Sedaj se vpra²amo, za kolikomoramo spremeniti argument x v x̂, da bo f(x̂) = ŷ. �e je razlika med x in x̂ majhna(absolutno oz. relativno), je proes obratno stabilen (absolutno oz. relativno), sier panestabilen.

-

-

x

x̂

y = f(x)

ŷ = f(x̂)

eksaktnoeksaktnonumeri£no



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 12Zgled 6 Ra£unanje produkta n + 1 prestavljivih ²tevil.Dana so predstavljiva ²tevila x0, x1, . . . , xn, ra£unamo pa produkt p = x0x1 · · ·xn.Eksaktni algoritem je:
p0 = x0

i = 1, . . . , n
pi = pi−1xi

p = pn

Dejanski algoritem pa:
p̂0 = x0

i = 1, . . . , n
p̂i = p̂i−1xi(1 + δi), |δi| ≤ u

p̂ = p̂nDobimo
p̂ = p(1 + γ) = p(1 + δ1) · · · (1 + δn).Velja

(1 − u)n ≤ (1 + γ) ≤ (1 + u)n,to pa oenimo
(1 + u)n = 1 +

(
n

1

)
u+

(
n

2

)
u2 + · · · = 1 + nu+ O(u2),

(1 − u)n ≥ 1 − nu,kar dokaºemo z indukijo, saj je (1 − u)n+1 ≥ (1 − nu)(1 − u) = 1 − (n + 1)u+ nu2.Tako lahko pri pogoju nu ≪ 1 oenimo |γ| < nu. To pomeni, da je relativna napaka odvisnaod ²tevila mnoºenj in da se z vsakim mnoºenjem pove£a za u.Zgled 7 Ra£unanje skalarnega produkta dveh vektorjev dolºine n.Imamo dva vektorja x = (x1 · · · xn)T in y = (y1 · · · yn)T . Ra£unamo s = yTx =
∑n

i=1 xiyi.Eksaktni algoritem je:
s0 = 0
i = 0, . . . , n
pi = xiyi

si = si−1 + pi

s = sn

Dejanski algoritem pa:
ŝ0 = 0
i = 0, . . . , n
p̂i = xiyi(1 + αi), |αi| ≤ u
ŝi = (ŝi−1 + p̂i)(1 + βi), |βi| ≤ u

ŝ = ŝnObratna analiza nam da
ŝ =

n∑

i=1

xiyi(1 + γi),kjer je
1 + γ1 = (1 + α1)(1 + β2) · · · (1 + βn)in

1 + γi = (1 + αi)(1 + βi) · · · (1 + βn), i = 2, . . . , n.Tako dobimo oene |γ1| ≤ nu in |γi| ≤ (n− i+ 2)u za i = 2, . . . , n. To pomeni, da je ŝ to£niskalarni produkt relativno malo zmotenih vektorjev x in y. Ra£unanje skalarnega produkta jetako obratno stabilno.
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ŝ− s =

n∑

i=1

xiyiγi,torej
|ŝ− s| ≤

n∑

i=1

|xi| · |yi| · |γi| ≤ nu
n∑

i=1

|xi| · |yi| = nu|y|T |x|.Dobimo ∣∣∣∣
ŝ− s

s

∣∣∣∣ ≤
|y|T |x|
|yTx| nu.�e so vsi xiyi enakega predznaka, dobimo ∣∣bs−s

s

∣∣ ≤ nu in ra£unanje je direktno stabilno, sierpa imamo v primeru, ko sta vektorja blizu ortogonalnosti, lahko veliko relativno napako.Zgled 8 Ra£unanje vrednosti polinoma po Hornerjevem algoritmu.Dan je polinom
p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an,ra£unamo pa vrednost v to£ki x po Hornerju.Eksaktni algoritem je:

p0 = a0

i = 1, . . . , n
pi = pi−1x+ ai

p = pn

Dejanski algoritem pa:
p̂0 = a0

i = 1, . . . , n
p̂i = (p̂i−1x(1 + αi) + ai)(1 + βi)

p̂ = p̂nDobimo
p̂ = a0x

n(1 + γ0) + a1x
n−1(1 + γ1) + · · · + an(1 + γn),kjer je

1 + γ0 = (1 + α1) · · · (1 + αn)(1 + β1) · · · (1 + βn),
1 + γi = (1 + αi+1) · · · (1 + αn)(1 + βi) · · · (1 + βn), i = 1, . . . , n− 1,
1 + γn = (1 + αn),torej lahko oenimo |γ0| ≤ 2nu in |γi| ≤ (2(n− i) + 1)u za i = 1, . . . , n.Ra£unanje vrednosti polinoma je obratno stabilno, saj smo izra£unali vrednost bliºnjega poli-noma s koe�ienti ai(1 + γi) namesto ai.Iz absolutne napake p̂− p = a0x

nγ0 + a1x
n−1γ1 + · · · + anγn sledi

|p̂− p| ≤ 2nu(|a0||xn| + |a1||xn−1| + · · ·+ |an|),od tod pa
|p̂− p|
|p| ≤ 2nu(|a0||xn| + |a1||xn−1| + · · ·+ |an|)

|a0xn + · · ·+ an|
. (1.1)Ra£unanje vrednosti polinoma po Hornerju ni direktno stabilno.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 14Za predstavo o dobljenih oenah si poglejmo ra£unanje polinoma
(x− 2)9 = x9 − 18x8 + 144x7 − 672x6 + 2016x5 − 4032x4 + 5376x3 − 4608x2 + 2304x− 512v okolii to£ke 2. Z Matlabom dobimo

1.91 1.95 2 2.05 2.09
−5

0

5x 10
−11

Napake niso povsem naklju£ne, temve£ tvorijo vzore, ki ga opazimo, £e pogledamo izra£un priprvih 2000 predstavljivih ²tevilih ve£jih od 2:

zx 0 500 1000 1500 2000
−1

−0.5

0

0.5

1x 10
−11

x=2+k*2−52Formulo (1.1) lahko uporabimo za sprotno ra£unanje oene. �e algoritem predelamo v
p0 = a0

e0 = |a0|
i = 1, . . . , n
pi = pi−1x+ ai

ei = ei−1|x| + |ai|
p = pn

e = 2nu en

|p|je e oena za relativno napako.Zgornji graf prikazuje razmerje med resni£no napako in oeno (minus deseti²ki logaritem namda ravno ²tevilo to£nih deimalk).
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−2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−20

−10

0

10

20
Ocena
Dejanska napaka

1.5 Zanimivi primeriPoglejmo si nekaj zgledov, ki kaºejo, da ni dovolj le izpeljati formulo in jo pognati v ra£unal-niku.1.5.1 Ra£unanje ²tevila π po Arhimedovo�tevilo π je limita obsega Sn pravilnega mnogokotnika, v£rtanega v krog s polmerom r = 1
2
.Naj bo an strania pravilnega n-kotnika. Poi²£imo zvezo med an in a2n:

+

�

a2n

anVelja
a2n =

√√√√(an

2

)2

+

(
1

2
−
√

1

4
−
(an

2

)2
)2

=

√
1 −

√
1 − a2

n

2
,od tod pa iz Sn = nan sledi

S2n = 2na2n = 2n

√√√√1 −
√

1 −
(

Sn

n

)2

2
. (1.2)Ra£unanje za£nemo pri S6 = 3. Tako v enojni kot v dvojni natan£nosti formula odpove, sajpride do od²tevanja skoraj enako velikih ²tevil, napaka pa se mnoºi z 2n.

n Sn n Sn
6 3.0000000 768 3.1417003
12 3.1058285 1536 3.1430793
24 3.1326280 3072 3.1374769
48 3.1393509 6144 3.1819811
96 3.1410384 12288 3.3541021
192 3.1414828 24576 3.0000000
384 3.1414297 49152 0.0000000



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 16Da je s formulo (1.2) nekaj narobe, pokaºe ºe kratek razmislek. V limiti naj bi Sn ²li proti π.Pri dovolj velikem n bo fl (1 − Sn

n

) enako 1 in dobili bomo S2n = 0.Za stabilno ra£unanje je potrebno formulo preurediti. Stabilna oblika je
S2n = 2n

√√√√√√√

(
1 −

√
1 −

(
Sn

n

)2
)(

1 +
√

1 −
(

Sn

n

)2
)

2

(
1 +

√
1 −

(
Sn

n

)2
) = Sn

√√√√
2

1 +
√

1 −
(

Sn

n

)2 . (1.3)Ko gre sedaj v limiti n→ ∞, gre spet fl (1 + Sn

n

) proti 1, a sedaj iz formule 1.3 sledi, da bov tem primeru S2n = Sn.Z novo formulo dobimo pravilne rezultate:
n Sn n Sn
6 3.0000000 768 3.1415837
12 3.1058285 1536 3.1375901
24 3.1326284 3072 3.1415918
48 3.1393499 6144 3.1415923
96 3.1410317 12288 3.1415925
192 3.1414523 24576 3.1415925
384 3.1415575 49152 3.14159251.5.2 Se²tevanje Taylorjeve vrste za e−xVemo, da je

e−x =
∞∑

n=0

(−1)nx
n

n!in da vrsta konvergira za vsak x ∈ C. �e pa to vrsto se²tevamo numeri£no po vrsti, potemza x > 0 ne dobimo najbolj²ih rezultatov. Pri x = 10 tako dobimo vsoto −7.265709 · 10−5,kar je o£itni nesmisel.
x e−x vrsta relativna napaka
1 3.678795 · 10−1 3.678794 · 10−1 1.6 · 10−7

2 1.353353 · 10−1 1.353353 · 10−1 2.2 · 10−7

3 4.978707 · 10−2 4.978701 · 10−2 1.1 · 10−6

4 1.831564 · 10−2 1.831532 · 10−2 1.7 · 10−5

5 6.737947 · 10−3 6.737461 · 10−3 7.2 · 10−5

6 2.478752 · 10−3 2.477056 · 10−3 6.8 · 10−4

7 9.118820 · 10−4 9.139091 · 10−4 2.2 · 10−3

8 3.354626 · 10−4 3.486091 · 10−4 3.9 · 10−2

9 1.234098 · 10−4 1.799157 · 10−4 4.6 · 10−1

10 4.539992 · 10−5 −7.265709 · 10−5 2.3 · 10−0Razlog je, da zaporedje £lenov vrste alternira, poleg tega pa po absolutni vrednosti nekaj £asanara²£ajo, preden za£nejo padati proti 0. Ko so £leni najve£ji, se zameglijo majhne deimalke,
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n an sn n an sn
0 1.000000 1.000000 20 41.103188 13.396751
1 −10.000000 −9.000000 21 −19.572947 −6.176195
2 50.000000 41.000000 22 8.896794 2.720599
3 −166.666672 −125.666672 23 −3.868171 −1.147572
4 416.666687 291.000000 24 1.611738 0.464166
5 −833.333374 −542.333374 25 −0.644695 −0.180529
6 1388.888916 846.555542 26 0.247960 0.067430
7 −1984.127075 −1137.571533 27 −0.091837 −0.024407
8 2480.158936 1342.587402 28 0.032799 0.008392
9 −2755.732178 −1413.144775 29 −0.011310 −0.002918
10 2755.732178 1342.587402 30 0.000380 0.000852
11 −2505.211182 −1162.623779 31 −0.001216 −0.000364
12 2087.676025 925.052246 32 0.000380 0.000016
13 −1605.904663 −680.852417 33 −0.000115 −0.000099
14 1147.074707 466.222290 34 0.000034 −0.000065
15 −764.716492 −298.494202 35 −0.000010 −0.000075
16 477.947815 179.453613 36 0.000003 −0.000072
17 −281.145782 −101.692169 37 −0.000001 −0.000073
18 156.192108 54.499939 38 0.000000 −0.000073
19 −82.206375 −27.706436 39 −0.000000 −0.000073Pri ra£unanju e10 teh teºav ni, saj so vsi £leni pozitivni, rezultat pa velik in je relativnanapaka potem majhna.1.5.3 Ra£unanje I10Integrale

In =

∫ 1

0

xnex−1dx,

n = 0, 1, . . ., lahko numeri£no ra£unamo rekurzivno preko formule
In = xnex−1

∣∣1
0
− n

∫ 1

0

xn−1ex−1dx = 1 − nIn−1,saj poznamo za£etno vrednost I0 = 1 − e−1.Rezultati niso najbolj²i:
n In n In
0 0.6321205 7 0.1124296
1 0.3678795 8 0.1005630
2 0.2642411 9 0.0949326
3 0.2072767 10 0.0506744
4 0.1708932 11 0.4425812
5 0.1455340 12 −4.3109741
6 0.1267958 13 57.0426636



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 18Razlog je v formuli In = 1−nIn−1. Napaka pri £lenu In−1 se pomnoºi z n in torej po absolutnivrednosti hitro nara²£a, to£ne vrednosti In pa padajo.
6

- to£na vrednost
napaka

nRe²itev je, da vrednosti ra£unamo v obratni smeri: In−1 = 1−In

n
. Tako se napaka v vsakemkoraku deli z n in £e za£nemo pri nekem dovolj velikem £lenu, lahko z za£etnim In = 0izra£unamo vse za£etne £lene dovolj natan£no. �e za£nemo z I26 = 0 tako dobimo (v enojninatan£nosti) vse £lene od I12 do I0 na vse deimalke to£no.

n In n In
0 0.6321205 8 0.1009320
1 0.3678795 9 0.0916123
2 0.2642411 10 0.0838771
3 0.2072766 11 0.0773522
4 0.1708934 12 0.0717733
5 0.1455329 13 0.0669477

6 0.1268024
... ...

7 0.1123835 26 0.00000001.5.4 Zaporedno korenjenje in kvadriranjeVzamemo ²tevilo x > 0, ga najprej 80-krat korenimo in nato 80-krat kvadriramo. Kaj dobimo?Izkaºe se, da za x ≥ 1 dobimo 1, za 0 < x < 1 pa dobimo 0! Za razumljivej²o razlago sipoglejmo model kalkulatorja HP 48G, kjer je baza deseti²ka, dolºina mantise pa je 12.Poglejmo najprej primer 0 < x < 1. Za tak²ne x velja √
x > x. Najve£je predstavljivo ²tevilo,ki je ²e manj²e od 1, je 1− 10−12 oziroma 0. 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸

12

. Zaradi √1 + x = 1 + 1
2
x− 1

8
x2 + · · · velja

√
1 − 10−12 = 1 − 1

2
10−12 − 1

8
10−24 + · · · = 0. 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸

12

4 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
11

87 . . . ,in ²tevilo se zaokroºi na 0. 9 . . .9︸ ︷︷ ︸
12

. Tako s korenjenjem nikoli ne pridemo do 1, ko pa kvadri-ramo, je ²tevilo vedno manj²e, dokler ne pride do podkora£itve in dobimo 0.Prvo predstavljivo ²tevilo, ki je ve£je od 1 je 1 + 10−11. Tu dobimo
√

1 + 10−11 = 1 +
1

2
10−11 − 1

8
10−22 + · · · = 1. 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

11

4 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
10

87 . . . ,kar se zaokroºi na 1. Tako s korenjenjem pridemo do 1, s kvadriranjem pa se to ne spremeni.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 19II. Re²evanje nelinearnih ena£b2.1 BisekijaI²£emo re²itve ena£be f(x) = 0, kjer je f : R → R dana realna funkija. Ponavadi zahtevamo,da je f zvezna, saj imamo potem naslednji eksisten£ni izrek.Izrek 2 �e je f realna zvezna funkija na [a, b] in velja f(a) · f(b) < 0, potem obstaja tak
ξ ∈ (a, b), da je f(ξ) = 0.Algoritem za bisekijo je:funtion c=bisekija(f ,a,b,ǫ)

fa = f(a)
fb = f(b)
e = b− aif sgn(fa) = sgn(fb) then stop end ifrepeat

e = e/2
c = a+ e
fc = f(c)if sgn(fa) = sgn(fc) then

a = c
fa = fcelse
b = c
fb = fcend ifuntil |e| ≤ ǫOpombe:

• Zakaj namesto c = (a+ b)/2 uporabljamo c = a+ e?
◦ Pri numeri£nem ra£unanju lahko fl((a+ b)/2) sploh ne leºi v [a, b]. �e npr. ra£u-namo v P (10, 4,−10, 10), potem za a = 0.6666 in b = 0.6667 dobimo fl((a+b)/2) =

0.6665.
◦ Potem bi morali uporabljati pogoj |b − a| ≤ ǫ, ki pa lahko nikoli ni izpolnjen. �enpr. ra£unamo v IEEE single, potem iz a = 1000 in b = 1001 ne moremo dobitiintervala, za katerega bi veljalo |b− a| ≤ 10−10. Pri pogoju |e| ≤ ǫ teh teºav ni.

• Metoda o£itno odpove pri sodih ni£lah.
• Zakaj ne testiramo, £e je fc = 0? Ker pri numeri£nem ra£unanju ta pogoj skoraj nikolini izpolnjen.
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• Zakaj namesto fa·fc > 0 preverjamo sgn(fa) = sgn(fc)? Ra£unanje produkta fa·fc jezahtevnej²e od preverjanja predznakov, poleg tega pa se tudi izognemu moºnim teºavamzaradi podkora£itve (na sre£o ima IEEE zato +0, −0, ∞ in −∞, da ne pride do teºav)ali prekora£itve.
• Bisekijo lahko uporabljamo tudi za iskanje lihih polov, ra£unati pa moramo na teºavezaradi prekora£itve v bliºini pola.
• Koliko korakov bisekije moramo narediti? k mora biti tako velik, da bo |b− a|2−k ≤ ǫ.Re²itev je

k ≥ log2

(
ǫ

|b− a|

)
.

• �e je na [a, b] ve£ re²itev, bisekija najde le eno.Zgled 9 Z bisekijo poi²£imo ni£le funkije f(x) = x− tan(x).

−4 −2 0 2 4 6 8 10
−10

−5

0

5

10

Razen za trivialno ni£lo x = 0 je teºko poiskati dober za£etni interval, saj imamo teºave spoli. Re²itev je, da namesto f i²£emo ni£le g(x) = x cos(x) − sin(x).

−4 −2 0 2 4 6 8 10
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Sedaj nimamo teºav s poli.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 212.2 Navadna iteraijaEna£bo f(x) = 0 ponavadi re²ujemo iterativno, kar pomeni, da ponavljamo preprost postopek,s katerim dobimo zaporedje pribliºkov h korenu α. Postopku pravimo iteraija.Pri navadni iteraiji ena£bo f(x) = 0 zapi²emo v obliki x = g(x) in nato delamo iteraijo
xr+1 = g(xr), r = 0, 1, . . .. Funkijo g imenujemo iteraijska funkija.Zgledi iteraijskih funkij:

• g(x) = x− f(x),
• g(x) = x− Cf(x), kjer je C 6= 0,
• g(x) = x− h(x)f(x), kjer je h(x) 6= 0.Zgled 10 Iz grafa polinoma p(x) = x3 − 5x + 1 vidimo, da ena ni£la leºi blizu 0. Ena£bo

−3 −2 −1 0 1 2 3
−15

−10

−5

0

5

10

15

zapi²emo v obliki x = 1+x3

5
in tvorimo zaporedje pribliºkov

x0 = 0
xr+1 = 1+x3

r

5
, r = 0, 1, . . .To zaporedje skonvergira k re²itvi α = 0.210639676 . . .. To deluje le za koren v bliºini to£ke

0, ne pa tudi za ostali dve ni£li. Zakaj? Do ostalih dveh korenov pridemo npr. z iteraijo
xr+1 = 3

√
5xr − 1.Izrek 3 Naj bo α koren ena£be x = g(x), naj bo g zvezno odvedljiva na I = [α− d, α+ d] innaj velja |g′(x)| ≤ m < 1 za vsak x ∈ I. Potem za vsak x0 ∈ I zaporedje

xr+1 = g(xr), r = 0, 1, . . .konvergira k α in velja oena za napako
|xr − α| ≤ m

1 −m
|xr − xr−1|.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 22Dokaz. Najprej konvergena. Z indukijo pokaºemo, da vsi pribliºki xr leºijo v I. Denimo,da je xr ∈ I. Potem velja
|xr+1 − α| = |g(xr) − g(α)| ≤ m|xr − α| ≤ md < d, (2.4)kar pomeni xr+1 ∈ I. Ker je x0 ∈ I, leºijo vsi pribliºki v I. Iz (2.4) sledi |xr−α| ≤ mr|x0−α|,to pa pomeni limr→∞ xr = α, saj je 0 ≤ m < 1.Velja tudi |xr+1 − xr| = |g(xr) − g(xr−1)| ≤ m|xr − xr−1|, kar pomeni

|xr+p−xr| ≤ |xr+p−xr+p−1|+· · ·+|xr+1−xr| ≤ (mp+· · ·+m)|xr−xr−1| = m
1 −mp

1 −m
|xr−xr−1|.Ko po²ljemo p→ ∞, dobimo iskano oeno.O hitrosti konvergene v bliºini korena odlo£a ²tevilo g′(α). �e je |g′(α)| < 1, potem je αprivla£na to£ka in izrek zagotavlja konvergeno v neki okolii okrog α. V primeru |g′(α)| > 1je α odbojna to£ka.De�niija 1 Red konvergene je p, £e v bliºini re²itve obstajata taki konstanti C1, C2 > 0, davelja

C1|xr − α|p ≤ |xr+1 − α| ≤ C2|xr − α|p.Lema 1 Naj bo iterativna funkija g v okolii korena re²itve α ena£be x = g(x) p-krat zveznoodvedljiva in naj velja g(k)(α) = 0, k = 1, . . . , p − 1 in g(p)(α) 6= 0. Potem ima iterativnametoda xr+1 = g(xr), r = 0, 1, . . ., v bliºini re²itve red konvergene p.Dokaz. Iz razvoja g v Taylorjevo vrsto okrog α dobimo g(x) = α + 1
p!

(x− α)pg(p)(ξ).Posebni primeri konvergene:
• p = 1: linearna (konstantno korakov za novo to£no deimalko)
• p = 2: kvadrati£na (²tevilo to£nih deimalk se v vsakem koraku podvoji)
• p = 3: kubi£na (²tevilo to£nih deimalk se v vsakem koraku potroji)Zgled 11 Poglejmo si, kaj se dogaja pri navadni iteraiji g(x) = x2 − 4x+ 6.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

1

2

3

4

5

6



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 23Iz slike opazimo, da imamo v primeru x0 ∈ (1, 3) konvergeno proti 2, sier pa za x0 < 1 in
x0 > 3 zaporedje divergira. To lahko pokaºemo tudi ra£unsko, saj velja

|xr+1 − 2| = (xr − 2)2.Konvergena je v bliºini 2 kvadrati£na, saj je g′(2) = 0 in g′′(2) 6= 0. Izrek zagotavlja kon-vergeno le za x0 ∈ (3
2
, 5

2
), saj je tu |g′(x)| < 1, v praksi pa imamo konvergeno na ²ir²emobmo£ju.

2.3 Tangentna metodaPri tangentni oz. Newtonovi metodi funkijo f aproksimiramo s tangento v to£ki (xr, f(xr))in za naslednji pribliºek vzamemo prese£i²£e tangente z osjo x. To je geometrijska razlaga.

x
r

x
r+1 x

r+2Analiti£no je tangentna metoda posebna oblika navadne iteraije, kjer za iteraijsko funkijovzamemo
g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.Do zveze pridemo z ra£unanjem prese£i²£a tangente in osi x ali pa preko Taylorjeve vrste. �eje α re²itev ena£be f(x) = 0 in razvijemo f(α) okrog to£ke xr, dobimo

0 = f(α) = f(xr) + f ′(xr)(α− xr) +
f ′′(xr)

2
(α− xr)

2 + · · · .�e upo²tevamo le prva dva £lena, dobimo za α ravno naslednji pribliºek po tangentni metodi.Z odvajanjem dobimo g′(x) = f(x)f ′′(x)
f ′2(x)

. �e je α enostaven koren, dobimo g′(α) = 0 inkonvergena tangentne metode je vsaj kvadrati£na. V tem primeru je g′′(α) = f ′′(α)
f ′(α)

, karpomeni, da je v primeru f ′′(α) 6= 0 konvergena kvadrati£na, sier pa vsaj kubi£na. �e je α
m-kratni koren, dobimo limx→α g

′(x) = 1 − 1
m
.
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• kvadrati£na: enostaven koren in f ′′(α) 6= 0 (standardna situaija),
• linearna: ve£kratni koren,
• vsaj kubi£na: enostaven koren in f ′′(α) = 0.Zgled 12 Poglejmo polinom p(x) = (x− 1

2
)(x−1)(x−2)2. �e vzamemo za£etne pribliºke 0.6,

0 0.5 1 1.5 2 2.5
−0.5
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0.5
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1.1 in 2.1 opazimo, da imamo pri 0.6 kvadrati£no konvergeno, pri 1.1 kubi£no konvergeno(prevoj) in pri 2.1 linearno konvergeno (dvojna ni£la).Konvergen£ni izrek za tangentno metodo:Izrek 4 Naj bo α enostavna ni£la dvakrat zvezno odvedljive funkije f . Potem obstajataokolia I to£ke α in konstanta C, da tangentna metoda konvergira za vsak x0 ∈ I in dapribliºki xr zado²£ajo oeni
|xr+1 − α| ≤ C(xr − α)2.Dokaz. Ozna£imo napako r-tega pribliºka z ǫr = xr − α. Iz razvoja

0 = f(α) = f(xr) + f ′(xr)(α− xr) +
f ′′(ηr)

2
(α− xr)

2,kjer je ηr med α in xr, dobimo
xr+1 − α =

f ′′(ηr)

2f ′(xr)
(xr − α)2.To pomeni

ǫr+1 =
f ′′(ηr)

2f ′(xr)
ǫ2r . (2.5)
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C(δ) =

max|x−α|≤δ |f ′′(x)|
2 min|x−α|≤δ |f ′(x)| .Ker je C(0) = |f ′′(α)|

2|f ′(α)| , obstaja tak δ0, da za vsak 0 ≤ δ ≤ δ0 velja δC(δ) < 1. Vzamemo
I = [α − δ0, α + δ0]. Za vsak xr ∈ I dobimo ǫr+1 ≤ C(δ0)ǫ

2
r ≤ C(δ0)δ0ǫr < ǫr. Torej po enistrani vsi pribliºki ostanejo v I, po drugi strani pa velja limr→∞ xr = α.Pri dolo£enih pogojih lahko dokaºemo tudi globalno konvergeno iz poljubne za£etne to£ke.Izrek 5 Naj bo f na intervalu I = [a,∞) dvakrat zvezno odvedljiva, nara²£ajo£a in konveksnafunkija, ki ima ni£lo α ∈ I. Potem je α edina ni£la f na I in za vsak x0 ∈ I tangentnametoda konvergira k α.Dokaz. Ker je f nara²£ajo£a, je o£itno f ′ > 0 in α je edina ni£la na I. Konveksnost pomeni

f ′′ > 0 na I. Iz (2.5) sledi ǫr+1 > 0, kar pomeni, da je α ≤ xr za r ≥ 1. Od tod za r ≥ 1 sledi
α ≤ xr+1 ≤ xr, saj je f(xr) ≥ 0.Izreki nam zagotavljajo konvergeno tangentne metode dovolj blizu ni£le ali pa za funkijoprave oblike. Sier pa imamo lahko zelo razli£no obna²anje in slepa uporaba tangentne metodeni priporo£ljiva. Naslednja dva primera kaºeta divergeno, ko nismo dovolj blizu ni£le inzaiklanje pribliºkov.

=
*

..................... ....................................
x0

x1

x2

α
	 R..........................................

x0 = x2x1

Tangentno metodo lahko uporabljamo tudi za ra£unanje kompleksnih korenov ena£b. Naj bo
f analiti£na funkija in naj velja f ′(z0) 6= 0. Ozna£imo ploskev w(z) = |f(z)| nad kompleksnoravnino. Kompleksno ²tevilo

z1 = z0 −
f(z0)

f ′(z0)
,ki ga dobimo po enem koraku tangentne metode, je prese£i²£e dveh premi:

• prese£i²£a tangentne ravnine na ploskev w = |w(z)| v to£ki (z0, w(z0)) z ravnino w = 0,
• projekije gradienta na ploskev w = |w(z)| v to£ki (z0, w(z0)) na ravnino w = 0.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 262.4 Ostale metodeNa kratko omenimo ²e nekaj numeri£nih metod za re²evanje nelinearne ena£be:
• Sekantna metoda: Namesto tangente uporabljamo sekanto, potrebujemo dva za£etnapribliºka:

xr+1 = xr −
xr − xr−1

f(xr) − f(xr−1)
f(xr), r = 1, 2, . . . .

........... .......................
x0x1x2

◦ Ne spada med navadno iteraijo, saj je naslednji pribliºek odvisen od dveh zadnjih.
◦ Ne potrebujemo odvodov.
◦ V vsakem koraku izra£unamo le eno vrednost funkije (razen v prvem).
◦ Red konvergene je 1.62 oz. (1 +

√
5)/2, kar pomeni, da je superlinearna.

◦ �e namesto zadnjih dveh vzamemo zadnje tri to£ke in skozi napeljemo parabolo,dobimo Mullerjevo metodo, ki ima red konvergene 1.84. Prednost je, da jo lahkouporabljamo za iskanje kompleksnih ni£el z realno aritmetiko.Zgled 13 �e primerjamo natan£nost tangentne in sekantne metode, potem pri tangen-tni metodi ²tevilo to£nih deimalk nara²£a kot
1, 2, 4, 8, 16,pri sekantni metodi pa kot

1, 1.6, 2.6, 4.1, 6.6, 10.5, 16.8.Za maksimalno natan£nost v dvojni natan£nosti tako pri tangentni metodi potrebujemo4 korake in izra£un 4f in 4f ′. Pri sekantni metodi porabimo 6 korakov in izra£un 7f . Topomeni, da je glede na porabljeno delo sekantna metoda lahko elo bolj²a od tangentne.
• Inverzna interpolaija: Skozi nekaj zadnjih to£k xr, xr−1, . . . , xr−k in f(xr), f(xr−1), . . . ,
f(xr−k) napeljemo polinom p stopnje k, pri £emer zamenjamo vlogo x in y. Za naslednjipribliºek vzamemo xr+1 = p(0). Konvergena je superlinearna.

• Kombinirane metode: S kombiniranjem razli£nih metod lahko doseºemo robustnost inhitro konvergeno. �e imamo tak za£etni interval [a, b], da je f(a)f(b) < 0, potem lahkonpr. kombiniramo bisekijo, sekantno metodo in inverzno interpolaijoNajprej a in b preuredimo tako, da je |f(b)| ≤ |f(a)| ter vzamemo c = a.Dokler ni |a− b| < ǫ ponavljamo
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◦ Izra£unamo novo to£ko d: v primeru c 6= a naredimo en korak inverzne kvadrati£neinterpolaije, v primeru c = a pa sekantno metodo.
◦ �e d ne leºi znotraj [a, b], potem za d vzamemo (a+ b)/2.
◦ Glede na f(d) zamenjamo a oziroma b z d, to£ki a, b uredimo tako, da je f(a)f(b) <

0 in |f(b)| ≤ |f(a)|. �e se je b premaknila, je c stara vrednost b, sier pa je c = a.Ker nam to£ka nikoli ne pade iz [a, b] imamo zagotovljeno konvergeno, ki je v bliºinini£le superlinearna.
• Metoda (f, f ′, f ′′): Posplo²itev tangentne metode, kjer upo²tevamo tudi drugi odvod ins tem pridobimo kubi£no konvergeno.

xr+1 = xr −
f(xr)

f ′(xr)
− f ′′(xr)f

2(xr)

2f ′3(xr)
, r = 0, 1, . . . .2.5 Ni£le polinomovNi£le polinomov so lahko zelo ob£utljive. Znan je Wilkinsonov primer, kjer ima polinom

p(x) = (x− 1)(x− 2) · · · (x− 20) − 2−23x19ni£le
x9 = 8.91752

x10,11 = 10.0953 ± 0.64310i...
x16,17 = 16.7307 ± 2.81263i
x18,19 = 19.5024 ± 1.94033i
x20 = 20.8469�eprav so vse ni£le enostavne in lepo separirane, majhna motnja povzro£i velike spremembe.2.5.1 Laguerrova metodaZa ra£unanje ni£el polinomov imamo na voljo nekaj posebnih metod. Kot prvo si bomopogledali Laguerrovo metodo. Imamo polinom f(z) = a0z

n + a1z
n−1 + · · ·+ an. Njegove ni£lenaj bodo α1, . . . , αn, kar pomeni

f(z) = a0(z − α1) · · · (z − αn).Najprej de�niramo
S1(z) =

n∑

i=1

1

z − αi

=
f ′(z)

f(z)in
S2(z) =

n∑

i=1

1

(z − αi)2
= −S ′

1(z) =
f ′2(z) − f(z)f ′′(z)

f 2(z)
.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 28Denimo, da ºelimo izra£unati αn. Izbrani reipro£ni faktor ozna£imo z
a(z) =

1

z − αn

,

b(z) pa naj bo aritmeti£na sredina preostalih reipro£nih faktorjev
b(z) =

1

n− 1

n−1∑

i=1

1

z − αi

.De�nirajmo ²e odstop i-tega faktorja od aritmeti£ne sredine
di(z) =

1

z − αi
− b(z)in vsoto kvadratov odstopov

d(z) =

n−1∑

i=1

d2
i (z).Sedaj bomo izpustili argument z in izrazili αn. �e iz ena£b

S1 = a + (n− 1)b,

S2 = a2 +

n−1∑

i=1

(b+ di)
2 = a2 + (n− 1)b2 + dizrazimo a, dobimo

a1,2 =
1

n

[
S1 ±

√
(n− 1)(nS2 − S2

1 − nd)

]
.in

αn = z − n

S1 ±
√

(n− 1)(nS2 − S2
1 − nd)

.

S1 in S2 lahko izra£unamo za vsak z, ne moremo pa izra£unati d. Vendar pa za z blizu αnvelja, da je |S1|, |S2| ≫ 0 in £len nd lahko zanemarimo.Tako dobimo Laguerrovo metodo:
S1 =

f ′(zr)

f(zr)
, S2 =

f ′2(zr) − f(zr)f
′′(zr)

f 2(zr)

zr+1 = zr −
n

S1 ±
√

(n− 1)(nS2 − S2
1)
,oziroma

zr+1 = zr −
nf(zr)

f ′(zr) ±
√

(n− 1)((n− 1)f ′(zr) − nf(zr)f ′′(zr))
.Za stabilno ra£unanje izberemo tisti predznak, ki da imenovalu ve£jo absolutno vrednost.�e zanemarimo £len z f ′′, dobimo tangentno metodo.Izrek 6 �e ima polinom f same realne ni£le, potem za poljubni za£etni pribliºek Laguerrovametoda skonvegira k levemu ali desnemu najbliºjemu korenu, pri £emer si mislimo, da stapozitivni in negativni krak realne osi povezana v neskon£nosti. V primeru enostavne ni£le jered konvergene v bliºini ni£le kubi£en.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 292.5.2 Durand�Kernerjeva metodaPri tej metodi izra£unamo vse ni£le polinoma hkrati. Naj bo
p(z) = (z − α1)(z − α2) · · · (z − αn),kar pomeni, da je vodilni koe�ient enak 1.Naj bodo z1, . . . , zn po vrsti pribliºki za ni£le α1, . . . , αn. Poiskati ºelimo tak²ne popravke

∆z1, . . . ,∆zn, da bodo z1 + ∆z1, . . . , zn + ∆zn ni£le polinoma p.Veljati mora
(z − (z1 + ∆z1))(z − (z2 + ∆z2)) · · · (z − (zn + ∆zn)) = p(z).�e to uredimo po £lenih ∆i, dobimo

p(z) =

n∏

j=1

(z − zj) −
n∑

j=1

∆zj

n∏

k=1
k 6=j

(z − zk) +

n∑

j,k=1
j<k

∆zj∆zk

n∏

l=1
l6=j,k

(z − zl) + · · · .�e zanemarimo kvadratne in vi²je £lene, potem bodo ∆i le pribliºni popravki. Ko vstavimo
z = zi, dobimo

∆i =
−p(zi)∏n

k=1
k 6=i

(zi − zk)
.Tako dobimo Durand�Kernerjevo metodo:

z
(r+1)
i = z

(r)
i − p(z

(r)
i )

∏n
k=1
k 6=i

(z
(r)
i − z

(r)
k )

, i = 1, . . . , n.Metoda ima v primeru, ko so vse ni£le enostavne, kvadrati£no konvergeno v bliºini re²itve,konvergira pa skoraj za vsak za£etni vektor z(0) = (z
(0)
1 · · · z(0)

1 )T ∈ C
n. Za za£etni vektorlahko izberemo kar naklju£nih n kompleksnih ²tevil.�e pri izra£unu uporabljamo ºe nove vrednosti, dobimo superkvadrati£no konvergeno, algo-ritem pa je:

z
(r+1)
i = z

(r)
i − p(z

(r)
i )

∏j−1
k=1(z

(r+1)
i − z

(r)
k )
∏n

k=j+1(z
(r)
i − z

(r)
k )

, i = 1, . . . , n.Pri ra£unanju iteriramo le tiste pribliºke zi, ki ²e niso skonvergirali.2.5.3 RedukijaKo najdemo pribliºek α za ni£lo, lahko polinom reduiramo in nadaljujemo z iskanjem ni£elpolinoma niºje stopnje. Moºnosti so:
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f(x) = (x− α)(b0x

n−1 + · · ·+ bn−1) + bn.Koe�iente bi dobimo s Hornerjevim algoritmom:
b0 = a0

r = 1, . . . , n
br = αbr−1 + arNa konu dobimo bn = f(α). �e je β ni£la g(x) = b0x

n−1 + . . . + bn−1, potem je βni£la polinoma f(x) − f(α), ki ima zmoten prosti £len. V primeru, ko je |α| velika,lahko pri£akujemo veliko vrednost |f(α)| in veliko motnjo f . To pomeni, da je direktnaredukija stabilna, £e korene izlo£amo po padajo£i absolutni vrednosti.Z Newtonovo ali Laguerrovo metodo lahko preprosto poi²£emo ni£le z najve£jo absolutnovrednostjo. Za tiste z najmanj²o absolutno vrednostjo pa uporabimo polinom
h(x) = xnf(

1

x
) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0,za katerega velja h(x) = 0 natanko tedaj, ko je f(1/x) = 0.b) obratna redukija:

f(x) = (−α + x)(c0 + c1x+ · · · + cn−1x
n−1) + cnx

n.�e zapi²emo ena£be za ci, dobimo algoritem:
c0 = −an/c0
r = 1, . . . , n− 1

cr = (cr−1 − an−r)/α
cn = a0 − cn−1Sedaj je cn = f(α)

αn . �e je β ni£la g(x) = c0 + . . . + cn−1x
n−1, je β ni£la polinoma

f(x) − f(α)
αn x

n. Sedaj bomo imeli majhne motnje f pri veliki |α|, kar pomeni, da jeobratna redukija stabilna, £e izlo£amo ni£le po nara²£ajo£i absolutni vrednosti.) kombinirana redukija:
f(x) = (x− α)(b0x

n−1 + · · ·+ bn−r−1x
r + cr−1x

r−1 + · · ·+ c0) + Axr.Sedaj dobimo A = f(α)
αr in £e je to majhno, bo postopek stabilen.2.6 Sistemi nelinearnih ena£bRe²ujemo sistem nelinearnih ena£b, ki ima obliko

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0...
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fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.Kraj²e pi²emo F (x) = 0, kjer je sedaj x ∈ Rn in F : Rn → Rn.Prva metoda je posplo²itev navadne iteraije. Sistem F (x) = 0 zapi²emo v ekvivalentni obliki

x = G(x), kjer je G : Rn → Rn in tvorimo zaporedje pribliºkov:
x(r+1) = G(x(r)), r = 0, 1, . . . .Izrek 7 �e obstaja obmo£je Ω ⊂ Rn z lastnostmi:a) x ∈ Ω ⇒ G(x) ∈ Ω,b) x ∈ Ω ⇒ ρ(JG(x)) ≤ q < 1, kjer je JG(x) Jaobijeva matrika
JG(x) =




∂g1(x)
∂x1

· · · ∂g1(x)
∂xn... ...

∂gn(x)
∂x1

· · · ∂gn(x)
∂xn


in ρ spektralni radij (najve£ja absolutna vrednost lastne vrednosti),potem ima G(x) = x v Ω natanko eno re²itev α, zaporedje x(r+1) = G(x(r)), r = 0, 1, . . . , paza vsak x(0) ∈ Ω konvergira k α.Sedaj je red konvergene odvisen od Jaobijeve matrike. V primeru JG(α) = 0 dobimo vsajkvadrati£no konvergeno, ta pogoj pa je izpolnjen pri posplo²itvi tangentne metode.Pri Newtonovi metodi tvorimo zaporedje

x(r+1) = x(r) − JF (x(r))−1F (x(r)), r = 0, 1, . . . .V praksi ne ra£unamo inverza Jaobijeve matrike, temve£ re²ujemo sistem:
JF (x(r))∆x(r) = −F (x(r)),

x(r+1) = x(r) + ∆x(r), r = 0, 1, . . . .Formalna izpeljava Newtonove metode poteka preko Taylorjeve vrste. Denimo, da so vse fidvakrat zvezno odvedljive v okolii re²itve. Tedaj lahko razvijemo:
fi(α) = fi(x

(r)) +

n∑

k=1

∂fi(x
(r))

∂xk
(αk − x

(r)
k ) + · · · , i = 1, . . . , n.�e zanemarimo naslednje £lene in ºelimo, da bo f(α) = 0, dobimo linearni sistem za popravke

n∑

k=1

∂fi(x
(r))

∂xk
∆x

(r)
k = −fi(x

(r)), i = 1, . . . , n,nato pa popravimo pribliºke
x

(r+1)
k = x

(r)
k + ∆x

(r)
k , k = 1, . . . , n.Konvergena Newtonove metode je v bliºini enostavne ni£le kvadrati£na, teºava pa je v tem,da moramo za konvergeno ponavadi poznati dovolj dober za£etni pribliºek.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 32Zgled 14 Z Newtonovo metodo in z za£etnim pribliºkom x0 = 2, y0 = 4, izra£unaj prva dvapribliºka sistema
x2 + y2 − 10x+ y = 1
x2 − y2 − x+ 10y = 25.Dobimo

f1(x, y) = x2 + y2 − 10x+ y − 1
f2(x, y) = x2 − y2 − x+ 10y − 25in
JF (x, y) =

[
2x− 10 2y + 1
2x− 1 −2y + 10

]
.V prvem koraku re²imo sistem

[
−6 9
3 2

] [
∆x
∆y

]
=

[
−3
−1

]
⇒ ∆x = − 1

13
, ∆y = −15

39
.Torej je novi pribliºek x1 = 1.9231, y1 = 3.6154. �e postopek nadaljujemo, dobimo x2 =

1.9625, y2 = 3.6262, to£en rezultat pa je x = 1.9623, y = 3.6258.2.7 Variaijske metodeI²£emo ekstrem funkije F : Rn−Rn, kjer je F dvakrat zvezno odvedljiva na vse spremenljivke.Potreben pogoj za ekstrem je gradF (x) = 0 oziroma ∂F (x)
∂xk

= 0 za k = 1, . . . , n.�e je x staionarna to£ka, potem o vrsti in obstoju ekstrema odlo£a Hessejeva matrika
HF (x) =




∂2F (x)
∂x2

1
· · · ∂2F (x)

∂x1∂xn... ...
∂2F (x)
∂x1∂xn

· · · ∂2F (x)
∂x2

n


 .Velja:

• HF (x) pozitivno de�nitna: lokalni minimum,
• HF (x) negativno de�nitna: lokalni maksimum,
• HF (x) semide�nitna: odlo£ajo vi²ji odvodi,
• HF (x) nede�nitna: ni ekstrema.Torej lahko iskanje ekstrema funkije ve£ spremenljivk prevedemo na re²evanje sistema neli-nearnih ena£b. Gre pa tudi obratno.Denimo, da i²£emo re²itev sistema F (x) = 0, kjer je F : Rn → Rn. Funkija

G(x) =

n∑

i=1

f 2
i (x)ima globalni minimum ravno v to£kah, kjer je F (x) = 0, zato lahko ni£lo F poi²£emo tako,da poi²£emo globalni minimum G.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 332.8 Re²evanje nelinearnih ena£b v MatlabuV standardni verziji so na voljo naslednje funkije:
• fzero: iskanje ni£le realne funkije ene spremenljivke
• fminsearh: iskanje minimuma realne funkije iz Rn v R.
• fminbnd: iskanje minimuma realne funkije ene spremenljivke.Primeri uporabe:
• fzero('os(x)-x',0)
• f=inline('os(x)-x'); fzero(f,[-1,1℄)
• [x,fval℄=fzero('x-tan(x)',1)
• fzero('os(x)-x',0,optimset('Display','iter','TolX',1e-4))
• f=inline('x(1)^2+x(2)^2'); fminsearh(f,[0.3;0.2℄)Parametri, ki jih lahko nastavimo z optimset:
• 'Display': ali se izpisujejo teko£i pribliºki, moºnosti so 'iter', 'off', 'final'.
• 'TolX': pogoj za kone (ko bo razlika zadnjih dveh pribliºkov pod mejo).
• 'MaxIter': maksimalno ²tevilo iteraij.
• 'TolFun': pogoj za kone (ko bo vrednost funkije pod mejo).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 34III. Re²evanje linearnih sistemov3.1 OznakeSistem n linearnih ena£b z n neznankami
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1...
an1x1 + · · ·+ annxn = bnzapi²emo v obliki

Ax = b, A ∈ R
n×n (Cn×n), x, b ∈ R

n (Cn),kjer je A realna (kompleksna) matrika, x, b pa realna (kompleksna) vektorja. Pri tem (i, j)-tielement matrike A ozna£imo z aij , xi pa je i-ti element vektorja x. Vektor x zapi²emo kot
x =



x1...
xn


 = [x1 · · · xn]T .Matriko A zapi²emo po stolpih ali vrstiah v obliki

A = [a1 · · · an] =




αT

1...
αT

n



 ,kjer so ai, αi ∈ Cn.
ei ∈ Rn je enotski vektor, za katerega velja eij = δij, dobimo pa

• Aek je k-ti stolpe A,
• eT

i A je i-ta vrstia A,
• eT

i Aek je (i, k)-ti element A.
AT pomeni transponirano matriko A, A∗ pa je AT .Skalarni produkt vektorjev x in y zapi²emo v obliki

• x, y realna: yTx =
∑n

i=1 xiyi,
• x, y kompleksna: y∗x =

∑n
i=1 xiyi,Mnoºenje vektorja z matriko y = Ax si lahko predstavljamo na dva na£ina:

• yi = αT
i x: i-ti element y je produkt i-te vrstie A in vektorja x,
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• y =

∑n
i=1 xiai: y je linearna kombinaija stolpev matrike A.Podobno si lahko mnoºenje matrik C = AB predstavljamo na tri na£ine:

• cij = αT
i bj : (i, j)-ti element C je produkt i-te vrstie A in j-tega stolpa B,

• ci = Abi: i-ti stolpe C je produkt A in i-tega stolpa B,
• C =

∑n
i=1 aiβ

T
i : C je vsota n produktov i-tega stolpa A in i-te vrstie B.Matriko z obliko xyT , kjer je x, y 6= 0, imenujemo diada in ima rang ena.3.2 Vektorske in matri£ne normeDe�niija 2 Vektorska norma je preslikava ‖.‖ : Cn → R, za katero velja1. ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖,3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (trikotni²ka neenakost),za vsak x, y ∈ Cn in α ∈ C.Najbolj znane vektorske norme so:

• ‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi| (1-norma),
• ‖x‖2 = (

∑n
i=1 |xi|2)1/2 (2-norma ali evklidska norma),

• ‖x‖∞ = maxi=1,...,n |xi| (∞-norma ali max norma).Vse tri so posebni primeri Hölderjeve p-norme ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)1/p, kjer je 1 ≤ p ≤ ∞.Hölderjeva neenakost pravi
|x∗y| ≤ ‖x‖p‖y‖q,

1

p
+

1

q
= 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞.Posebni primer je Cauhy-Shwartzeva neenakost |x∗y| ≤ ‖x‖2‖y‖2.Poljubni dve vektorski normi ‖.‖a in ‖.‖b sta ekvivalentni, kar pomeni, da obstajata konstanti

C1, C2 > 0, da za vsak x ∈ Cn velja
C1‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ C2‖x‖a.Za najpogostej²e norme veljajo oene:

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ √
n‖x‖2

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ √
n‖x‖∞

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 36De�niija 3 Matri£na norma je preslikava ‖.‖ : Cn×n → R, za katero velja1. ‖A‖ ≥ 0, ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0,2. ‖αA‖ = |α| · ‖A‖,3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖ (trikotni²ka neenakost),4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (submultiplikativnost),za vsak A,B ∈ Cn×n in α ∈ C.Ker je matri£na norma vektorska norma plus submultiplikativnost, ne moremo vseh vektorskihnorm raz²iriti na matri£ne. �e de�niramo:
N1(A) :=

n∑

i,j=1

|aij |,

N2(A) := (

n∑

i,j=1

|aij|2)
1
2 ,

N∞(A) := max
i,j=1,...,n

|aij |,se izkaºe, da N∞ ni matri£na norma, saj ne izpolnjuje pogoja submultiplikativnosti. Ostalidve sta. N1 se ne uporablja, N2(A) pa je Frobeniusova norma ‖A‖F .Pomembnej²e so operatorske oz. induirane norme, ki so de�nirane z
‖A‖ := max

x 6=0
x∈Cn

‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖.Za razli£no izbiro vektorskih norm dobimo naslednje matri£ne norme: ‖A‖1 := max x 6=0

x∈Cn

‖Ax‖1

‖x‖1
,

‖A‖2 := max x 6=0
x∈Cn

‖Ax‖2

‖x‖2
, ‖A‖∞ := max x 6=0

x∈Cn

‖Ax‖∞
‖x‖∞ , ki pa se jih da izraziti na lep²i na£in.Lema 2 ‖A‖1 = max

j=1,...,n
(
∑

i=1,...,n

|aij|) (1-norma).Dokaz. A = [a1 · · · an], Ax =
∑n

i=1 xiai.
‖Ax‖1 = ‖

n∑

i=1

xiai‖1 ≤
n∑

i=1

|xi|‖ai‖1 ≤ max
k=1,...,n

‖ak‖1

n∑

i=1

|xi| = max
k=1,...,n

‖ak‖1‖x‖1.To pomeni ‖A‖1 ≤ maxk=1,...,n ‖ak‖1, enakost pa je doseºena, £e vzamemo x = ej , kjer je
‖aj‖1 ≥ ‖ak‖1 za k = 1, . . . , n.Za poljubno matriko A ∈ Cn×n je matrika B = A∗A hermitska in nenegativno de�nitna,saj velja B∗ = B in x∗Bx ≥ 0 za vsak x ∈ Cn. Odtod sledi, da so vse lastne vrednosti Bnenegativne in jih lahko zapi²emo urejene po velikosti kot σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ · · · ≥ σ2

n ≥ 0. Pozitivnekvadratne korene σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 lastnih vrednosti A∗A imenujemo singularnevrednosti matrike A.
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i=1,...,n

√
λi(A∗A) (spektralna norma).Dokaz. Obstaja ortonormirana baza za Cn, ki jo sestavljajo lastni vektorji A∗Aui = σ2

i ui,
i = 1, . . . , n. �e vektor x zapi²emo kot x =

∑n
i=1 αiui dobimo

‖Ax‖2
2 = x∗(A∗Ax) = (

n∑

i=1

αiui)
∗(

n∑

i=1

αiσ
2
i ui) =

n∑

i=1

|αi|2σ2
i ≤ σ2

1

n∑

i=1

|αi|2 = σ2
1‖x‖2

2.To pomeni ‖A‖2 ≤ σ1(A), enakost pa je doseºena pri x = u1.Lema 4 ‖A‖∞ = max
i=1,...,n

(
∑

j=1,...,n

|aij|) (∞-norma).
Dokaz. Za A =



αT

1...
αT

n


 dobimo

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,n

|αT
i x| ≤ max

i=1,...,n
‖x‖∞‖αi‖1.To pomeni ‖A‖∞ ≤ maxi=1,...,n ‖αi‖1, enakost pa je doseºena pri

xk =





ajk

|ajk | za ajk 6= 0

0 sicer,kjer je ‖αj‖1 ≥ ‖αk‖1 za k = 1, . . . , n.Zgled 15 Za A =




3 −1 2
4 1 −8
1 −5 0


 dobimo ‖A‖1 = 10, ‖A‖∞ = 13, ‖A‖F = 11 in ‖A‖2 =

9.02316.Za operatorske norme o£itno velja ‖I‖ = 1, medtem ko je ‖I‖F =
√
n.Tako kot vektorske norme so tudi matri£ne norme medsebojno ekivalentne. Pomebne sonaslednje oene, s katerimi lahko oenimo ‖A‖2 z laºje izra£unljivimi normami:

1√
n
‖A‖F ≤ ‖A‖2 ≤ ‖A‖F

1√
n
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤ √

n‖A‖1
1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤ √

n‖A‖∞
N∞(A) ≤ ‖A‖2 ≤ nN∞(A)

‖A‖2 ≤
√

‖A‖1‖A‖∞Za matri£no normo ‖.‖M pravimo, da je usklajena z vektorsko normo ‖.‖V , £e za vsako matriko
A in za vsak vektor x velja

‖Ax‖v ≤ ‖A‖M · ‖x‖V .



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 38Lema 5 Za vsako matri£no normo obstaja taka vektorska norma, ki je z njo usklajena.Dokaz. Naj bo M preslikava, ki vektorju x priredi matriko M(x) = [x 0 · · · 0]. Sedajde�niramo vektorsko normo ‖x‖V := ‖M(x)‖M . Dobimo
‖Ax‖V = ‖[Ax 0 · · · 0]‖M = ‖A[x 0 · · · 0]‖M ≤ ‖A‖M · ‖M(x)‖M = ‖A‖M · ‖x‖V .Posledia 1 Za vsako matri£no normo in poljubno lastno vrednost λ matrike A velja

|λ| ≤ ‖A‖.Dokaz. Naj bo vektorska norma usklajena z matri£no in Ax = λx lastni par, x 6= 0. Dobimo
|λ| · ‖x‖ = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖.Realna matrika Q je ortogonalna, £e je Q−1 = QT . Kompleksna matrika U je unitarna, £e je

U−1 = U∗. Vemo, da za mnoºenje z unitarno matriko velja ‖Ux‖2 = ‖x‖2.Lema 6 Frobeniusova in spektralna norma sta invariantni na mnoºenje z unitarno matriko.Dokaz. Naj bo A = [a1 · · · an]. Velja
‖UA‖2

F =

n∑

i=1

‖Uai‖2
2 =

n∑

i=1

‖ai‖2
2 = ‖A‖2

F .Za spektralno normo dobimo
‖UA‖2 = max

‖x‖2=1
‖UAx‖2 = max

‖x‖2=1
‖Ax‖2 = ‖A‖2.3.3 Ob£utljivost linearnih sistemovLema 7 �e je ‖X‖ < 1 in ‖I‖ = 1, potem je I + X nesingularna matrika, (I − X)−1 =∑∞

i=1X
i in ‖(I −X)−1‖ ≤ 1

1−‖X‖ .Dokaz. �e bi bila I +X singularna, bi obstajal tak vektor z, da je (I +X)z = 0. Potem bibilo z = −Xz in ‖z‖ = ‖Xz‖ ≤ ‖X‖ · ‖z‖, torej ‖X‖ ≥ 1.Vrsta ∑∞
i=1X

i je zaradi ‖X‖ < 1 konvergentna, enakost pa dobimo, £e vrsto pomnoºimo z
I −X. Iz vrste sledi oena ‖∑∞

i=1X
i‖ ≤∑∞

i=1 ‖X‖i = 1
1−‖X‖ .Zanima nas, kako je re²itev linearnega sistema Ax = b ob£utljiva na spremembe A in b. Najbo Ax = b in (A+ δA)(x+ δx) = b+ δb. Od tod dobimo

δx = (A + δA)−1(−δAx+ δb) = (I + A−1δA)−1A−1(−δAx+ δb).
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‖(I + A−1δA)−1‖ ≤ 1

1 − ‖A−1δA‖ ≤ 1

1 − ‖A−1‖ · ‖δA‖ .Dobimo
‖δx‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1‖ · ‖δA‖(‖δA‖ · ‖x‖ + ‖δb‖)

‖δx‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1‖ · ‖δA‖

(‖δA‖
‖A‖ · ‖A‖ +

‖δb‖ · ‖A‖
‖x‖ · ‖A‖

)

≤ ‖A−1‖ · ‖A‖
1 − ‖A−1‖ · ‖A‖ · ‖δA‖

‖A‖

(‖δA‖
‖A‖ +

‖δb‖
‖b‖

)
.�tevilo κ(A) := ‖A−1‖ · ‖A‖ imenujemo ob£utljivost oz. pogojenostno ²tevilo matrike A.Kon£na oena je

‖δx‖
‖x‖ ≤ κ(A)

1 − κ(A)‖δA‖
‖A‖

(‖δA‖
‖A‖ +

‖δb‖
‖b‖

)
.Izrek 8 �e je matrika A nesingularna, potem je

min

{‖δA‖2

‖A‖2
; A+ δA singularna

}
=

1

‖A−1‖2‖A‖2
=

1

κ2(A)
.Ob£utljivost je tako reipro£na oddaljenosti od singularnega problema.Za ob£utljivost velja 1 ≤ κ(A), saj je 1 ≤ ‖I‖ = ‖AA−1‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖. Edine matrike, kiimajo ob£utljivost 1, so z neni£elnim skalarjem pomnoºene unitarne matrike.Za spektralno ob£utljivost velja

κ2(A) =
σ1(A)

σn(A)
.Primeri zelo ob£utljivih matrik so Hilbertove matrike Hn, kjer je hij = 1

i+j−1
. Velja npr.

κ(H4) = 1.6 · 104, κ(H7) = 4.8 · 108 in κ(H10) = 1.6 · 1013.3.4 Permutaijske matrike in elementarne eliminaije3.4.1 Permutaijske matrikeNaj bo A =



αT

1...
αT

n


 matrika, zapisana po vrstiah, σ =

(
1 2 · · · n
σ1 σ2 · · · σn

) pa permutaija,s katero ºelimo urediti vrstie A. To naredimo tako, da A z leve pomnoºimo s permutaijsko
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eT

σ1...
eT

σn


. Dobljena matrika PσA =



αT

σ1...
ασT

n


 ima s permutaijo σ urejene vrstiematrike A.�e ºelimo stolpe matrike A = [ a1 · · · an ] urediti s permutaijo σ, potem matriko A zdesne pomnoºimo z matriko P T

σ , saj je (PσA
T )T = AP T

σ .3.4.2 Elementarne eliminaijeDenimo, da imamo tak vektor x ∈ Rn, da je xk 6= 0. I²£emo nesingularno matriko Lk, da bo
Lk




x1...
xk

xk+1...
xn




=




x1...
xk

0...
0



.

�e de�niramo ljk =
xj

xk
, j = k + 1, . . . , n, potem je

Lk =




1 . . .
1

−lk+1,k 1... . . .
−ln,k 1


ustrezna matrika. Matriko Lk imenujemo elementarna eliminaija, zapi²emo pa jo lahko tudikot Lk = I − lke

T
k , kjer je

lk =




0...
0

lk+1,k...
ln,k



.

Inverz matrike Lk je
L−1

k = I + lke
T
k =




1 . . .
1

lk+1,k 1... . . .
ln,k 1



.
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T
i )(I + lje

T
j ) = I + lie

T
i + lje

T
j , je produkt matrik L−1

1 L−1
2 · · ·L−1

n−1enak 


1
l21 1
l31 l32 1... ... . . . . . .
ln1 ln2 · · · ln,n−1 1



.

3.5 LU razepVe£ina algoritmov za re²evanje matri£nih problemov deluje na naslednjem prinipu:1) Problem najprej prevedemo na enostavnej²i problem, ki ima posebno obliko.2) Ekonomi£no re²imo enostavnej²i problem, pri £emer si pomagamo s posebno strukturo.3) Iz re²itve enostavnej²ega problema dobimo re²itev originalnega problema.Enostavnej²e oblike:
• re²evanje linearnega sistema: trikotna oblika,
• ra£unanje lastnih vrednosti: Hessenbergova ali tridiagonalna oblika,
• ra£unanje singularnih vrednosti: bidiagonalna oblika.Do redukije na enostavnej²o obliko pridemo s pomo£jo permutaij, elementarnih eliminaijali ortogonalnih transformaij (rotaije oz. zraljenja).Poglejmo, kako z elementarnimi eliminaijami matriko A zapi²emo v obliki A = LU , kjer je

L spodnja trikotna matrika z eniami na diagonali, U pa zgornja trikotna matrika. Naj bo
A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
an1 an2 · · · ann


in a11 6= 0. Za eliminaijsko matriko

L1 =




1
−l21 1... . . .
−ln1 1


 ,kjer je l21 = a21

a11
, . . . , ln1 = an1

a11
velja

L1




a11

a21...
an1


 =




a11

0...
0


 , torej A(1) := L1A =




a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n... ... ...

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn


 .
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A(2) := L2A

(1) =




a11 a12 a13 · · · a1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 · · · a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 · · · a

(2)
3n... ... ... ...

0 0 a
(2)
n3 · · · a

(2)
nn



,kjer je

L2 =




1
1

−l32 1... . . .
−ln2 1



,in l32 =

a
(1)
32

a
(1)
22

, . . . , ln2 =
a
(1)
n2

a
(1)
22

. Na konu dobimo
U := Ln−1 · · ·L2L1︸ ︷︷ ︸

=L−1

A =




a11 a12 · · · a1n

a
(1)
22 · · · a

(1)
2n. . . ...

a
(n−1)
nn


 ,in

L = L−1
1 L−1

2 · · ·L−1
n−1 =




1
l21 1
l31 l32 1... ... . . . . . .
ln1 ln2 · · · ln,n−1 1



.Tako smo dobili A = LU . Dobljeni razep imenujemo LU razep brez pivotiranja ali Gaussovrazep brez pivotiranja.Diagonalni elementi a11, a

(1)
22 , . . . , a

(n−2)
n−1,n−1, s katerimi delimo, se imenujejo pivoti, lij pa kvoi-enti. Med samim proesom smo opazili, da morajo biti pivoti neni£elni, sier metoda odpove.Naslednji izrek pove, kdaj lahko razep izra£unamo brez teºav.Izrek 9 Za matriko A je ekvivalentno:1) Obstaja enoli£ni razep A = LU , kjer je L spodnja trikotna matrika z eniami na dia-gonali in U nesingularna zgornja trikotna matrika.2) Vsi vodilne podmatrike A(1 : k, 1 : k) so nesingularne.Dokaz. Pokaºimo, da iz 1) sledi 2). Razep A = LU za poljubno vodilno podmatriko A11blo£no zapi²emo

[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
L11 0
L21 L22

] [
U11 U12

0 U22

]
=

[
L11U11 L11U12

L21U11 L21U12 + L22U22

]
,od koder sledi A11 = L11U11. Dobimo det(A11) = det(U11) 6= 0, saj je U nesingularna.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 43Za dokaz v obratni smeri uporabimo indukijo. Pri matrikah 1×1 ni teºav, saj je a11 = 1 ·a11.Naj bo A = LU in Ã =

[
A b
cT δ

]. Razep za Ã mora imeti obliko
[
A b
cT δ

]
=

[
L 0
lT 1

] [
U u
0 η

]
=

[
LU Lu
lTU lTu+ η

]
.Ker sta L in U nesingularni, dobimo u = L−1b, l = U−T c in η = δ − lTu. Pri tem mora biti

η 6= 0, saj je 0 6= detA = η · detU .Zgled 16 Izra£unajmo LU razep za A =




2 2 3
4 5 6
1 2 4


 .

A(1) =




1 0 0
−2 1 0
−1

2
0 1




︸ ︷︷ ︸
L1

·A =




2 2 3
0 1 0
0 1 5

2




A(2) =




1 0 0
0 1 0
0 −1 1





︸ ︷︷ ︸
L2

·A(1) =




2 2 3
0 1 0
0 0 5

2



 = U.

L = L−1
1 L−1

2 =




1 0 0
2 1 0
1
2

0 1








1 0 0
0 1 0
0 1 1



 =




1 0 0
2 1 0
1
2

1 1



 .Algoritem lahko zapi²emo v obliki
j = 1, . . . , n− 1
i = j + 1, . . . , n
lij =

aij

ajj

k = j + 1, . . . , n
aik = aik − lijajkPri matriki L na konu manjka ²e I, v zgornjem trikotniku A pa na konu ostane U . Elemente

L lahko shranjujemo v spodnji trikotnik A in tako ne potrebujemo dodatnega prostora.�tevilo operaij:
n−1∑

j=1

n∑

i=j+1

(
1 +

n∑

k=j+1

2

)
=

n−1∑

j=1

(n− j)(1 + 2(n− j)) =

=
n−1∑

j=1

(
2(n− j)2 + n− j

)
=

n−1∑

l=1

(2l2 + l) =

= 2
(n− 1)n(2n− 1)

6
+

(n− 1)n

2
=

=
2

3
n3 − 1

2
n2 − 1

6
n =

2

3
n3 + O(n2).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 44Zgled 17 Metoda odpove, £e je pivot enak 0, numeri£no pa odpove tudi, £e je pivot blizu 0.�e na tri deimalke to£no ra£unamo LU razep A =

[
0.0001 1

1 1

], dobimo L =

[
1 0

10000 1

]in U =

[
0.0001 1

0 fl(1 − 10000)

]
=

[
0.0001 1

0 −10000

]
. Velja LU =

[
0.0001 1

1 0

]
6= A,napaka pa je ogromna.Re²itev obeh teºav je pivotiranje, kjer med algoritmom dopu²£amo zamenjavo vrsti (delnopivotiranje), lahko pa tudi stolpev (kompletno pivotiranje).Pri delnem pivotiranju pred eliminaijo v j-tem stolpu primerjamo |ajj|, |aj+1,j|, . . . , |anj|in zamenjamo j-to vrstio s tisto, ki vsebuje maksimalni element. Tako je pri nesingularnimatriki v vsakem koraku pivot neni£elen.Kot rezultat dobimo PA = LU , kjer je P permutaijska matrika. Zaradi pivotiranja so vmatriki L vsi elementi po absolutni vrednosti omejeni z 1.Izrek 10 �e je A nesingularna, potem obstaja taka permutaijska matrika P , da obstaja LUrazep PA = LU , kjer je L spodnja trikotna matrika z eniami na diagonali in U zgornjatrikotna matrika.Dokaz. Pred uni£evanjem elementov v j-tem stolpu je situaija naslednja:

A(j−1) =

[
U11 U12

0 A
(j−1)
22

]
.Ker je matrika A nesingularna, je nesingularna tudi A(j−1), to pa pomeni, da mora biti A(j−1)

22nesingularna in ne morejo biti vsi elementi v prvem stolpu A(j−1)
22 hkrati enaki 0.Algoritem za LU razep z delnim pivotiranjem je:

j = 1, . . . , n− 1poi²£i |aqj | = maxj≤p≤n |apj|zamenjaj vrstii q in j
i = j + 1, . . . , n
lij =

aij

ajj

k = j + 1, . . . , n
aik = aik − lijajkDodatno delo je O(n2) primerjanj.Zgled 18 Izra£unajmo LU razep z delnim pivotiranjem za A =




0 1 2
1 2 3
1 0 1


 . Na za£etkuvzamemo P = I, potem pa vsaki£, ko zamenjamo vrstii, zamenjavo naredimo tudi v P .Matriko L hranimo v spodnjem trikotniku A.
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A(1) =




1 2 3
0 1 2

1 −2 −2



 , P =




0 1 0
1 0 0
0 0 1



 ,

A(2) =




1 2 3
1 −2 −2

0 −1
2

1


 , P =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 .Uokvirjeni elementi spadajo v matriko L, na njihovih mestih v A pa so ni£le. Dobili smo

L =




1
1 1
0 −1

2
1



, U =




1 2 3

−2 −2
1



 in PA = LU .Re²evanje sistema Ax = b:1) PA = LU ,2) Ly = Pb =: b′,3) Ux = y.Sistem Ly = b′ re²ujemo s premo substituijo. Iz



1
l21 1... . . . . . .
ln1 · · · ln,n−1 1







y1

y2...
yn


 =




b′1
b′2...
b′n


dobimo

li1y1 + · · ·+ li,i−1yi−1 + yi = b′i, i = 1, . . . , n,od tod pa algoritem
i = 1, . . . , n
yi = b′i −

∑i−1
j=1 lijyj�tevilo operaij je ∑n

i=1(1 + 2(i− 1)) = n2.Sistem Ux = y re²ujemo z obratno substituijo. Iz


u11 · · · u1n. . . ...

unn





x1...
xn


 =



y1...
yn


dobimo

uiixi + ui,i+1xi+1 + · · ·+ uinxn = yi, i = 1, . . . , n,od tod pa algoritem
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i = n, n− 1, . . . , 1

xi = 1
uii

(
yi −

∑n
j=i+1 uijxj

)�tevilo operaij je ∑n
i=1(2 + 2(i− 1)) = n2 + n (²e deljenja na diagonali).Za LU razep z delnim pivotiranjem torej porabimo 2

3
n3 + O(n2) operaij, ko pa L in U ºepoznamo, za re²evanje Ax = b porabimo ²e dodatnih 2n2 + O(n) operaij.Za re²evanje sistema Ax = b nikoli ne uporabljamo inverzne matrike A−1, saj:

• za mnoºenje A−1b porabimo 2n2 operaij, kar ni eneje od re²evanja trikotnih L in U ;
• za ra£unanje A−1 potrebujemo 2n3 operaij, kar je trikrat toliko kot LU razep;
• numeri£ne napake so kve£jemu ve£je.Poleg LU razepa z delnim pivotiranjem poznamo ²e LU razep s kompletnim pivotiranjem,kjer v j-tem stolpu pivotni element izbiramo iz ele podmatrike A(j : n, j : n), nato paizvedemo zamenjavo vrsti in stolpev. Na konu dobimo razep PAQ = LU , kjer sta P in Qpermutaijski matriki za vrstie oziroma stolpe. �tevilo operaij je enako kot pri osnovnemLU razepu, ²tevilo primerjanj pa je O(n3).Pri kompletnem pivotiranju sistem Ax = b re²ujemo:1) PAQ = LU ,2) Ly = Pb =: b′,3) Ux′ = y,4) x = Qx′.Zgled 19 Sistem Ax = b, kjer sta A =




0 1 1
1 2 3
1 1 1


 in b =




14
6
5


, bomo re²ili preko LUrazepa s kompletnim pivotiranjem.

A(1) =




3 2 1
1
3

1
3

−1
3

1
3

1
3

2
3


 , P =




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 , Q =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 ,

A(2) =




3 1 2
1
3

2
3

1
3

1
3

−1
2

1
2


 , P =




0 1 0
0 0 1
1 0 0



 , Q =




0 1 0
0 0 1
1 0 0



 .Uokvirjeni elementi so iz L, v A pa so na njihovih mestih ni£le. Razep je PAQ = LU , kjersta L =




1
1
3

1
1
3

−1
2

1


 in U =




3 1 2
2
3

1
3
1
2


.
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14
6
5


, y =




14
4
3

1


, x′ =




3
1
2


 in x =




1
2
3


.

3.6 Analiza zaokroºitvenih napak pri LU razepuVemo, da za ⊙ : +,−, ∗, / velja fl(a ⊙ b) = (a⊙ b)(1 + δ), kjer je |δ| ≤ ǫ. Uporabljali bomotudi fl(a⊙ b) = a⊙b
1+δ

, kjer je |δ| ≤ ǫ.Pri re²evanju Ax = b preko LU razepa dobimo x̂. Pri analizi obratne stabilnosti i²£emooeno za δA, da je (A+ δA)x̂ = b. Pri oeni predpostavimo, da med ra£unanjem ne pride doprekora£itve oz. podkora£itve.Oznaka |A| pomeni matriko |A| =




|a11| · · · |a1n|... ...
|an1| · · · |ann|



, A ≤ B pa, da je aij ≤ bij za vsak i, j.Lema 8 Naj bo L spodnja trikotna matrika velikosti n × n. Sistem Lx = b re²imo s premosubstituijo. Izra£unana re²itev x̂ zado²£a ena£bi (L+ δL)x̂ = b, kjer je |δL| ≤ nǫ|L|.Dokaz. Prema substituija je
x1 = b1

l11
i = 2, . . . , n

xi = 1
lii

(
bi −

∑i−1
k=1 likxk

)Vemo, da za ra£unanje skalarnega produkta s =
∑n

k=1 akbk velja ŝ =
∑n

k=1 akbk(1 + gk), kjerje |gk| ≤ nǫ. Torej je
x̂i =

bi −
∑i−1

k=1 likx̂k(1 + gik)

lii(1 + hi)(1 + h′i)
, i = 2, . . . , n,kjer je gik ≤ (i− 1)ǫ in |hi|, |h′i| ≤ ǫ (od²tevanje in deljenje). Zapi²emo lahko

i∑

k=1

likx̂k(1 + δik) = bi, i = 2, . . . , n,kjer je |δik| ≤ iǫ ≤ nǫ. To velja tudi za i = 1, saj je x̂1 = b1
l11(1+δ11)

. Dobili smo (L+ δL)x̂ = b,kjer je δlij = lij · δik in |δik| ≤ nǫ.Podobno pri re²evanju zgornje trikotnega sistema Ux = y velja (U + δU)x̂ = y, kjer je
|δU | ≤ nǫ|U |.Lema 9 Naj bo A matrika velikosti n×n, pri kateri se izvede LU razep brez pivotiranja. Zaizra£unana L̂ in Û velja A = L̂Û + E, kjer je |E| ≤ nǫ|L̂| · |Û |.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 48Dokaz. Lo£imo primera j ≤ k in j > k (zgornji in spodnji trikotnik), ostalo je podobno kotpri dokazu leme 8.Posledia je, da za izra£unana L,U velja A = LU +E, kjer je ‖E‖ ≤ nǫ‖|L|‖ · ‖|U |‖ za ∞, 1ali F normo (kjer velja ‖|A|‖ = ‖A‖), npr.
‖E‖∞ ≤ nǫ‖L‖∞‖U‖∞.Izrek 11 Za izra£unano re²itev x̂ sistema Ax = b preko LU razepa velja (A+δA)x̂ = b, kjerje |δA| ≤ 3nǫ|L| · |U | oziroma ‖δA‖∞ ≤ 3nǫ‖L‖∞‖U‖∞.Dokaz. Vemo:

• A = LU + E, kjer |E| ≤ nǫ|A|,
• (L+ δL)ŷ = b, kjer |δL| ≤ nǫ|L|,
• (U + δU)x̂ = ŷ, kjer |δU | ≤ nǫ|U |.Dobimo:

b = (L+ δL)ŷ = (L+ δL)(U + δU)x̂ =
= (LU + δLU + LδU + δLδU)x̂ =
= (A−E + δLU + LδU + δLδU)x̂ = (A+ δA)x̂,kjer je δA = −E + LδU + UδL+ δLδU . Oena je:

|δA| ≤ |E| + |L| · |δU | + |δL| · |U | + |δL| · |δU | ≤
≤ nǫ|L| · |U | + nǫ|L| · |U | + nǫ|L| · |U | + n2ǫ2|L| · |U | ≈ 3nǫ|L| · |U |.Zanima nas, kdaj je 3nǫ‖L‖∞‖U‖∞ = O(ǫ)‖A‖∞, saj je potem metoda obratno stabilna.Koli£ino g :=
max |uij |
max |aij | imenujemo pivotna rast. Sledi ‖U‖∞ ≤ ng‖A‖∞.Pri delnem in kompletnem pivotiranju velja |lij| ≤ 1, posledia pa je ‖L‖∞ ≤ n. Tako zadelno in kompletno pivotiranje velja

‖δA‖∞ ≤ 3gn3ǫ‖A‖∞.Oena je lahko zelo velika, tudi £e je g = 1. Skoraj vedno je oena slab²a od dejanskihrezultatov. Vemo ²e:a) delno pivotiranje:
• Lema 10 Pri delnem pivotiranju je pivotna rast omejena z 2n−1.Dokaz. Zaradi ajk = ajk − ljiaik in |lij| ≤ 1 se lahko vrednost najve£jega elementav matriki v vsakem koraku podvoji. Ker se vsakega elementa dotaknemo najve£

(n− 1)-krat, je g ≤ 2n−1.
• Obi£ajno se g obna²a kot n2/3.
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• LU razep z delnim pivotiranjem je v praksi obratno stabilen.b) kompletno pivotiranje:
• Lema 11 Pri kompletnem pivotiranju je pivotna rast omejena z

g ≤
(
n · 2 · 31/2 · 41/3 · · ·n1/(n−1)

) 1
2 ≈ n

1
2
+ lnn

4 .

• Obi£ajno se g obna²a kot n1/2.
• Domneva (Wilkinson, 1965) je bila, da je g ≤ n, vendar so leta 1991 na²li proti-primer 13 × 13, kjer je g = 13.02 . . ..
• LU razep s kompletnim pivotiranjem je obratno stabilen, ker pa porabi preve£primerjanj, ga le redko uporabljamo.LU razep brez pivotiranja razen za posebne matrike (npr. diagonalno dominantne postolpih, simetri£ne pozitivno de�nitne) ni obratno stabilen.Naj bo x̂ izra£unana re²itev, x pa to£na re²itev sistema Ax = b. Ozna£imo ostanek

r := Ax̂− b. Velja x̂− x = A−1r, od tod pa dobimo oeno
‖x̂− x‖∞
‖x̂‖∞

≤ ‖A−1‖∞
‖r‖∞
‖x̂‖∞

.Namesto to£ne vrednosti ‖A−1‖ uporabimo algoritme, ki z uporabo O(n2) operaijoenijo (ponavadi dokaj dobro) ‖A−1‖∞.�e bolj²a je oena
‖x̂− x‖∞
‖x̂‖∞

≤ ‖|A−1| · |r|‖∞
‖x̂‖∞

.Spet obstajajo algoritmi, ki ekonomi£no oenijo ‖|A−1| · |r|‖∞ brez ra£unanja A−1.3.7 Posebni sistemiKadar ima A posebno obliko, lahko prihranimo tako pri ²tevilu operaij kot pri porabi po-mnilnika.3.7.1 Simetri£ne pozitivno de�nitne matrike
A ∈ Rn×n je simetri£na pozitivno de�nitna (s.p.d.), £e je A = AT in xTAx > 0 za vsak x 6= 0.Izrek 12 Velja:1) Naj bo det Y 6= 0. Potem je A s.p.d. ⇐⇒ Y TAY s.p.d.2) A s.p.d. in H = A(1 : k, 1 : k) poljubna vodilna podmatrika, k ≤ n, =⇒ H s.p.d.3) A s.p.d. in H = A([i1 i2 · · · ik], [i1 i2 · · · ik]) poljubna podmatrika simetri£na nadiagonalo =⇒ H s.p.d.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 504) A s.p.d. ⇐⇒ A = AT in vse lastne vrednosti A so pozitivne.5) A s.p.d. =⇒ aii > 0 za ∀i in maxi,j |aij | = maxi |aii|.6) A s.p.d. =⇒ LU razep brez pivotiranja se izvede in uii > 0 za ∀i.7) A s.p.d. ⇐⇒ obstaja taka nesingularna spodnja trikotna matrika V s pozitivnimi ele-menti na diagonali, da je A = V V T .Razep A = V V T imenujemo razep Choleskega, V pa faktor Choleskega.Dokaz.1) det Y 6= 0 =⇒ Y x 6= 0 za x 6= 0. Sedaj dobimo xTY TAY x = (Y x)TA(Y x) > 0 za
y 6= 0. V drugo smer uporabimo matriko Y −1.2) x ∈ R

k dopolnimo v y ∈ R
n kot y =

[
x
0

]
. Potem je x 6= 0 ⇐⇒ y 6= 0 in za x 6= 0 je

yTAy = xTHx > 0.3) Obstaja permutaija P , ki podmatriko H prestavi v vodilno podmatriko A(1 : k, 1 : k).Uporabimo 1) in 2).4) (=⇒:) A je simetri£na. Naj bo Ax = λx, x 6= 0. Potem je xTAx = λ‖x‖2 > 0 =⇒ λ > 0.(⇐=:) A = QDQT , QTQ = I, D = diag(λ1, . . . , λn). Za x 6= 0 je xT (QDQT )x =
(QTx)TD(QTx) > 0, saj je zTDz =

∑n
i=1 λiz

2
i .5) aii = eT

i Aei > 0.Denimo, da |apq| = maxi,j |aij | in p 6= q. Matrika H := A([p q], [p q]) =

[
app apq

apq aqq

]mora biti s.p.d., torej detH > 0. Toda detH = appaqq − a2
pq ≤ 0, to pa je protislovje.6) Vse vodilne podmatrike A so nesingularne, torej obstaja LU razep brez pivotiranja.Ker je u11u22 · · ·ukk = det(A(1 : k, 1 : k)) > 0 za vsak k, mora biti uii > 0 za vsak i.7) (⇐=:) V V T je o£itno s.p.d. za nesingularno V .(=⇒:) A = LU = LDM , kjer je D = diag(u11, . . . , unn) inM zgornja trikotna z eniamina diagonali. Ker je A = AT , sta L(DM) in MT (DLT ) dva LU razepa, ki pa je zanesingularno matriko enoli£en. To pomeniM = LT in A = LDLT . �e sedaj de�niramo

V := LD1/2, kjer je D1/2 = diag(u
1/2
11 , . . . , u

1/2
nn ), dobimo iskani razep A = V V T .�e iz A = V V T zapi²emo ena£bo za ajk, j ≥ k, dobimo

ajk =
k∑

i=1

vjivki =
k−1∑

i−1

vjivki + vjkvkk,odtod pa algoritem za razep Choleskega:
k = 1, . . . , n

vkk =
(
akk −

∑k−1
i=1 v

2
ki

)1/2
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j = k + 1, . . . , n

vjk = 1
vkk

(
ajk −

∑k−1
i=1 vjivki

)�tevilo operaij:
n∑

k=1

(2k + 2(n− k)k) =
1

3
n3 + O(n2).Poleg polovie manj operaij porabimo tudi polovio manj prostora kot pri LU razepu.�e A ni s.p.d., se v algoritmu pod korenom pojavi nepozitivna vrednost. Ra£unanje raz-epa Choleskega je tako najenej²a metoda za ugotavljanje pozitivne de�nitnosti simetri£nematrike.Zgled 20 Pri razepu Choleskega za A =




4 −2 4 −2 4
−2 10 1 −5 −5
4 1 9 −2 1
−2 −5 −2 22 7
4 −5 1 7 14



dobimo

V =




2
−1 3
2 1 2
−1 −2 1 4
2 −1 −1 2 2



.

Re²evanje s.p.d. sistema Ax = b:1) A = V V T ,2) V y = b,3) V Tx = y.Iz podobne analize, kot smo jo naredili za LU, sledi, da izra£unana re²itev x̃ zado²£a (A +
δA)x̃ = b, kjer je |δA| ≤ 3nǫ|V | · |V T |. Ker pa je

(|V | · |V T |)ij =
∑

k

|vik||vjk| ≤ (
∑

k

|vik|2)1/2(
∑

k

|vjk|2)1/2 =
√
aii

√
ajj ≤ max

i,j
|aij |,velja ‖|V | · |V T |‖∞ ≤ n‖A‖∞ in

‖δA‖∞ ≤ 3n2ǫ‖A‖∞.To pomeni, da je razep Choleskega numeri£no stabilen in da pri Choleskem ne potrebujemopivotiranja.3.7.2 Simetri£ne nede�nitne matrikePri simetri£ni matriki ne ºelimo uporabljati LU razepa, saj ne ohranja simetrije. Za nesin-gularno A obstaja razep PAP T = LDLT , kjer je L spodnja trikotna matrika z eniami na



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 52diagonali, D pa blo£no diagonalna matrika z bloki 1 × 1 ali 2 × 2. �tevilo operaij za razepje n3

3
+ O(n2).Zgled za to, da potrebujemo 2 × 2 bloke v D je npr. A =

[
0 1
1 0

].3.7.3 Tridiagonalne matrike
�e je A =




a1 b1
c2 a2 b2. . . . . . . . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an



, potem pri LU razepu brez pivotiranja dobimo

L =




1
l2 1. . . . . .

ln 1


 in U =




u1 b1. . . . . .
un−1 bn

un


. Za razep in nadaljnje re²evanjesistema Ax = b potrebujemo O(n) operaij in O(n) prostora, saj shranimo le neni£elnediagonale matrik A, L in U .Pri delnem pivotiranju dobimo U =




u1 v1 w1. . . . . . . . .
un−2 vn−2 wn−2

un−1 vn−1

un



, pivotna rast pa jeomejena z 2. To pomeni, da je re²evanje tridiagonalnega sistema preko LU razepa z delnimpivotiranjem obratno stabilno.Podobno velja za pasovne matrike, ki imajo poleg glavne ²e p diagonal nad in q diagonal podglavno diagonalo.3.7.4 Vandermondove matrikeVandermondova matrika ima obliko

V =




1 1 · · · 1
x0 x1 · · · xn... ... ...
xn

0 xn
1 · · · xn

n


 .�e re²ujemo sistem V Ta = y, potem i²£emo koe�iente polinoma p(x) = a0 + a1x + · · · +

anx
n, za katerega velja p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. Interpolaijski problem lahko ekonomi£nore²imo preko deljenih diferen in porabimo O(n2) namesto O(n3) operaij. Podobno lahkoekonomi£no re²imo tudi sistem V a = y.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 533.7.5 Razpr²ene matrikeMatrika je razpr²ena, £e je ve£ina njenih elementov enakih 0, ostali pa nimajo kak²ne posebnestrukture. Pri taki matriki shranimo le indekse in vrednosti neni£elnih elementov.Pri LU razepu razpr²ene matrike oz. razepu Choleskega za s.p.d. razpr²eno matriko solahko faktorji L, U oziroma V dale£ od razpr²enosti.Pomaga lahko, £e stolpe in vrstie predhodno tako preuredimo, da bo pri razepu nastalo£im manj novih neni£elnih elementov. Obstajajo razli£ni algoritmi in pristopi, ki za razli£netipe matrik dajejo razli£ne rezultate.Ponavadi se za razpr²ene matrike uporablja iterativne metode namesto direktnih.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 54IV. Re²evanje predolo£enih sistemov4.1 Uvod�e imamo ve£ ena£b kot neznank, re²ujemo sistem Ax = b, kjer je A pravokotna matrika
m×n in m > n. Tak sistem imenujemo predolo£en sistem. V splo²nem nima re²itve, lahko papoi²£emo x, pri katerem bo napaka Ax− b najmanj²a. Predpostavimo ²e, da je rang(A) = n.�e ºelimo minimizirati ‖Ax− b‖2, potem govorimo o re²itvi po metodi najmanj²ih kvadratov.Kje sre£amo tak²ne probleme:

• Pri statistiki oenjujemo parametre modela na podlagi opazovanj. Predpostavimo, daje uspeh b ²tudenta v prvem letniku odvisen od� a1: uspeha v srednji ²oli,� a2: uspeha na maturi,� a3: uspeha na sprejemnem izpitu.Dolo£iti moramo parametre x1, x2, x3 v linearnem modelu b = x1a1 + x2a2 + x3a3. �evzamemo podatke za m ²tudentov, dobimo predolo£eni sistem



a11 a12 a13

a21 a22 a23... ...
an1 an2 an3






x1

x2

x3


 =




b1
b2...
bm


 .

• I²£emo krivuljo oblike y = aebx, ki se najbolje prilega to£kam (xi, yi), i = 1, . . . , m. Kermodel ni linearen, ga lineariziramo:
ln y = ln a + bx.Tako dobimo predolo£eni sistem




1 x1

1 x2... ...
1 xm



[

ln a
b

]
=




ln y1

ln y2...
ln ym


 .

4.2 Normalni sistem�e sistem Ax = b z leve pomnoºimo z AT , dobimo normalni sistem
ATAx = AT b,ki je nesingularen, saj je A polnega ranga.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 55Lema 12 Re²itev normalnega sistema je re²itev po metodi najmanj²ih kvadratov.Dokaz. Naj bo B = ATA in c = AT b. Matrika B je s.p.d. Velja
‖Ax− b‖2

2 = (Bx− c)TB−1(Bx− c) − cTB−1c+ bT b,to pa bo zaradi tega, ker je B−1 s.p.d., minimalno, ko bo Bx = c.Matrika ATA je s.p.d., zato za re²evanje normalnega sistema uporabimo razep Choleskega.�tevilo operaij za izra£un ATA, razep Choleskega in re²evanje sistema je n2m+ 1
3
n3+O(n2),ker pa je ponavadi m≫ n, je najpomembnej²i £len n2m.Normalni sistem je najpreprostej²i na£in re²evanja predolo£enega sistema, ni pa najstabilnej²i.Zgled 21 Denimo, da i²£emo polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n stopnje n, ki se najboljeprilega to£kam (xi, yi), i = 1, . . . , m. Matrika B = ATA ima elemente bij =
∑m

k=1 x
i+j−2
k . �eso to£ke xi enakomerno porazdeljene po intervalu (0, 1), torej xi = i/(m+ 1), velja

bij =

m∑

k=1

(
k

m+ 1

)i+j−2

≈ (m+ 1)

∫ 1

0

xi+j−2dx =
m+ 1

i+ j − 1
,to pa pomeni, da je B ≈ (m+ 1)Hn+1. Ker pa so Hilbertove matrike zgled za zelo ob£utljivematrike, ra£unanje aproksimaijskega polinoma visoke stopnje preko normalnega sistema nistabilno.4.3 QR razepDenimo, da poznamo razep A = QR, kjer je Q pravokotna matrika m×n z ortonormiranimistolpi, R zgornja trikotna matrika n × n. Tak razep imenujemo QR razep. Potem iznormalnega sistema dobimo

x = (ATA)−1AT b = (RTQTQR)−1RTQT b = R−1R−TRTQT b = R−1QT b.Re²itev po metodi najmanj²ih kvadratov torej dobimo, £e re²imo zgornje trikotni sistem
Rx = QT b.Re²evanje preko QR razepa je stabilnej²e od normalnega sistema.Izrek 13 Naj bo A ∈ Rm×n, m ≥ n in rang(A) = n. Potem obstaja enoli£ni QR razep

A = QR, kjer je Q pravokotna matrika m × n z ortonormiranimi stolpi, R pa zgornjatrikotna matrika n× n s pozitivnimi diagonalnimi elementi.Dokaz. Za dokaz obstoja bomo QR razep kar skonstruirali. Denimo, da je A = [a1 · · · an]in Q = [q1 · · · qn]. Potem iz A = QR sledi
ak =

k∑

i=1

rikqi.
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R dobimo z Gram-Shmidtovo ortogonalizaijo stolpev matrike A.Algoritem je:
k = 1, . . . , n
qk = ak

i = 1, . . . , k − 1
rik = qT

i ak (CGS) ali rik = qT
i qk (MGS)

qk = qk − rikqi
rkk = ‖qk‖2

qk = qk

rkkCGS je klasi£na Gram-Shmidtova metoda, MGS pa modi�irana Gram-Shmidtova metoda.Pri eksaktnem ra£unanju vrneta CGS in MGS identi£ne rezultate, numeri£no pa je MGSstabilnej²i od CGS.Enoli£nost: denimo, da je A = QR. Potem velja
ATA = RTR,kar je razep Choleskega za s.p.d. matrikoA. Ker je razep Choleskega enoli£en, je R enoli£na,prav tako pa potem tudi Q = AR−1.Zgled 22 �e vzamemo ǫ = 10−10 in preko CGS in MGS v Matlabu ortogonaliziramo vektorje

x1 =




1 + ǫ
1
1


 , x2 =




1
1 + ǫ

1


 , x3 =




1
1

1 + ǫ


 ,dobimo pri CGS qT

2 q3 ≈ 0.5, kar je narobe, pri MGS pa qT
2 q3 = −1.1 · 10−16.�tevilo operaij za QR razep je

n∑

k=1

(
3m+

k−1∑

i=1

4m

)
≈ 4m

n∑

k=1

k ≈ 2mn2,kar je pribliºno dvakrat toliko operaij kot pri normalnem sistemu (za m≫ n).Poleg QR razepa poznamo ²e raz²irjeni QR razep A = Q̃R̃, kjer je Q̃ ortogonalna matrika
m×m, R̃ pa zgornja trapezna matrika m×n. Prvih n stolpev matrike Q̃ in zgornji kvadratmatrike R̃ tvori QR razep matrike A. Tudi raz²irjeni QR razep bomo ponavadi imenovalikar QR razep, saj je vse razvidno iz dimenzij matrik.Naj bo A = Q̃R̃, kjer je Q̃ = [Q Q1] in R̃ =

[
R
0

]. Potem velja
‖Ax− b‖2 = ‖Q̃T (Ax− b)‖2 = ‖

[
R
0

]
x−

[
QT b
QT

1 b

]
‖2 = ‖

[
Rx−QT b
−QT

1 b

]
‖2.Zgornji del lahko uni£imo, spodnjega pa ne. Velja torej

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2 = ‖QT
1 b‖2,minimum pa je doseºen pri Rx = QT b.
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T zarotiramo za kot ϕ v neg. smeri tako, da ga pomnoºimo zmatriko

RT =

[
c s
−s c

]
,kjer sta c = cosϕ in s = sinϕ. �e to posplo²imo na rotaijo v ravnini (i, k) v Rn, dobimomatriko RT

ik, ki je enaka identiteti razen v i-ti in k-ti vrstii, kjer je
RT

ik([i, k], [i, k]) =

[
c s
−s c

]
.Za vektor y = RT

ikx velja
yj = xj , j 6= i, k
yi = cxi + sxk

yk = −sxi + cxkin c, s lahko izberemo tako, da bo yk = 0. Re²itev je
r =

√
x2

i + x2
k

c =
xi

r

s =
xk

r
.Matriko Rik imenujemo Givensova rotaija. Pri mnoºenju matrike z RT

ik se spremenita le i-tain k-ta vrstia. Z ustreznimi rotaijami, ki jih uporabljamo v pravilnem vrstnem redu, lahkov matriki uni£imo vse elemente pod diagonalo in tako izra£unamo QR razep.Pri matriki 4 × 3 tako dobimo
A =




× × ×
× × ×
× × ×
× × ×




RT
12·−→




× × ×
0 × ×
× × ×
× × ×




RT
13·−→




× × ×
0 × ×
0 × ×
× × ×




RT
14·−→




× × ×
0 × ×
0 × ×
0 × ×




RT
23·−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 × ×




RT
24·−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 ×




RT
34·−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 0


 = R̃.Matrika R̃ je zgornja trapezna, v zgornjem kvadratu pa vsebuje matriko R. Produkt Q̃ =

R12R13R14R23R24R34 je ortogonalna matrika, ki v prvih n stolpih vsebuje matriko Q. Takosmo dobili razep A = QR.Pri mnoºenju z RT
jk se j-ta in k-ta vrstia spremenita v linearni kombinaiji j-te in k-te vrstie.�e je v nekem stolpu v obeh vrstiah 0, se to ne more pokvariti z mnoºenjem z RT

jk.
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Q = Im
j = 1, . . . , n
k = j + 1, . . . , m
r = (a2

jj + a2
jk)

1/2

c = ajj/r
s = ajk/r

A([j k], j : n) =

[
c s
−s c

]
A([j k], j : n)

b([j k]) =

[
c s
−s c

]
b([j k]) (£e re²ujemo predolo£eni sistem Ax = b)

Q([j k], 1 : m) =

[
c s
−s c

]
Q([j k], 1 : m) (£e potrebujemo Q)

Q = QT .�tevilo operaij za re²evanje Ax = b je
n∑

j=1

(
m∑

k=j+1

(6 + 6(n− j + 1) + 6)

)
≈ 6

n∑

j=1

(m− j)(n− j) ≈ 3mn2 − n3.�e potrebujemo Q, imamo ²e dodatnih 6m2n−3mn2 operaij. Matriko n×n tako po Givensutransformiramo v zgornjo trikotno z uporabo 2n3 operaij, za Q pa potrebujemo ²e dodatnih
3n3.4.5 Householderjeva zraljenjaZa vektor w ∈ Rn, kjer je w 6= 0, de�niramo

P = I − 2

wTw
wwT .

P je simetri£na in ortogonalna matrika, saj je P = P T in P 2 = I. Vsak vektor x ∈ R
n lahkozapi²emo kot x = αw + u, kjer je u ⊥ w. Dobimo Px = −αw + u, kar pomeni, da je Pzraljenje preko hiperravnine, ki je ortogonalna na w. Matriko P imenujemo Householderjevozraljenje.Mnoºenje s P izvedemo tako, da izra£unamo Px = x− 1

m
(xTw)w, kjer je m = 1

2
wTw.�e imamo taka neni£elna vektorja x in y, da je ‖x‖2 = ‖y‖2, potem velja Px = y, £e izberemo

w = y − x.Naj bo x 6= 0. I²£emo zraljenje, ki v x uni£i vse komponente razen prve, torej Px = ±ke1,kjer je k = ‖x‖2. Veljati mora w = x ∓ ke1, vpra²anje je le, kateri predznak izbrati. Za mdobimo
m =

1

2
wTw =

1

2
(k2 ∓ 2kx1 + k2) = k(k ∓ x1).
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w =




x1 + sign(x1)‖x‖2

x2...
xn


 .�tevilo operaij za izra£un produkta Pz = z− 1

m
(zTw)w je 4n+O(1), pri £emerm izra£unamovnaprej. Za izra£un w in m pa potrebujemo 2n+ O(1) operaij.Z mnoºenjem matrike z ustreznimi zraljenji jo lahko spremenimo v zgornjo trapezno obliko.Pri matriki 4 × 3 tako dobimo

A =




× × ×
× × ×
× × ×
× × ×




eP1·−→




× × ×
0 × ×
0 × ×
0 × ×




eP2·−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 ×




eP3·−→




× × ×
0 × ×
0 0 ×
0 0 0


 .Pri tem je

P̃i =

( i m− i

i Ii 0
m− i 0 Pi

)
.

QT = P̃3P̃2P̃1, torej Q = P̃1P̃2P̃3. Namesto ra£unanja Q raje shranimo vektorje wi.Skia algoritma:
Q = Im
i = 1, . . . , ndolo£i wi ∈ Rm−i+1, ki prezrali A(i : m, i) v ±ke1.
A(i : m, i : n) = Pi ·A(i : m, i : n)
b(i : m) = Pi · b(i : m) (£e re²ujemo predolo£eni sistem Ax = b)
Q(i : m, 1 : n) = Pi ·Q(i : m, 1 : n) (£e potrebujemo Q)

Q = QT .�tevilo operaij za re²evanje Ax = b je
n∑

i=1

[2(m− i+ 1) + 4(n− i+ 1)(m− i+ 1) + 4(m− i+ 1)] ≈ 4

n∑

i=1

(m− i)(n− i) ≈

≈ 2mn2 − 2

3
n3.Za Q potrebujemo ²e dodatnih 4m2n − 2mn2 operaij. Matriko n × n s Householderjevimizraljenji transformiramo v zgornjo trikotno z uporabo 4

3
n3 operaij, za Q pa potrebujemo ²edodatnih 2n3.Primerjava obstoje£ih metod:

• Re²evanje predolo£enega sistema Ax = b, m≫ n:� normalni sistem: mn2,



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 60� MGS: 2mn2,� Givens: 3mn2 − n3,� Householder: 2mn2 − 2
3
n3.

• Re²evanje kvadratnega sistema Ax = b, m = n:� LU razep: 2
3
n3,� Householder: 4
3
n3,� Givens: 2n3.4.6 Singularni razepIzrek 14 Za A ∈ Rm×n, m ≥ n, obstaja singularni razep

A = UΣV T ,kjer sta U ∈ Rm×m in V ∈ Rn×n ortogonalni matriki in Σ ∈ Rm×n oblike
Σ =




σ1 . . .
σn



,kjer so σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 singularne vrednosti A.Stolpi U = [u1 · · · um] so levi, stolpi V = [v1 · · · vn] pa desni singularni vektorji.Dokaz. Ker je ATA simetri£na pozitivno semide�nitna matrika, so vse njene lastne vrednostinenegativne:

σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ · · · ≥ σ2
n ≥ 0.Ustrezni ortonormirani lastni vektorji naj bodo ATAvi = σ2

i vi, i = 1, . . . , n.Naj bo σr > 0 in σr+1 = · · · = σn = 0. Ozna£imo V1 := [v1 · · · vr] in V2 := [vr+1 · · · vn]. Iz
(AV2)

T (AV2) = V T
2 A

TAV2 = V T
2 [0 · · · 0] = 0sledi AV2 = 0.Sedaj de�niramo ui = 1

σi
Avi, i = 1, . . . , r. Vektorji u1, . . . , ur so ortonormirani, saj je

uT
i uj =

1

σiσj
vT

i A
TAvj =

σj

σi
vT

i vj = δij , i, j = 1, . . . , r.Ozna£imo U1 := [u1 · · · ur] in izberemo U2 := [ur+1 · · · un] tako, da je U = [U1 U2]ortogonalna matrika. Matrika UTAV ima obliko
UTAV =

( r n− r

r UT
1 AV1 UT

1 AV2

m− r UT
2 AV1 UT

2 AV2

)
.
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ukAvi = σiukui = σiδik,torej UT

2 AV1 = 0 in UT
1 AV1 = diag(σ1, . . . , σr). Tako smo dobili SV razep A = UΣV T , kjerje S = diag(σ1, . . . , σr) in

Σ =

( r n− r

r S 0
m− r 0 0

)
.V primeru n < m dobimo SV razep tako, da transponiramo SV razep za AT .Pomen SV razepa:

• r se ujema z rang(A),
• stolpi U1 tvorijo bazo za imA,
• stolpi V2 tvorijo bazo za kerA,
• stolpi U2 tvorijo bazo za kerAT ,
• stolpi V1 tvorijo bazo za imAT .Poleg omenjenega poznamo tudi SV razep oblike A = Ũ Σ̃V T , kjer je Ũ matrika m × n zortonormiranimi stolpi, Σ̃ = diag(σ1, . . . , σr), V pa je n×n ortogonalna matrika. Ũ se ujemas prvimi n stolpi matrike U , Σ̃ pa je zgornji kvadrat Σ v SV razepu A = UΣV T .

A predstavlja preslikavo iz R
n v R

m. Geometrijski pomen SV razepa je, da se z ortogonalnimatransformaijama baz U v Rm in V v Rn A spremeni v diagonalno matriko, saj potem velja
Avi = σui, i = 1, . . . , n.Lema 13 �e je A ∈ Rm×n, m ≥ n, rang(A) = n, potem je minimum ‖Ax− b‖2 doseºen pri

x =
n∑

i=1

uT
i b

σi

vi.Dokaz. Naj bo A = UΣV T in
U =

( n m− n

U1 U2

)
, Σ =

(
n S
m− n 0

)
.

‖Ax− b‖2 = ‖UΣV Tx− b‖2 = ‖ΣV Tx− UT b‖2 =

∥∥∥∥
[
SV Tx− UT

1 b
UT

2 b

]∥∥∥∥
2

.Minimum je doseºen pri SV Tx = UT
1 b oziroma

x = V S−1UT
1 b =

n∑

i=1

uT
i b

σi
vi.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 62De�niija 4 Za matriko A ∈ Rm×n, m ≥ n, rang(A) = n, de�niramo (Moore-Penroseov)psevdoinverz A+ ∈ Rn×m kot
A+ = (ATA)−1AT .V primeru m < n in rang(A) = m de�niramo A+ = AT (AAT )−1.Re²itev predolo£enega sistema polnega ranga Ax = b lahko zapi²emo kot x = A+b.�e A ni polnega ranga, je psevdoinverz de�niran preko SV razepa. Naj bo A ∈ Rm×n, m ≥ n,

rang(A) = r in A = UΣV T , kjer je
U =

( r m− r

U1 U2

)
, V =

( r n− r

V1 V2

)
, Σ =

( r n− r

r S 0
m− r 0 0

)in S = diag(σ1, . . . , σr). Potem je
A+ = V Σ+UT ,kjer je

Σ+ =

( r m− r

r S−1 0
n− r 0 0

)
.Lema 14 Matrika X je psevdoinverz A natanko tedaj, ko izpolnjuje Moore-Penroseove pogoje:1) AXA = A,2) XAX = X,3) (AX)T = AX,4) (XA)T = XA.�e je A = UΣV T SV razep A in je rang(A) = r, potem direktno iz razepa sledi

A =
r∑

i=1

σiuiv
T
i .Izrek 15 Naj bo A = UΣV T SV razep A in rang(A) > k. Naj bo

Ak =

k∑

i=1

σiuiv
T
ioziroma Ak = UΣkV

T , kjer je
Σk =




σ1 . . .
σk

0 . . .
0




.
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min

rang(B)=k
‖B −A‖2 = ‖Ak −A‖2 = σk+1.Dokaz. �e je rang(B) = k, potem je dim kerB = n − k. Naj bo Vk+1 = [v1 · · · vk+1]. Kerje dim imVk+1 + dim kerB = n+ 1, obstaja 0 6= z ∈ imVk+1 ∩ kerB in ‖z‖2 = 1. Dobimo

‖A− B‖2
2 ≥ ‖(A− B)z‖2

2 = ‖Az‖2
2 = ‖UΣV T z‖2

2 = ‖ΣV T z‖2
2 ≥ σ2

k+1‖V T z‖ = σ2
k+1.Po drugi strani je o£itno, da je ‖Ak+1 − A‖2 = σk+1, saj je maksimum doseºen pri vk+1.To pomeni, da je Ak najbolj²a aproksimaija matrike A z matriko ranga k, σk+1 pa nam pove,kako dale£ je A od prostora matrik ranga k.Zgled 23 SV razep lahko uporabimo za kompresijo slik. Sliko lahko predstavimo z matriko

A, katere elementi predstavljajo nivo sivine. Namesto A vzamemo najbolj²o aproksimaijoz matriko ranga k. Pri tem namesto mn podatkov potrebujemo le (m + n)k podatkov za
[u1 · · · uk] in [σ1v1 · · · σkvk].
4.7 Teorija motenjZa matriko A, ki je ranga r, de�niramo

κ2(A) = ‖A‖2‖A+‖2 =
σ1(A)

σr(A)
.Izrek 16 Naj bo A ∈ Rm×n, m ≥ n, rang(A) = n, x = A+b re²itev predolo£enega sistema in

r = Ax− b. Naj bo x̃ = (A+ δA)+(b+ δb), kjer je
ǫ = max

(‖δA‖2

‖A‖2
,
‖δb‖2

‖b‖2

)
<

1

κ2(A)
.Potem je (A+ δA) ranga k in velja

‖x̃− x‖2

‖x‖2

≤ ǫκ2(A)

1 − ǫκ2(A)

(
2 + (κ2(A) + 1)

‖r‖2

‖A‖2‖x‖2

)
.V primeru, ko je ‖r‖2 majhna, je ob£utljivost reda O(κ2(A)), £e pa ‖r‖2 ni zanemarljiva, jeob£utljivost predolo£enega sistema reda O(κ2

2(A)), V primeru r = 0 se oena ujema z oenoob£utljivosti linearnega sistema.
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m×n, m < n in rang(A) = m, potem je to poddolo£ensistem. Ker je dim kerA = n − m, re²itev ni enoli£na, saj ji lahko pri²tejemo poljuben

z ∈ kerA. Zaradi tega i²£emo tisto re²itev x, ki ima minimalno normo ‖x‖2. Iskana re²itevje x = A+b oziroma
x =

m∑

i=1

uT
i b

σi

vi.Za splo²ni sistem Ax = b lahko re£emo, da v primeru, ko matrika A ni polnega ranga, izmedvseh re²itev x, ki minimizirajo ‖Ax − b‖2 vzamemo tisto z minimalno normo ‖x‖2. �e je
rang(A) = r, potem je iskana re²itev kar

x = A+b =

r∑

i=1

uT
i b

σi
vi.Pri numeri£nem ra£unanju je teºko ugotoviti to£en rang matrike, zato ponavadi tiste singu-larne vrednosti, ki so blizu 0, proglasimo za 0 in nato preko SV razepa poi²£emo re²itev.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 65V. Nesimetri£ni lastni problem5.1 UvodZa A ∈ Rn×n re²ujemo Ax = λx, kjer x ∈ Cn, x 6= 0 in λ ∈ C. λ je lastna vrednost, ustreznivektor x pa (desni) lastni vektor. Vektor y 6= 0, pri katerem je y∗A = λy∗, je levi lastni vektor.Matrika A se da diagonalizirati, £e obstajata nesingularna matrika X = [x1 · · · xn] in dia-gonalna matrika Λ = diag(λ1, . . . , λn), da je A = XΛX−1. V tem primeru je Axi = λixi za
i = 1, . . . , n.Lastne vrednosti so ni£le karakteristi£nega polinoma p(λ) = det(A−λI), ker pa so ni£le poli-noma lahko zelo ob£utljive na motnje koe�ientov (Wilkinsonov primer), to ni najprimernej²apot za ra£unanje lastnih vrednosti.�e je S nesingularna matrika, imata A in S−1AS enake lastne vrednosti, saj sta podobnimatriki.5.2 Jordanova in Shurova formaZa vsako matriko A obstaja taka nesingularna matrika X, da je X−1AX = J , kjer je J =
diag(J1, . . . , Jk) in je

Ji =




λi 1. . . . . .. . . 1
λi


Jordanova kletka. Matrika J je Jordanova forma.Jordanova forma pove veliko o matriki A, na ºalost pa ni stabilna. Ker ni zvezna funkijaelementov matrike A, jo lahko majhne motnje popolnoma spremenijo.Zgled 24

A =




0 1. . . . . .. . . 1
0


je kar Jordanova forma z eno samo kletko n× n,

A(ǫ) =




0 1. . . . . .. . . 1
ǫ 0


pa ima n kletk 1 × 1 z lastnimi vrednostmi n

√
ǫ.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 66Namesto Jordanove forme uporabljamo stabilno Shurovo formo, kjer je podobnostna trans-formaija ortogonalna.Izrek 17 Za vsako matriko A obstajata unitarna matrika Q in zgornja trikotna matrika T ,da je Q∗AQ = T (Shurova forma).Dokaz. Naredimo indukijo po n. Za n = 1 izrek o£itno velja.
n− 1 → n: Naj bo λ lastna vrednost A in x normiran lastni vektor. Obstaja taka unitarnamatrika U , da je Ue1 = x (Givens, Householder, ...). Matrika B = U∗AU ima obliko

B =

( 1 n− 1

1 λ × · · ·×
n− 1 0 C

)
,saj je Be1 = U∗AUe1 = U∗Ax = U∗λx = λe1. Po indukijski predpostavki obstaja Shurovaforma za C. Torej obstaja unitarna V1, da je V ∗

1 CV1 = T1 zgornja trikotna. Sedaj je
[

1 0
0 V ∗

1

]

︸ ︷︷ ︸
V ∗

B

[
1 0
0 V1

]

︸ ︷︷ ︸
V

=

[
λ × · · ·×
0 T1

]

in V ∗U∗
︸ ︷︷ ︸

Q∗

A UV︸︷︷︸
Q

je zgornja trikotna matrika, torej Shurova forma za A.Shurova forma ni enoli£na, saj je npr. vrstni red λi poljuben.V primeru realne matrike obstaja realna Shurova forma. Obstaja taka ortogonalna matrika
Q, da je QTAQ = T , kjer je T kvazi zgornja trikotna matrika (na diagonali ima lahko bloke
2 × 2). V diagonalnih blokih 2 × 2 so skriti konjugirani pari kompleksnih lastnih vrednosti.5.3 Teorija motenjZanima nas, kaj se dogaja z lastnimi vrednostmi (in vektorji), ko zmotimo elemente ma-trike. Lastne vrednosti so zvezne funkije elementov matrike (saj so ni£le karakteristi£negapolinoma), a spremembe so lahko kljub temu zelo velike.Zgled 25 Za n×n matriko A =




0 1. . . . . .
0 1

ǫ 0


 je karakteristi£ni polinom p(λ) = λn − ǫin λ = n

√
ǫ. Pri n = 16 in ǫ = 10−16 je |λ| = 0.1.V primeru, ko so lastne vrednosti blizu ve£kratnosti, lahko pri£akujemo velike spremembe.Izrek 18 Naj bo λi enostavna lastna vrednost A, xi ustrezni desni, yi levi lastni vektor in

‖x‖2 = ‖y‖2 = 1. �e je λi + δλi ustrezna lastna vrednost A + δA in xi + δxi ustrezni lastnivektor, potem velja
λi + δλi = λi +

y∗i δAxi

y∗i xi

+ O(‖δA‖2).
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xi + δxi = xi +

n∑

j=1
j 6=i

y∗j δAxi

(λi − λj)sj
xj + O(‖δA‖2).Dokaz. Velja Axi = λixi in (A + δA)(xi + δxi) = (λi + δλi)(xi + δxi). �e zanemarimokvadratne δ £lene in pomnoºimo ena£bo z leve z y∗i , dobimo

δλi =
y∗i δAxi

y∗i xi
.De�niija 5 �e de�niramo si :=

y∗
i xi

‖xi‖2‖yi‖2
, je s−1

i ob£utljivost enostavne lastne vrednosti λi.�e je λi ve£kratna lastna vrednost, je ob£utljivost ∞.�e je A = AT , potem je si = 1, saj so levi lastni vektorji enaki desnim.Izrek 19 (Bauer-Fike) �e je A = XΛX−1, kjer je Λ = diag(λ1, . . . , λn), potem vse lastnevrednosti λ(ǫ) matrike A+ ǫE leºijo v uniji n krogov
|z − λi| ≤ ǫ‖X‖ · ‖X−1‖ · ‖E‖ = ǫκ(X)‖E‖, i = 1, . . . , n.Dokaz. Naj bo λ(ǫ) lastna vrednost A + ǫE. Predpostavimo lahko λ(ǫ) 6= λi, i = 1, . . . , n,saj sier nimamo kaj dokazovati.Matrika A+ ǫE − λ(ǫ)I je singularna. Dobimo

X−1(A+ ǫE − λ(ǫ)I)X = Λ − λ(ǫ)I + ǫX−1EX = (Λ− λ(ǫ)I)
(
I + ǫ(Λ− λ(ǫ)I)−1X−1EX

)
.Ker je Λ−λ(ǫ)I nesingularna matrika, mora biti I+ǫ(Λ−λ(ǫ)I)−1X−1EX singularna matrika.To pa pomeni, da je

1 ≤ ‖ǫ(Λ − λ(ǫ)I)−1X−1EX‖ ≤ ǫ‖Λ − λ(ǫ)I)−1‖‖X−1‖‖E‖‖X‖.Iz
‖Λ − λ(ǫ)I)−1‖ =

1

mini=1,...,n |λi − λ(ǫ)|sledi
min

i=1,...,n
|λi − λ(ǫ)| ≤ ǫκ(X)‖E‖.Opomba. �e unija krogov razpade na povezane komponente, potem vsaka komponenta vsebujetoliko lastnih vrednosti, kot je v njej krogov (zaradi zveznosti λi(ǫ)).Posledia 2 �e je A = AT in E = ET , potem je

min
i=1,...,n

|λ(ǫ) − λi| ≤ ǫ‖E‖.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 68Dokaz. Za simetri£no matriko velja, da je X ortogonalna matrika, torej κ(X) = 1.Lema 15 �e je λi enostavna lastna vrednost, potem je si 6= 0.Dokaz. Naj bo s1 = 0 (privzamemo lahko i = 1), ‖x1‖ = ‖y1‖ = 1 pa naj bosta ustrezni leviin desni lastni vektor. U naj bo taka unitarna matrika, da je Ue1 = x1. Potem je matrika
B = U∗AU oblike

B =

( 1 n− 1

1 λ × · · ·×
n− 1 0 C

)
,saj je Be1 = U∗AUe1 = U∗Ax = U∗λx = λe1. Iz enakosti Ax1 = λ1x1, y∗1A = λ1y

∗
1 in

y∗1x1 = 0 dobimo
U∗AUe1 = U∗λ1Ue1 = λ1e1

(y∗1U)U∗AU = λ1(y
∗
1U) (5.6)

y∗1Pe1 = 0 (5.7)Iz (5.7) sledi, da je y1U oblike [0 z∗1 ], ko pa to vstavimo v (5.6), dobimo [0 z∗1 ]B = λ1[0 z
∗
1 ]oziroma z∗1B = λ1z

∗
1 . Ker je λ1 lastna vrednost C, ima A vsaj dvojno lastno vrednost λ1.Opomba. V primeru ve£kratne lastne vrednosti lahko vektorja xi in yi dolo£imo tako, da bo

si = 0, ni pa to nujno res za poljubne lastne vektorje ve£kratne lastne vrednosti.Izrek 20 Naj bo A = XΛX−1, kjer je Λ = diag(λ1, . . . , λn), X = [x1 · · · xn] in naj bo
Y = [y1 · · · yn] matrika levih lastnih vektorjev. Potem velja

X−1 =




1
s1
y∗1...

1
sn
y∗n


 .

Dokaz. Y ∗A = ΛY ∗, po drugi strani pa X−1A = ΛX−1. Od tod sledi, da so stolpi X−Tlevi lastni vektorji. Torej je
X−1 =




c1y

∗
1...

cny
∗
n



za neke konstante c1, . . . , cn. �e ºelimo XX−1 = I, mora veljati ci = 1
si
.Lema 16 Matrika ne more imeti natanko ene zelo ob£utljive lastne vrednosti.Dokaz. Naj bodo vse lastne vrednosti razli£ne, sier ºe imamo ob£utljiv par. Naj bo AX =

XΛ, X = [x1 · · · xn] in ‖xi‖ = 1. Naj bodo yi normirani levi lastni vektorji. Po izreku 20 je
X




1
s1
y∗1...

1
sn
y∗n


 = I
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n∑

i=1

xiy
∗
i

si
= I.Denimo, da je |s1| po absolutni vrednosti najmanj²a. Oenimo lahko

1

|s1|
≤ 1 +

n∑

j=2

1

|sj|
.Za j 6= 1 dobimo

1

|sj|
≥

1
|s1| − 1

n− 1
,od tod pa je o£itno, da |s1| ne more biti sama zelo blizu 0.Opomba. Velika ob£utljivost lastne vrednosti pomeni, da je blizu ve£kratne lastne vrednosti,to pa seveda pomeni, da obstaja vsaj ²e ena taka lastna vrednost,5.4 Poten£na metodaDe�niija 6 Naj maxel(x) pomeni maksimalni element po absolutni vrednosti vektorja x.Tako je npr. maxel([1 − 2 3 − 4]T ) = −4.Algoritem za poten£no metodo je:izberi z̃0 6= 0, z0 = 1

maxel(ez0)
z̃0

k = 0, 1, . . . :
z̃k+1 = Azk

zk+1 = 1
maxel(ezk+1)

z̃k+1Izrek 21 Naj bodo lastne vrednosti matrike A take, da velja
|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λn|.Potem, ko gre k → ∞, maxel(z̃k) konvegira proti λ1, zk pa po smeri konvergira proti lastnemuvektorju za λ1.Dokaz. Izrek dokaºemo za primer, ko se da matrika diagonalizirati. Naj velja A = XΛX−1,kjer je X = [x1 · · · xn] in Λ = diag(λ1, . . . , λn). Za£etni vektor z0 lahko razvijemo po lastnihvektorjih kot

z0 =

n∑

i=1

αixi.Potem pri pogoju α1 6= 0 velja
zk =

Akz0
maxel(Akz0)

=
α1λ

k
1x1 + α2λ

k
2x2 + · · ·+ αnλ

k
nxn

maxel(α1λk
1x1 + α2λk

2x2 + · · ·+ αnλk
nxn)

=
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=

α1x1 + α2

(
λ2

λ1

)k

x2 + · · · + αn

(
λn

λ1

)k

xn

maxel

(
α1x1 + α2

(
λ2

λ1

)k

x2 + · · ·+ αn

(
λn

λ1

)k

xn

) → ± x1.Pri dokazu smo predpostavili:a) α1 6= 0,b) A ima enostavno dominantno lastno vrednost.Numeri£no je predpostavka a) vedno izpolnjena, saj zaokroºitvene napake povzro£ijo, da je
α1 6= 0. Pri b) se da pokazati, da izrek velja tudi, ko je λ1 ve£kratna lastna vrednost. Metodase da ustrezno predelati tudi za primera:

• |λ1| = |λ2| > |λ3| ≥ · · · in λ1 = −λ2,
• |λ1| = |λ2| > |λ3| ≥ · · · in λ1 = λ2.Tako dobimo prvo dominantno lastno vrednost. Za ostale lahko naredimo redukijo:a) Hotelingova redukija za A = AT . De�niramo

B = A− λ1x1x
T
1 .Velja Bx1 = 0 in Bxk = λkxk za k 6= i.b) Househoderjeva redukija za splo²no matriko. Poi²£emo ortogonalno Q, da je Qx1 = e1,Potem ima B = QAQT obliko

B =

[
λ1 bT

0 C

]
,saj je

Be1 = QAQT e1 = QAx1 = Qλ1x1 = λ1e1.Preostale lastne vrednosti dobimo v matriki C.Hitrost konvergene je odvisna od razmerja ∣∣∣λ1

λ2

∣∣∣. �e je blizu 1, bo konvergena po£asna, blizu
0 pa hitrej²a. Pomagamo si lahko s premiki. Matrika A − σI ima enake lastne vektorje kot
A, lastne vrednosti pa so λi − σ, i = 1, . . . , n. Sedaj je konvergena lahko hitrej²a.�e i²£emo lastno vrednost nesingularne matrike A, ki je najmanj²a po absolutni vrednosti,delamo poten£no metodo za A−1, saj ima A−1 lastne vrednosti λ−1, . . . , λ−1

n . V algoritmunamesto mnoºenja z̃k+1 = A−1zk re²ujemo sistem Az̃k+1 = zk.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 715.5 Inverzna iteraijaNaj bo σ tak pribliºek, da je |λi − σ| ≪ |λj − σ| za j 6= i. Algoritem za inverzno iteraijo je:izberi z̃0 6= 0, z0 = 1
‖ez0‖∞ z̃0

k = 0, 1, . . . :re²i (A− σI)z̃k+1 = zk

zk+1 = 1
‖ezk+1‖∞ z̃k+1Vektor zk konvergira po smeri proti lastnemu vektorju za λi. Inverzna iteraija ni ni£ drugegakot poten£na metoda za (A − σI)−1, zato jo imenujemo tudi inverzna poten£na metoda.Lastne vrednosti (A − σI)−1 so (λj − σ)−1, j = 1, . . . , n, in (λi − σ)−1 je zelo dominantnalastna vrednost, zato ponavadi potrebujemo le dva koraka inverzne iteraije za poljubni za£etnivektor.Inverzno iteraijo ponavadi uporabljamo zato, da dobimo lastni vektor za numeri£no izra-£unano lastno vrednost. V tem primeru za σ vzamemo kar izra£unano lastno vrednost, zao-kroºitvene napake pa povzro£ijo, da nimamo teºav s singularnostjo matrike A− σI.5.6 Ortogonalna iteraijaNamesto dominantnega vektorja, bi radi izra£unali dominantni invariantni podprostor dimen-zije p za matriko A.Algoritem za ortogonalno iteraijo je:izberi matriko Z0 velikosti n× p z ortonormiranimi stolpi

k = 0, 1, . . . :
Yk+1 = AZkizra£unaj QR razep Yk+1 = QR in vzemi Zk+1 = QOpomba. Pri p = 1 je to kar poten£na metoda.Izrek 22 Naj velja A = XΛX−1, kjer je X = [x1 · · · xn] in Λ = diag(λ1, . . . , λn). Lastnevrednosti naj bodo urejene po absolutni vrednosti in naj velja |λp| > |λp+1|. Potem ma-trika Zk iz ortogonalne iteraije konvergira proti ortonormirani bazi za invariantni podprostor

Lin({x1, . . . , xp}).Dokaz. O£itno je Lin(Zk+1) = Lin(Yk+1) = Lin(AZk), od tod pa sledi Lin(Zk) = Lin(AkZ0).Ker je Ak = XΛkX−1, velja
AkZ0 = XΛkX−1Z0 = λk

pX




(λ1/λp)
k . . .

1 . . .
(λn/λp)

k



X−1Z0.
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( p

p ×
n− p 0

), to pa pomeni, da Lin(Zk) konvergira proti
Lin({x1, . . . , xp}).Podobno za prvih r < p stolpev velja, da Lin(Zk(:, 1 : r)) konvergira proti Lin({x1, . . . , xr}).Vzemimo kar p = n in Z0 = I. Pri predpostavki, da so absolutne vrednosti λi paromarazli£ne (to hkrati pomeni, da so vse realne), lahko pokaºemo, da Ak := ZT

k AZk konvergiraproti Shurovi formi.
Ak in ZT

k AZk sta podobni matriki, saj je Zk ortogonalna matrika. Naj bo Zk = [Zk1 Zk2],kjer ima Zk1 p stolpev. Potem je
ZT

k AZk =

[
ZT

k1AZk1 ZT
k1AZk2

ZT
k2AZk1 ZT

k2AZk2

]
.Ker Lin(Zk1) konvergira proti invariantnemu podprostoru Lin({x1, . . . , xp}), enako velja za

Lin(AZk1), to pa pomeni, da ZT
k2AZk1 → 0, saj je ZT

k2Zk1 = 0. Poddiagonalni elementi Akkonvergirajo proti 0, konvergena v p-tem stolpu pa je odvisna od razmerja ∣∣∣λp+1

λp

∣∣∣.5.7 QR iteraijaOsnovna varianta QR algoritma je:
A0 = A
k = 0, 1, . . . :
Ak = QkRk (izra£unamo QR razep)
Ak+1 = RkQkKer je Ak+1 = RkQk = QT

kAkQk, sta Ak+1 in Ak ortogonalno podobni, torej je Ak ortogonalnopodobna A.Lema 17 Matrika Ak pri QR iteraiji je enaka Ak = ZT
k AZk, kjer je Zk matrika, ki jodobimo v ortogonalni iteraiji iz Z0 = I. Torej v primeru, ko imajo lastne vrednosti paromarazli£ne absolutne vrednosti, Ak konvergira proti Shurovi formi.Dokaz. Naredimo indukijo po k. Denimo, da je Ak = ZT

k AZk. Potem je
ZT

k AZk = ZT
k ( Zk+1︸︷︷︸

ort.

Sk+1︸︷︷︸
zg. trik.︸ ︷︷ ︸

QR razcep AZk

) = ZT
k Zk+1︸ ︷︷ ︸
ort.

Sk+1︸︷︷︸
zg. trik.

= QkRk,zaradi enoli£nosti pa je to kar QR razep matrike Ak. Sledi
Ak+1 = RkQk = Sk+1Z

T
k Zk+1 = ZT

k+1AZk︸ ︷︷ ︸
Sk+1

ZT
k Zk+1 = ZT

k+1AZk+1.V primeru, ko imamo tudi kompleksne lastne vrednosti, dobimo realno Shurovo formo.Poglejmo, kako lahko QR iteraijo ²e izbolj²amo.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 735.7.1 Redukija na Hessenbergovo oblikoEn korak osnovne QR iteraije porabi O(n3) operaij, kar ni najbolj ekonomi£no, saj pri£aku-jemo najmanj O(n) potrebnih korakov. Na sre£o gre hitreje, £e matriko A prej reduiramo vzgornjo Hessenbergovo obliko.Za A ∈ Rn×n lahko poi²£emo ortogonalno matriko Q, da je QAQT zgornja Hessenbergovamatrika. To lahko naredimo npr. s Householderjevimi zraljenji.Zgled 26 Naj bo
A =




× × × × ×
(×) × × × ×
(×) × × × ×
(×) × × × ×
(×) × × × ×



.Poi²£emo ortogonalno Q1, da je

Q1A =




× × × × ×
× × × × ×
0 × × × ×
0 × × × ×
0 × × × ×



, A1 = Q1AQ

T
1 =




× × × × ×
× × × × ×
0 (×) × × ×
0 (×) × × ×
0 (×) × × ×



.Nato poi²£emo ortogonalno Q2, da je

Q2A1 =




× × × × ×
× × × × ×
0 × × × ×
0 0 × × ×
0 0 × × ×



, A2 = Q2A1Q

T
2 =




× × × × ×
× × × × ×
0 × × × ×
0 0 (×) × ×
0 0 (×) × ×



,na konu pa ²e ortogonalno Q3, da je

Q3A2 =




× × × × ×
× × × × ×
0 × × × ×
0 0 × × ×
0 0 0 × ×



, H = Q3A2Q

T
3 =




× × × × ×
× × × × ×
0 × × × ×
0 0 × × ×
0 0 0 × ×


Tako smo dobili H = Q3Q2Q1A(Q3Q2Q1)

T .Algoritem za redukijo na Hessenbergovo obliko preko Householderjevih zraljenj je:
Q = I (*)
i = 1, . . . , n− 2dolo£i wi ∈ Rn−i, ki prezrali A(i+ 1 : n− i) v ±ke1
A(i+ 1 : n, i : n) = PiA(i+ 1 : n, i : n)
A(1 : n, i+ 1 : n) = A(1 : n, i+ 1 : n)Pi

Q(i+ 1 : n, i : n) = PiQ(i+ 1 : n, i : n) (*)
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3
n3 + O(n2) oziroma 14

3
n3 + O(n2) £e potrebujemo tudi Q.Trditev 1 �e je A zgornja Hessenbergova, se oblika med QR iteraijo ohranja.Dokaz. Pri QR razepu A dobimo zgornjo Hessenbergovo matriko Q in zgornjo trikotno R.Pri Q je to razvidno iz dejstva, da je qi linearna kombinaija stolpev a1, . . . , ai. Hitro seda preveriti, da je produkt zgornje trikotne in zgornje Hessenbergove matrike spet zgornjaHessenbergova matrika.�e na za£etku A reduiramo na Hessenbergovo obliko, porabimo za en korak QR iteraije le²e O(n2) namesto O(n3) operaij.De�niija 7 Hessenbergova matrika H je ireduibilna, £e so vsi njeni subdiagonalni elementi

hi+1,i neni£elni.�e je H reduibilna, je npr.
H =




× × × × ×
× × × × ×
0 0 × × ×
0 0 × × ×
0 0 0 × ×


in problem lastnih vrednosti razpade na dva lo£ena problema. Zaradi tega lahko vedno pred-postavimo, da je H ireduibilna.5.7.2 PremikiKonvergeno lahko pospe²imo s premiki:

A0 = A
k = 0, 1, . . . :izberi premik σk

Ak − σkI = QkRk (izra£unamo QR razep)
Ak+1 = RkQk + σkILema 18 Matriki Ak in Ak+1 pri QR iteraiji s premikom sta ortogonalno podobni.Dokaz.

Ak+1 = RkQk + σkI = QT
kQkRkQk + σkQ

T
kQk =

= QT
k (QkRk + σkI)Qk = QT

kAkQk.Kako izberemo premik? �im bliºje lastni vrednosti je, tem bolje.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 75Lema 19 �e je σ lastna vrednost ireduibilne Hessenbergove matrike A in A − σI = QR,
B = RQ+ σI, potem je bn,n−1 = 0 in bnn = σ.Dokaz. Ker je A ireduibilna, je prvih n−1 stolpev A−σI linearno neodvisnih. V razepu
A − σI = QR zato velja rii 6= 0 za i = 1, . . . , n − 1. Ker pa je A − σI singularna, morabiti rnn = 0. To pa pomeni, da je zadnja vrstia v matriki RQ enaka 0, torej v matriki
B = RQ+ σI velja bn,n−1 = 0 in bnn = σ.Ko najdemo eno lastno vrednost, nadaljujemo ra£unanje z matriko B(1 : n− 1, 1 : n− 1).Potrebujemo £im bolj²i pribliºek za lastno vrednost Ak, zato imamo na voljo razli£ne premike:a) enojni premik: Za σk izberemo (Ak)nn. V tem primeru imamo kvadrati£no konvergenov bliºini lastne vrednosti, vendar premik ni dober za kompleksne lastne vrednosti.b) dvojni oz. Franisov premik: Vzamemo podmatriko

Ak(n− 1 : n, n− 1 : n) =

[
a

(k)
n−1,n−1 a

(k)
n−1,n

a
(k)
n,n−1 a

(k)
nn

]
,ki ima lastni vrednosti σ(k)

1 , σ
(k)
2 (lahko sta tudi kompleksni). Sedaj naredimo dva pre-mika v enem koraku:

Ak − σ
(k)
1 I = QkRk (izra£unamo QR razep)

A′
k = RkQk + σ

(k)
1 I

A′
k − σ

(k)
2 I = Q′

kR
′
k (izra£unamo QR razep)

Ak+1 = R′
kQ

′
k + σ

(k)
2 IKompleksna aritmetika ni potrebna, saj velja:

QkQ
′
kR

′
kRk = Qk(A

′
k − σ

(k)
2 I)Rk =

= QkQ
∗
k(Ak − σ

(k)
2 I)QkRk = (Ak − σ

(k)
2 I)QkRk =

= (Ak − σ
(k)
2 I)(Ak − σ

(k)
1 I) =

= A2
k − (σ

(k)
1 + σ

(k)
2 )Ak + σ

(k)
1 σ

(k)
2 I =: Nin (QkQ

′
k)(R

′
kRk) je QR razep realne matrike N . Ker velja tudi:
Ak+1 = R′

kQ
′
k + σ

(k)
2 I = Q′∗

k (A′
k − σ

(k)
2 I)Q′

k + σ
(k)
2 I =

= Q′∗
k (RkQk + (σ

(k)
1 − σ

(k)
2 I)Q′

k + σ
(k)
2 I =

= Q′∗
k (Q∗

k(Ak − σ
(k)
1 I)Qk + (σ

(k)
1 − σ

(k)
2 I)Q′

k + σ
(k)
2 I =

= Q′∗
k QkAkQkQ

′
k,potrebujemo le realni QR razep realne matrike N .5.8 Impliitna QR metodaIzrek 23 (Impliitni Q) �e je QTAQ = H ireduibilna Hessenbergova matrika in Q =

[q1 · · · qn], so stolpi q2, . . . , qn do predznaka natan£no dolo£eni s q1.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 76Dokaz. Denimo, da je QTAQ = H in V TAV = G, kjer sta Q = [q1 · · · qn], V = [v1 · · · vn]ortogonalni matriki, G,H Hessenbergovi matriki in q1 = v1.�e de�niramo W := V TQ, W = [w1 · · · wn], je W ortogonalna matrika in w1 = e1. Velja
GW = GV TQ = V TAQ = V TQH = WH.Iz te zveze sledi Gwi =
∑i+1

j=1 hjiwj oziroma
hi+1,iwi+1 = Gwi −

i∑

j=1

hjiwj.Ker je w1 = e1 in ima Gwi en neni£elni element ve£ od wi, sledi wi ∈ Lin({e1, . . . , ei}). Topomeni, da je W zgornja trikotna matrika. Ker pa je W hkrati ortogonalna, je edina moºnost
W = diag(±1, . . . ,±1), torej vi = ±qi, i = 2, . . . , n.Posledia je, da £e v QR algoritmu Ak = QkRk, Ak+1 = RkQk = QT

kAkQk poznamo prvistolpe Qk, potem lahko Ak+1 izra£unamo brez tega, da bi ra£unali QR razep matrike Ak.Tako dobimo impliitni QR razep.Poglejmo si impliitni QR razep z enojnim premikom. Vemo, da je prvi stolpe Qk enaknormiranemu prvemu stolpu Ak −σkI. �e uspemo poiskati tako ortogonalno matriko Qk, kibo imela za prvi stolpe normirani prvi stolpe Ak−σkI in bo QT
kAkQk zgornja Hessenbergovamatrika, potem je po izreku o impliitnem Q matrika QT

kAkQk kar matrika iz naslednjegakoraka QR metode.Matriko Qk poi²£emo kot produkt Givensovih rotaij Qk = R12R23 · · ·Rn−1,n. Prva rotaija
R12 je ºe dolo£ena s prvim stolpem Ak−σkI, ostale pa dolo£imo tako, da bo QT

kAkQk zgornjaHessenbergova matrika. �e je namre£
R12 =




c1 s1

s1 c1
1 . . .

1



,potem je

Qk = R12R23 · · ·Rn−1,n =




c1 × · · · · · · ×
s1 × · · · · · · ×

× .... . . ...
× ×



.Algoritem najkraj²e ozna£imo kot premikanje grbe. Poglejmo si ga na primeru matrike 5× 5.Po prvem koraku dobimo

RT
12AkR12 =




× × × × ×
× × × × ×
+ × × × ×

× × ×
× ×



.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 77Novi neni£elni element + je grba, ki jo z naslednjimi rotaijami pomikamo navzdol ob diago-nali. Tako po vrsti poi²£emo R23, R34 in R45, da je
RT

23R
T
12AkR12R23 =




× × × × ×
× × × × ×

× × × ×
+ × × ×

× ×



,

RT
34R

T
23R

T
12AkR12R23R34 =




× × × × ×
× × × × ×

× × × ×
× × ×
+ × ×


in

RT
45R

T
34R

T
23R

T
12AkR12R23R34R45 =




× × × × ×
× × × × ×

× × × ×
× × ×

× ×



.Podobno lahko naredimo tudi za dvojni premik. Ker vemo Ak+1 = UkAkUk, kjer je Uk iz QRrazepa matrike N = A2

k − (σ
(k)
1 +σ

(k)
2 )Ak +σ

(k)
1 σ

(k)
2 I, je dovolj poznati le prvi stolpe matrike

N . Le ta ima obliko [× × × 0 · · · 0]T , za neni£elne elemente pa lahko izpeljemo direktneformule.Sedaj najprej poi²£emo Householderjevo zraljenje oblike
P1 =




× × ×
× × ×
× × ×

1 . . .
1



,

ki ima prvi stolpe enak normiranemu prvemu stolpu matrike N . Dobimo grbo 2 × 2, ki jopremikamo navzdol s Householderjevimi zraljenji. V primeru 6 × 6 imamo
P1AkP1 =




× × × × × ×
× × × × × ×
+ × × × × ×
+ + × × × ×

× × ×
× ×



,

P2 =




1
× × ×
× × ×
× × ×

1
1



, P2P1AkP1P2 =




× × × × × ×
× × × × × ×

× × × × ×
+ × × × ×
+ + × × ×

× ×



,
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P3 =




1
1

× × ×
× × ×
× × ×

1



, P3P2P1AkP1P2P3 =




× × × × × ×
× × × × × ×

× × × × ×
× × × ×
+ × × ×
+ + × ×



,

P4 =




1
1

1
× × ×
× × ×
× × ×



, P4P3P2P1AkP1P2P3P4 =




× × × × × ×
× × × × × ×

× × × × ×
× × × ×

× × ×
+ × ×



,

P5 =




1
1

1
1

× ×
× ×



, P5P4P3P2P1AkP1P2P3P4P5 =




× × × × × ×
× × × × × ×

× × × × ×
× × × ×

× × ×
× ×



.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 79VI. Simetri£ni problem lastnih vrednosti6.1 Uvod�e je A = AT , potem vemo, da so vse lastne vrednosti realne, matrika pa se da diagonalizirati.Shurova forma za simetri£no matriko je diagonalna matrika.Lastne vrednosti ozna£imo tako, da velja
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.Lastne vektorje x1, . . . , xn lahko izberemo tako, da tvorijo ortonormirano bazo. Za A = ATvelja

‖A‖2 = max(|λ1|, |λn|).Za x 6= 0 in A = AT de�niramo Rayleighov kvoient
ρ(x,A) =

xTAx

xTx
.Nekaj lastnosti Rayleighovega kvoienta:a) Za α 6= 0 je ρ(x,A) = ρ(αx,A).b) ρ(xi, A) = λi.) Za vsak x 6= 0 velja λ1 ≥ ρ(x,A) ≥ λn.To vidimo, £e razvijemo x =

∑n
i=1 αixi. Potem dobimo
ρ(x,A) =

∑n
i=1 α

2
iλi∑n

i=1 α
2
i

.d) �e si mislimo, da je x pribliºek za lastni vektor, je ρ(x,A) najbolj²a aproksimaija zalastno vrednost v smislu, da je minσ ‖Ax− σx‖2 doseºen pri σ = ρ(x,A).To vidimo iz predolo£enega sistema xσ = Ax.Izrek 24 (Courant-Fisherjev minimaks izrek)
λi = min

S⊂Rn

dim(S)=n−i+1

max
x∈S

x 6=0

ρ(x,A) = max
R⊂Rn

dim(R)=i

min
x∈R

x 6=0

ρ(x,A). (6.8)Dokaz. Za poljubna podprostora S,R ⊂ Rn, dim(R) = i in dim(S) = n − i + 1, obstaja
xRS ∈ R ∩ S, xRS 6= 0, saj je dim(R) + dim(S) = n + 1. O£itno velja

min
x∈R
x 6=0

ρ(x,A) ≤ ρ(xRS , A) ≤ max
x∈S
x 6=0

ρ(x,A).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 80Ker to velja za vsak par R, S velja tudi za par R̃, S̃, kjer je doseºen minimum oz. maksimumizrazov. Torej
max
R⊂Rn

dim(R)=i

min
x∈R
x 6=0

ρ(x,A) ≤ ρ(x eReS, A) ≤ min
S⊂Rn

dim(S)=n−i+1

max
x∈S
x 6=0

ρ(x,A). (6.9)Po drugi strani pa za par R̂ = Lin(x1, . . . , xi) in Ŝ = Lin(xi, . . . , xn) velja
min
x∈ bR
x 6=0

ρ(x,A) = λi = max
x∈bS
x 6=0

ρ(x,A).Od tod sledi
max
R⊂Rn

dim(R)=i

min
x∈R
x 6=0

ρ(x,A) ≥ min
S⊂Rn

dim(S)=n−i+1

max
x∈S
x 6=0

ρ(x,A), (6.10)saj je
max
R⊂Rn

dim(R)=i

min
x∈R
x 6=0

ρ(x,A) ≥ min
x∈ bR
x 6=0

ρ(x,A)in podobno
min
S⊂Rn

dim(S)=n−i+1

max
x∈S

x 6=0

ρ(x,A) ≤ max
x∈bS
x 6=0

ρ(x,A).Iz (6.9) in (6.10) sledi (6.8).Izrek 25 (Weylov izrek) �e sta A,E simetri£ni matriki in so α1 ≥ · · · ≥ αn lastne vre-dnosti A, α̂1 ≥ · · · α̂n pa lastne vrednosti A+ E, potem za i = 1, . . . , n velja
|αi − α̂i| ≤ ‖E‖2.Dokaz. Oenimo lahko

ρ(x,A+ E) = ρ(x,A) + ρ(x,E) ≤ ρ(x,A) + ‖E‖2in podobno
ρ(x,A + E) ≥ ρ(x,A) − ‖E‖2.Sedaj po minimaks izreku sledi |α̂i − αi| ≤ ‖E‖2.Izrek 26 (Cauhyjev izrek o prepletanju) �e je A simetri£na matrika in je Ar vodilna

r × r podmatrika matrike A, potem velja
λr+1(Ar+1) ≤ λr(Ar) ≤ λr(Ar+1) ≤ · · · ≤ λ2(Ar+1) ≤ λ1(Ar) ≤ λ1(Ar+1).Dokaz. Dovolj je dokazati primer r = n − 1. �e je x′ ∈ Rn−1 in x =

[
x′

0

]
∈ Rn, potem je

ρ(x′, An−1) = ρ(x,A).Po minimaks izreku velja
λk(An−1) = min

S′⊂Rn−1

dim(S′)=n−k

max
x′∈S′

x′ 6=0

ρ(x′, An−1).
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λk(An−1) = min

p′1,...,p′
k−1∈Rn−1

max
x′∈Rn−1, x′ 6=0

x′⊥p′
i
, i=1,...,k−1

ρ(x′, An−1).Pogoj, da morajo biti vektorji p′1, . . . , p′k−1 linearno neodvisni, lahko izpustimo, saj je minimumo£itno doseºen pri linearno neodvisnih vektorjih. Sedaj lahko pi²emo
λk(An−1) = min

p1,...,pk−1∈Rn
max

x∈Rn, x 6=0, x⊥en
x⊥pi, i=1,...,k−1

ρ(x,A) ≤

≤ min
p1,...,pk−1∈Rn

max
x∈Rn, x 6=0

x⊥pi, i=1,...,k−1

ρ(x,A) = λk(A).Tako smo pokazali λk(An−1) ≤ λk(A). Po drugi strani pa velja
λk(An−1) = min

p1,...,pk−1∈Rn
max

x∈Rn, x 6=0, x⊥en
x⊥pi, i=1,...,k−1

ρ(x,A) =

= min
p1,...,pk−1,pk∈Rn

pk=en

max
x∈Rn, x 6=0

x⊥pi, i=1,...,k

ρ(x,A) ≥

≥ min
p1,...,pk−1,pk∈Rn

max
x∈Rn, x 6=0

x⊥pi, i=1,...,k

ρ(x,A) = λk−1(A).6.2 Rayleighova iteraijaInverzno iteraijo kombiniramo z Rayleighovim kvoientom in dobimo:izberi z̃0 6= 0, z0 = 1
‖ez0‖∞ z̃0

k = 0, 1, . . . :
σk = ρ(zk, A)re²i (A− σkI)z̃k+1 = zk

zk+1 = 1
‖ezk+1‖∞ z̃k+1Namesto �ksnega premika σ pri inverzni iteraiji uporabljamo Rayleighov kvoient, ki jenajbolj²i pribliºek za lastno vrednost danega vektorja.Konvergena Rayleighove iteraije v bliºini enostavne lastne vrednosti je kubi£na.Zgled 27 Naj bo A =

[
λ1 0
0 λ2

], λ1 > λ2 in zr =

[
cr
sr

], c2r + s2
r = 1. Pri enem korakuRayleighove iteraije dobimo

σr = zT
r Azr = c2rλ1 + σ2

rλ2.Iz sistema [
λ1 − c2rλ1 − s2

rλ2 0
0 λ2 − c2rλ1 − s2

rλ2

]
z̃r+1 = zrdobimo

z̃r+1 =
1

(λ1 − λ2)c2rs
2
r

[
c3r
−s3

r

]
,
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zr+1 =

1√
c6r + s6

r

[
c3r
−s3

r

]
.Od tod v primeru sr 6= cr sledi kubi£na konvergena proti e1 oziroma e2.6.3 QR iteraijaV primeru simetri£ne matrike je zgornja Hessenbergova matrika tridiagonalna. Za redukijona tridiagonalno obliko ²e vedno porabimo O(n3), zaradi tridiagonalne oblike pa en korak QRiteraije sedaj lahko izvedemo v O(n) namesto v O(n2) kot pri nesimetri£nem problemu.Pri QR iteraiji torej najprej poi²£emo ortogonalno matrikoQ, da je T = QTAQ tridiagonalna,potem pa delamo QR z enojnim premikom.Naj bo

Tk =




a
(k)
1 b

(k)
1

b
(k)
1 a

(k)
2 b

(k)
2. . . . . . . . .
b
(k)
n−2 a

(k)
n−1 b

(k)
n−1

b
(k)
n−1 a

(k)
n



.

Kako izberemo premik:
• σk = a

(k)
n : V tem primeru imamo za skoraj vse matrike zagotovljeno kubi£no konver-geno, a vseeno obstajajo primeri, ko metoda ne konvergira.

• Wilkinsonov premik: Za σk vzamemo tisto lastno vrednost matrike [ a(k)
n−1 b

(k)
n−1

b
(k)
n−1 a

(k)
n

]
, kije bliºja a(k)

n . Sedaj imamo za vse matrike dokazano vsaj kvadrati£no konvergeno, vpraksi pa imamo za skoraj vse matrike kubi£no konvergeno (a brez dokaza).6.4 Sturmovo zaporedjeNaj bo
An =




a1 b1
b1 a2 b2. . . . . . . . .

bn−2 an−1 bn−1

bn−1 an


ireduibilna matrika (bi 6= 0 za vsak i). �e de�niramo fn(λ) = det(An − λI), potem zrazvijanjem po zadnji vrstii pridemo do rekurzivne formule

fr+1(λ) = (ar+1 − λ)fr(λ) − b2rfr−1(λ),ki se za£ne z f0(λ) = 1 in f1(λ) = a1 − λ.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 83Izrek 27 Polinomi f0, . . . , fn tvorijo Sturmovo zaporedje oziroma velja:1. f0(λ) 6= 0 za vsak λ.2. �e je fr(λ0) = 0 za r < n, potem je fr−1(λ0)fr+1(λ0) < 0.3. �e je fn(λ0) = 0, potem je fn−1(λ0)f
′
n(λ0) < 0.Dokaz. To£ka 1) je o£itna. Pri to£ki 2) iz rekurzivne formule sledi fr+1(λ0) = −b2rfr−1(λ).Obe vrednosti sta neni£elni, saj bi sier veljalo fi(λ0) = 0 za i = 0, . . . , n, to pa je v protislovjus to£ko 1).Pri to£ki 3) de�niramo ∆r(λ0) = fr(λ0)f

′
r−1(λ0) − fr−1(λ0)f

′
r(λ0). Z ra£unanjem lahko hitropreverimo, da velja

∆r+1(λ0) = f 2
r (λ0) + b2r∆r(λ0).Ker je ∆1(λ0) = 1 > 0, je ∆r(λ0) > 0 za vsak r. Torej tudi ∆n(λ0) = −fn−1(λ0)f

′
n(λ0) > 0.Posledia 3 Ireduibilna tridiagonalna simetri£na matrika ima enostavne lastne vrednosti.Dokaz. To sledi iz to£ke 3) prej²njega izreka, saj v primeru fn(λ0) = 0 velja f ′

n(λ0) 6= 0.Ozna£imo z u(λ) ²tevilo ujemanj predznaka v zaporedju f0(λ), . . . , fn(λ). Pri tem vsakonotranjo ni£lo ²tejemo za eno ujemanje, ni£lo na konu pa ne. Primeri: u(+ + − − +) = 2,
u(+ + 0 − +) = 2, u(+ + 0 − +0) = 2.Lema 20 �tevilo u(λ0) je enako ²tevilu lastnih vrednosti, ki so strogo ve£je od λ0.Dokaz. Naj λ te£e od −∞ do ∞. Pri λ = −∞ imamo o£itno zaporedje +++ · · ·, pri λ = ∞pa + − + − · · ·. Tako je u(−∞) = n in u(∞) = 0.Pokazali bomo, da se ²tevilo u(λ) lahko spremeni le, £e pre£kamo ni£lo fn, ne pa tudi, £epre£kamo ni£lo fr, r < n.Naj bo fr(λ0) = 0, r < n. Potem je iz tabele

λ0 − ǫ λ0 λ0 + ǫ
fr−1 ± ± ±
fr ± 0 ∓
fr+1 ∓ ∓ ∓razvidno, da pri zadosti majhnem ǫ > 0 velja u(λ0 − ǫ) = u(λ0 + ǫ).V primeru fn(λ0) = 0 pa iz

λ0 − ǫ λ0 λ0 + ǫ
fr−1 ± ± ±
fn ± 0 ∓sledi, da pri zadosti majhnem ǫ > 0 velja u(λ0 − ǫ) = u(λ0 + ǫ) + 1.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 84Sedaj lahko z bisekijo ali kak²no drugo metodo poi²£emo k-to lastno vrednost. I²£emo to£ko
λk, za katero velja u(λk − ǫ) = k in u(λk + ǫ) = k + 1 za dovolj majhen ǫ > 0.Metoda je uporabna tudi, £e nas zanimajo samo lastne vrednosti na dolo£enem intervalu alipa nekaj lastnih vrednosti.6.5 Deli in vladajTo je trenutno najhitrej²a metoda za ireduibilno simetri£no tridiagonalno matriko v ²irokiuporabi, obstaja pa ºe hitrej²a metoda RRR. Naj bo

T =




a1 b1 0

b1
. . . . . .. . . . . . bn−1

0 bn−1 an


 .Za m < n razdelimo T kot

T =

[
T1 0
0 T2

]
+ bmvv

T ,kjer je
T1 =




a1 b1 0

b1
. . . . . .. . . am−1 bm−1

0 bm−1 am − bm


 , T2 =




am+1 − bm bm+1 0

bm+1 am+2
. . .. . . . . . bn−1

0 bn−1 an


in

v = [0 · · · 0 1 1 0 · · · 0]T .

T1 in T2 sta simetri£ni tridiagonalni matriki, zato obstajata ortogonalni matriki Q1, Q2 indiagonalni D1, D2, da je T1 = Q1D1Q
T
1 in T2 = Q2D2Q

T
2 . Potem je

T =

[
Q1 0
0 Q2

]([
D1 0
0 D2

]
+ bmuu

T

)[
QT

1 0
0 QT

2

]
,kjer je

u =

[
QT

1 0
0 QT

2

]
v =

[
Q1(m, :)

T

Q2(1, :)
T

]
.Lastne vrednosti T so tako enake lastnim vrednostim D + ρuuT , kjer je D =

[
D1 0
0 D2

] in
ρ = bm. �e izra£unamo lastne vrednosti in vektorje D + ρuuT = Q′DQ′T , potem so v Dlastne vrednosti T , Q =

[
Q1 0
0 Q2

]
Q′ pa so ustrezni lastni vektorji.Algoritem v grobem je:

[Q,D]=deliinvladaj(T )£e je T velikosti 1 × 1, potem vrni Q = 1, D = T
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[
T1 0
0 T2

]
+ bmvv

T .
[Q1, D1]=deliinvladaj(T1)
[Q2, D2]=deliinvladaj(T2)iz Q1, Q2, D1, D2 izra£unaj D + ρuuTizra£unaj lastne vrednosti D in vektorje Q′ za D + ρuuT

Q =

[
Q1 0
0 Q2

]
Q′.Kako izra£unamo lastne vrednosti in vektorje za D + ρuuT ? Za samo ra£unanje uredimodiagonalne elemente D tako, da je d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn. Seveda moramo ustrezno preuredititudi elemente vektorja u.Naslednji dve lemi dokaºemo na vajah:Lema 21 Naj bo A = D+ρuuT , D = diag(d1, . . . , dn), d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn, u = [u1 · · · un]

T .a) �e je di = di+1 je di lastna vrednost A, lastni vektor pa je [0 · · · 0 −ui+1 ui 0 · · · 0]T .b) �e je ui = 0 je di lastna vrednost A, lastni vektor pa je ei.Lema 22 Za x, y ∈ Rn velja det(I + xyT ) = 1 + yTx.Opomba: Ve£ kot dva di ne moreta biti enaka, saj bi potem T1 ali T2 morala imeti ve£kratnolastno vrednost.Predpostavimo, da so vsi di razli£ni in da je ui 6= 0 za i = 1, . . . , n. Predpostavimo ²e, da jematrika λ lastna vrednost D + ρuuT , matrika D − λI pa je nesingularna. Potem je
det(D + ρuuT − λI) = det

(
(D − λI)(I + ρ(D − λI)−1uuT )

)
,od tod pa sledi

det(I + ρ(D − λI)−1uuT ) = 0.Ker je det(I +xyT ) = 1+ yTx, so lastne vrednosti D+ρuuT ni£le sekularne ena£be f(λ) = 0,kjer je
f(λ) = det(I + ρ(D − λI)−1uuT ) = 1 + ρuT (D − λI)−1u =

= 1 + ρ
n∑

i=1

u2
i

di − λ
.Kako zgleda graf f(λ)? Asimptota je y = 1. Ker je f ′(λ) = ρ

∑n
i=1

u2
i

(di−λ)2
, je za ρ > 0funkija strogo nara²£ajo£a (med poli), sier pa padajo£a. Ni£le leºijo med poli, ena pa desnood zadnjega pola (pri ρ > 0) ali levo od prvega pola (pri ρ < 0).Denimo, da z neko numeri£no metodo, npr. Newtonovo, poi²£emo lastne vrednosti. Za lastnevektorje potem velja:



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 86Lema 23 �e je α lastna vrednost D + ρuuT , je (D − αI)−1u ustrezni lastni vektor.Dokaz.
(D + ρuuT )(D − αI)−1u = (D − αI + αI + ρuuT )(D − αI)−1u =

= u+ α(D − αI)−1u+ u(ρuT (D − αI)−1u) =
= u+ α(D − αI)−1u− u = α(D − αI)−1u,saj iz f(α) = 1 + ρuT (D − αI)−1u = 0 sledi ρuT (D − αI)−1u = −1.Ker re²ujemo diagonalni sistem, lahko vsak lastni vektor izra£unamo v O(n).Za kone si podrobno poglejmo, kako re²ujemo sekularno ena£bo. Navadne tangentne metodene moremo uporabiti, saj so ni£le lahko zelo blizu polov in bi potrebovali zelo dobre pribliºke.Namesto aproksimaije funkije s tangento zato raje uporabimo preprosto raionalno funkijo,ki se prilega funkiji f .Denimo, da i²£emo re²itev na intervalu (di+1, di), za£etni pribliºek pa je xr. Sedaj poi²£emoraionalno funkijo oblike

h(λ) =
c1

di − λ
+

c2
di+1 − λ

+ c3,za katero velja h(xr) = f(xr) in f ′(xr) = h′(xr). Zaradi stabilnosti razdelimo f na dva delakot
f(λ) = 1 +

i∑

k=1

u2
k

dk − λ
+

n∑

k=i+1

u2
k

dk − λ
=: 1 + ψ1(λ) + ψ2(λ).To naredimo zato, da v vsoti za ψ1(λ) oziroma ψ2(λ) se²tevamo enako predzna£ene £lene.Sedaj dolo£imo c1, c′1 tako, da za

h1(λ) =
c1

di − λ
+ c′1velja h1(xr) = ψ1(xr) in h′1(xr) = ψ′

1(xr). Podobno dolo£imo c2, c′2 tako, da za
h2(λ) =

c2
di+1 − λ

+ c′2velja h2(xr) = ψ2(xr) in h′2(xr) = ψ′
2(xr). Sedaj je h(λ) = 1+h1(λ)+h2(λ) iskana raionalnafunkija. Ena£ba h(λ) = 0 ima dve re²itvi, za xr+1 pa vzamemo tisto, ki leºi znotraj (di+1, di).Komvergena je zelo hitra, saj h zelo dobro aproksimira f na intervalu (di+1, di).Pri numeri£nem ra£unanju se izkaºe, da so lastni vektorji, ki jih izra£unamo preko leme 23 boljslabo ortogonalni, zato je potrebno algoritem popraviti. Pri popravku vektor u nadomestimoz bliºnjim û, za katerega je potem vse v redu, vse pa temelji na Löwnerjevem izreku.�asovna zahtevnost algoritma za izra£un vseh lastnih vrednosti in vektorjev je 4

3
n3 + O(n2),v praksi pa je ²e manj²a, saj lahko velikokrat lastne vektorje in vrednosti izra£unamo prekoleme 21.6.6 Jaobijeva metodaPri tej metodi matrike ne reduiramo na tridiagonalno obliko. Ideja je, da matriko A zmnoºenji z Givensovimi rotaijami z leve in desne poskusimo spraviti £im bliºje diagonalnimatriki.
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[
c −s
s c

], da bo veljalo
RT

[
app apq

apq aqq

]
R =

[
c s
−s c

] [
app apq

apq aqq

] [
c −s
s c

]
=

[
λ1 0
0 λ2

]
. (6.11)Iz zveze (aqq − app)sc+ apq(c

2 − s2) dobimo
τ :=

cos 2ϕ

sin 2ϕ
=
c2 − s2

2sc
=
app − aqq

2apq

.�e de�niramo t := s
c

= tanϕ, potem velja (formule za dvojni kot tangensa)
t2 + 2τt− 1 = 0.Re²itev je

t =
sign(τ)

|τ | +
√

1 + τ 2
, c =

√
1

1 + t2
, s = ct.Tako smo dobili formule za izra£un Jaobijeve rotaije jac(A, p, q), ki v A uni£i element apq.Algoritem za eno rotaijo je

A = jac(A, p, q)
τ = app−aqq

2apq

t = sign(τ)

|τ |+
√

1+τ2

c =
√

1
1+t2

s = ct
A = Rpq(ϕ)TARpq(ϕ)
J = JRpq(ϕ) (£e potrebujemo tudi lastne vektorje)Po rotaiji (p, q) se v A spremenita vrstii p in q ter stolpa p in q.De�niija 8

off(A) =

√√√√√
n∑

j,k=1
j 6=k

|ajk|2.

Lema 24 �e A′ dobimo iz A z Jaobijevo rotaijo jac(A, p, q), potem velja
off(A′)2 = off(A)2 − 2a2

pq.Dokaz. Iz A′ = RT
pqARpq sledi ‖A′‖F = ‖A‖F . Za diagonalne elemente A′ velja a′ii = aii za

i 6= p, q, za preostala dva elementa pa zaradi (6.11) velja a′2pp + a′2qq = a2
pp + a2

qq + 2a2
pq. Torejmora za izvendiagonalne elemente veljati off(A′)2 = off(A)2 − 2a2

pq.Z vsako Jaobijevo rotaijo se tako zmanj²a off(A).Kako uni£ujemo elemente:
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• klasi£na varianta: v vsakem koraku poi²£emo po absolutni vrednosti najve£ji izvendiago-nalni element in ga uni£imo. Sier imamo po ²tevilu rotaij res najhitrej²o konvergeno,a imamo veliko primerjanj, ki pove£ajo £asovno zahtevnost metode.
• ikli£na varianta: v vedno enakem vrstnem redu gremo skozi vse elemente. Tu nimamoprimerjanj, lahko pa zaradi uni£evanja elementov, ki so majhni po absolutni vrednostiporabimo veliko korakov.
• pragovna varianta: v vedno enakem vrstnem redu gremo skozi vse elemente, a uni£imole tiste elemente, ki so po absolutni vrednosti £ez neko mejo, ki jo zmanj²amo v vsakemsprehodu.Iteriramo, dokler ni off(A) ≤ ǫ.Jaobijeva metoda porabi ve£ operaij kot QR ali deli in vladaj, njena prednost pa je, dalastne vrednosti z majhnimi absolutnimi vrednostmi izra£una relativno bolj natan£no odostalih metod.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 89VII. Ra£unanje singularnega razepa7.1 UvodZa matriko A ∈ Rm×n bi radi izra£unali singularni razep A = UΣV T . Ker velja
ATA = VΣT ΣV T ,dobimo preprosto idejo:1) izra£unamo ATA,2) re²imo lastni problem ATA = V ΛV T , odtod dobimo V ,3) za Σ vzamemo m× n matriko, ki ima v zgornjem bloku kvadratni koren Λ,4) re²imo sistem UΣ = AV za matriko U .Zgled 28 Ra£unanje na ta na£in ni numeri£no stabilno. �e vzamemo npr. A =

[
1 1
0

√
η

],kjer je η = 1
2
u, potem je ATA =

[
1 1
1 1 + η

], v premi£ni piki pa se to zaokroºi v [ 1 1
1 1

].Numeri£no izra£unane singularne vrednosti so zato √
2 in 0, to£ne pa so √

2 in √
η. Primajhnih singularnih vrednostih lahko torej pride do velike relativne napake.Ra£unanje ATA tako ni najbolj²a ideja in se mu posku²amo izogniti. Pri ra£unanju SVD za A(razen pri Jaobijevi metodi) matriko najprej reduiramo na bidiagonalno obliko. Postopekje:1) poi²£i ortogonalni matriki U1, V1, da bo A = U1BV

T
1 in B bidiagonalna,2) izra£unaj SVD za B: B = U2ΣV

T
2 ,3) SVD razep za A je A = (U1U2)Σ(V1V2)

T .Redukijo na bidiagonalno obliko naredimo z mnoºenji s Householderjevimi zraljenji z levein z desne. V primeru matrike 6 × 4 dobimo:
A =




× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×



, P1A =




× × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×



,
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P1AP

′
1 =




× × 0 0
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×



, P2P1AP

′
1 =




× × 0 0
0 × × ×
0 0 × ×
0 0 × ×
0 0 × ×
0 0 × ×



,

P2P1AP
′
1P

′
2 =




× × 0 0
0 × × 0
0 0 × ×
0 0 × ×
0 0 × ×
0 0 × ×



, P4P3P2P1AP

′
1P

′
2 =




× × 0 0
0 0 × ×
0 0 0 ×
0 0 0 0
0 0 0 0




= B.

Nadaljujemo z ra£unanjem singularnega razepa za B, pri £emer lahko predpostavimo, da je
B kvadratna matrika n× n.Lema 25 Naj bo B kvadratna matrike n×n s singularnimi vrednostmi in vektorji Bvi = σiui,
i = 1, . . . , n. Lastne vrednosti matrike

C =

[
0 BT

B 0

]so ±σi, ustrezni lastni vektorji pa 1√
2

[
vi

±ui

], i = 1, . . . , n.Dokaz. Naj bo B = UΣV T singularni razep za B. Potem velja
[

0 BT

B 0

] [
V V
U −U

]
=

[
V V
U −U

] [
Σ 0
0 Σ

]
.Tako lahko ra£unamo singularni razep brez ra£unanja BTB a z dvakrat ve£jo matriko. Tuditu pa imamo lahko ²e vedno teºave z majhnimi singularnimi vrednostmi. Poglejmo si nekajspeialnih metod za ra£unanje singularnega razepa matrike B.7.2 QR iteraijaNaj bo

B =




a1 b1. . . . . .
an−1 bn−1

an


 .Mislimo si, da ra£unamo impliitno QR iteraijo z Wilkinsonovimi premiki za BTB, a BTBnikoli ne izra£unamo ekspliitno. Za Wilkinsonov premik potrebujemo lastne vrednosti desnespodnje 2 × 2 podmatrike BTB

[
a2

n−1 + b2n−2 an−1bn−1

an−1bn−1 a2
n + b2n−1

]
,
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n + b2n−1. Nato izra£unamo Givensovo rotaijo

R =

[
c −s
s c

], da bo (glede na prvi stolpe BTB)
R

[
a2

1 − σ2

a1b2

]
=

[
×
0

]in vzamemo R′
12 =

[
R 0
0 I

]. Ko izra£unamo BR′
12 (to je ekvivalentno RT

12B
TBR12 pri QRza BTB), dobimo (v primeru 5 × 5)

BR′
12 =




× ×
+ × ×

× ×
× ×

×



.Dodatni neni£elni element + uni£imo tako, da ga z mnoºenjem z ustreznimi rotaijami poga-njamo navzdol z leve na desno. Tako dobimo

R12BR
′
12 =




× × +
0 × ×

× ×
× ×

×



, R12BR

′
12R

′
23 =




× × 0
× ×
+ × ×

× ×
×



.Na konu je (R45R34R23R12)B(R′

12B
′
23B

′
34B

′
45) bidiagonalna matrika za naslednji korak QRmetode.7.3 Jaobijeva metodaSpet delamo s polno matriko A. Mislimo si, da delamo Jaobijevo metodo za ra£unanje lastnihvrednosti na ATA, pri £emer spet ne ra£unamo ATA.�e delamo jac(ATA, p, q) to pomeni, da iz ATA dobimo RT

pqA
TARpq. Zato lahko delamo z Ain v enem koraku iz A dobimo ARpq.Algoritem za enostransko Jaobijevo metodo je:

A = oneside_jac(A, p, q)izra£unaj bpp = (ATA)pp, bpq = (ATA)pq, bqq = (ATA)qq£e velja |bpq| > ǫ
√
bppbqq, potem

τ = bpp−bqq

2bpq

t = sign(τ)

|τ |+
√

1+τ2

c = 1
1+t2

s = ct
A = ARpq(ϕ)
J = JRpq(ϕ) (£e potrebujemo tudi singularne vektorje).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 92Po rotaiji (p, q) se v A spremenita stolpa p in q.V po²tev pride le pragovna varianta, saj bi morali pri klasi£ni izra£unati vse elemente ATA,da bi lahko poiskali ustrezno rotaijo. Kon£amo, ko velja |bpq| ≤ ǫ
√
bppbqq za vse p 6= q.Na konu dobimo:

• σi = ‖A(:, i)‖2, (to je v bistvu √
bii),

• U = [u1 · · · un], kjer je ui = 1
σi
A(:, i),

• V = J (£e smo shranjevali produkte).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 93VIII. Iterativno re²evanje linearnih sistemov8.1 UvodSistem Ax = b zapi²emo v ekvivalentni obliki x = Rx+ c in ga re²ujemo iterativno
x(r+1) = Rx(r) + c.Matriko R imenujemo iteraijska matrika. Upamo, da bo pri £im blaºjih pogojih zaporedje

{x(r)} konvergiralo proti re²itvi sistema Ax = b. Vedeti moramo:a) kdaj kon£amo z iteraijami,b) pri kak²nih pogojih zaporedje konvergira,) kako iz Ax = b pridemo do ekvivalentne oblike x = Rx+ c.Najprej si poglejmo dva kriterija, ki ju uporabljamo za kone:
• ‖x(r+1) − x(r)‖ ≤ ǫ‖x(r)‖,
• ‖Ax(r+1) − b‖ ≤ ǫ(‖A‖‖x(r+1)‖ + ‖b‖).Pri drugem kriteriju res testiramo, kako dober pribliºek je x(r+1), a moramo zato mnoºiti zmatriko A. Prvi kriterij je enej²i, a je pri po£asni konvergeni lahko izpolnjen tudi, ko smo²e dale£ od prave re²itve.Izrek 28 Zaporedje x(r+1) = Rx(r) +c, r = 0, 1, . . ., za poljuben x(0) konvergira natanko tedaj,ko velja ρ(R) < 1 (za vse lastne vrednosti λ matrike R velja |λ| < 1).Dokaz. Naj bo x̂ to£na re²itev. Potem iz x̂ = Rx̂+ c in x(r+1) = Rx(r) + c sledi

x̂− x(r+1) = R(x̂− x(r))in naprej
x̂− x(r+1) = R2(x̂− x(r−1)) = · · · = Rr+1(x̂− x(0)).O£itno je potreben in zadosten pogoj za konvergeno kar limk→∞Rk = 0. R lahko zapi²emov Jordanovi formi v obliki R = XJX−1, kjer je J = diag(J1, . . . , Jk). Za vsak Jordanov blok

Ji velja, da je
Jk

i =




λk
i

(
k
1

)
λk−1

i

(
k
2

)
λk−1

i · · ·
λk

i

(
k
1

)
λk−1

i
. . . .... . . . . . (

k
2

)
λk−1

i

λk
i

(
k
1

)
λk−1

i

λk
i



,torej je limk→∞ Jk

i = 0 natanko tedaj, ko je |λi| < 1.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 94Posledia 4 Zadosten pogoj za konvergeno zaporedja x(r+1) = Rx(r) + c, r = 0, 1, . . ., zapoljuben x(0) je ‖R‖ < 1.Kako pridemo do R? En na£in je, da sistem Ax = b zapi²emo kot Mx = −Nx + b, kjer je
A = M +N in dobimo R := −M−1N . Sistem seveda re²ujemo v obliki

Mx(r+1) = −Nx(r) + b, r = 0, 1, . . . ,matrikoM pa izberemo tako, da znamo sistem z matrikoM re²iti hitreje od polnega sistema.Iterativne metode pridejo ²e posebno v po²tev, ko imamo velike razpr²ene sisteme, kjer jeveliko elementov enakih 0, neni£elni elementi pa nimajo kak²ne posebne oblike (npr. pasovne).Pri direktnih metodah (LU, razep Choleskega, QR) se razpr²enost ponavadi izgubi, zato temetode niso primerne.8.2 Jabobijeva in Gauss-Seidelova metodaSistem Ax = b lahko pri pogoju aii 6= 0, i = 1, . . . , n, zapi²emo kot
x1 =

1

a11
(b1 − a12x2 − a13x3 − · · · − a1nxn)

x2 =
1

a22
(b2 − a21x1 − a23x3 − · · · − a2nxn)...

xn =
1

ann

(bn − an1x1 − an2xn − · · · − an,n−1xn−1)Od tod sledi Jaobijeva metoda
x

(r+1)
k =

1

akk

(
bk −

n∑

i=1, i6=k

akix
(r)
i

)
, k = 1, . . . , n.�e zapi²emo A = L + D + U , kjer je L spodnji trikotnik matrike A (brez diagonale), Ddiagonala, U pa zgornji trikotnik matrike A, potem je M = D in N = L + U . Jaobijevaiteraijska matrika je

RJ = −D−1(L+ U).Ko po vrsti ra£unamo x(r+1)
1 , . . . , x

(r+1)
n , bi lahko pri ra£unanju x(r+1)

k uporabili ºe izra£unanevrednosti x(r+1)
1 , . . . , x

(r+1)
k−1 . Tako dobimo Gauss-Seidelovo metodo

x
(r+1)
k =

1

akk

(
bk −

k−1∑

i=1

akix
(r+1)
i −

n∑

i=k+1

akix
(r)
i

)
, k = 1, . . . , n.Sedaj je M = L+D, N = U in RGS = −(L+D)−1U .Pri Jaobijevi metodi lahko vse elemente vektorja x(r+1) ra£unamo hkrati in je zato zeloprimerna za paralelizaijo. Pri Gauss-Seidelovi metodi to ni moºno.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 95Izrek 29 �e je A strogo diagonalno dominantna po vrstiah, kar pomeni
|aii| >

n∑

j=1

|aij |, i = 1, . . . , n,potem Jaobijeva in Gauss-Seidelova metoda konvergirata.Dokaz. Pri Jaobijevi metodi o£itno iz diagonalne dominantnosti sledi ‖Rj‖∞ < 1.Naj bo (λ, x) lastni par za RGS, torej
RGSx = λxin x 6= 0. Od tod sledi

−
n∑

j=i+1

aijxj = λ
i∑

j=1

aijxjin
−λaiixi = λ

i−1∑

j=1

aijxj +

n∑

j=i+1

aijxj .Izberemo indeks k, pri katerem je |xk| = ‖x‖∞. Sedaj lahko oenimo
|λ||akk| ≤ |λ|

k−1∑

j=1

|akj|
|xj|
|xk|

+
n∑

j=k+1

|akj|
|xj|
|xk|

≤ |λ|
k−1∑

j=1

|akj| +
n∑

j=k+1

|akj|.Sledi
|λ| ≤

∑n
j=k+1 |ajk|

|akk| −
∑k−1

j=1 |akj|
< 1,saj je

|akk| >
k−1∑

j=1

|akj| +
n∑

j=k+1

|akj|.Izrek 30 Gauss-Seidelova metoda konvergira za hermitsko pozitivno de�nitno matriko A.Dokaz. A = A∗, torej L = U∗ in RGS = −(U∗ + D)−1U . Naj bo (λ, x) lastni par za RGS,torej x 6= 0 in
−Ux = (U∗ +D)λx.Ena£bo pomnoºimo z x∗ in dobimo
λ = − x∗Ux

x∗U∗x+ x∗Dx
.Sedaj de�niramo

σ := x∗Dx =

n∑

i=1

aii|xi|2 > 0
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α + βi := x∗Ux,torej x∗U∗x = α− βi. Dobimo
λ = − α + βi

σ + α− βiin
|λ|2 =

α2 + β2

(σ + α)2 + β2
.Ker je A pozitivno de�nitna je x∗Ax = x∗U∗x+ x∗Dx+ x∗Ux = 2α + σ > 0 in

(σ + α)2 = σ(σ + 2α) + α2 > α2,to pa pomeni, da je |λ| < 1.Zgled 29 Za sistem
12x1 − 3x2 + x3 = 10
−x1 + 9x2 + 2x3 = 10
x1 − x2 + 10x3 = 10in za£etni pribliºek x(0) = [1 0 1]T izra£unaj dva korak po Jaobijevi in Gauss-Seidelovi metodi.Pri Jaobiju dobimo

x(1) =




0.75
1

0.9



 , x(2) =




1.00833..
0.99444..

1.025



 ,pri Gauss-Seidelovi metodi pa
x(1) =




0.75

0.9722..
1.022..



 , x(2) =




0.991203..
0.994084..
1.0002881



 ,To£en rezultat je x̂ = [1 1 1]T .
8.3 SOR metodaPri metodi SOR ra£unamo

x
(r+1)SOR
k = x

(r)
k + ω

(
x

(r+1)GS
k − x

(r)
k

)
,kjer je ω relaksaijski parameter, za katerega se izkaºe, da mora biti 0 < ω < 2. Pri ω = 1 jeSOR kar Gauss-Seidelova metoda.Gre za pospe²itev Gauss-Seidelove metode, ideja pa je, da bo, £e je zaporedje monotono,za primerni parameter ω > 1 pribliºek x(r+1)SOR bliºje re²itvi kot x(r+1)GS , £e pa zaporedjealternira, bo bolj²i pribliºek pri 0 < ω < 1. Optimalni ω je teºko oeniti, dokazali pa bomo,da mora biti ω ∈ (0, 2).
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x

(r+1)
k = x

(r)
k + ω

1

akk

(
bk −

k−1∑

i=1

akix
(r+1)
i −

n∑

i=k

akix
(r)
i

)
, k = 1, . . . , n,oziroma

x(r+1) = x(r) + ωD−1
(
b− Lx(r+1) − (U +D)x(r)

)in
(ωL+D)x(r+1) = (D − ω(D + U)) x(r) + ωb,kar pomeni

RSOR = (ωL+D)−1((1 − ω)D − ωU).Izrek 31 SOR ne more konvergirati za poljubni za£etni vektor v primeru ω 6∈ (0, 2).Dokaz. RSOR = (ωL+ D)−1((1 − ω)D − ωU). (ωL + D)−1 je spodnje trikotna matrika, kiima na diagonali elemente a−1
ii , i = 1, . . . , n, (1 − ω)D − ωU pa je zgornja trikotna matrika,ki ima na diagonali elemente (1 − ω)aii, i = 1, . . . , n. Od tod sledi

detRSOR = (1 − ω)n.Ker je determinanta enaka produktu lastnih vrednosti, velja ρ(RSOR) ≥ |1 − ω| in potrebenpogoj za konvergeno je ω ∈ (0, 2).Izrek 32 �e je A hermitska pozitivno de�nitna matrika, potem SOR v primeru ω ∈ (0, 2)konvergira za poljubni za£etni vektor.Dokaz. Podoben dokazu za Gauss-Seidelovo metodo.De�niija 9 Matrika A = L+D + U je konstantno urejena, £e so lastne vrednosti matrike
C(α) = −D−1(

1

α
L+ αU)neodvisne od α.De�niija 10 Matrika A ima lastnost A, £e obstaja taka permutaijska matrika P , da je

PAP T =

[
A11 A12

A21 A22

]
,kjer sta A11 in A22 diagonalni matriki.Lastnost A pomeni tudi, da je matrika konsistentno urejena.
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A =




T −I
−I T

. . .. . . . . . −I
−I T


 ,kjer je

T =




4 −1

−1 4
. . .. . . . . . −1
−1 4


 ,ima lastnost A. Tak²no matriko sre£amo pri re²evanju Poissonove ena£be.Izrek 33 �e je A konsistentno urejena in µ = ρ(RJ), potem velja:1) ρ(RGS) = µ2,2) ωopt =

2

1 +
√

1 − µ2
, ρ(RSOR(ωopt)) = ωopt − 1,3)

ρ(RSOR(ω)) =

{
ω − 1, za ωopt ≤ ω < 2

1 − ω + 1
2
ω2µ2 + ωµ

√
1 − ω + 1

4
ω2µ2, za 0 < ω ≤ ωopt.

Zgled 31 Za matriko A =




4 −1 −1
−1 4 −1 −1

−1 4 −1
−1 4 −1

−1 −1 4 −1
−1 −1 4



velja ρ(RJ) = 0.6036, ρ(RGS) =

0.3634, ωopt = 1.1128, graf ρ(RSOR(ω)) pa je
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IX. Polinomska interpolaija9.1 UvodPodane imamo vrednosti funkije f v n + 1 razli£nih to£kah x0, . . . , xn, i²£emo pa polinomstopnje n ali manj, ki se v to£kah xi ujema s funkijo f . Tak polinom imenujemo interpolaijskipolinom.Zakaj potrebujemo interpolaijo:
• v£asih je bila glavna uporaba ra£unanje vrednosti tabelirane funkije,
• polinomska interpolaija je osnova za numeri£no odvajanje in integriranje.Zakaj polinomi:
• namesto polinomov lahko uporabljamo tudi trigonometri£ne polinome ali raionalnefunkije,
• najbolj ustrezajo zahtevam za interpolaijsko funkijo:� preprosta konstrukija in ra£unanje vrednosti,� preprosto odvajanje in integriranje.Skoraj nikoli ne i²£emo ena£be polinoma v standardni bazi. Pomembno je le, da znamoizra£unati vrednost polinoma v dani to£ki.9.2 Interpolaijski polinomDenimo, da imamo paroma razli£ne to£ke x0, . . . , xn in vrednosti y0, . . . , yn. I²£emo polinom

In stopnje n ali manj, za katerega velja In(xi) = yi, i = 0, . . . , n.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 100Izrek 34 Za paroma razli£ne to£ke x0, . . . , xn in vrednosti y0, . . . , yn obstaja natanko en po-linom In stopnje n ali manj, za katerega velja In(xi) = yi, i = 0, . . . , n.Dokaz. Eksisteno pokaºemo s konstrukijo. De�nirajmo polinome
Ln,i(x) =

(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
=

n∏

k=0
k 6=i

x− xk

xi − xk
,ki so stopnje n, imenujemo pa jih Lagrangevi koe�ienti. O£itno velja Ln,i(xj) = δij. �e sedajde�niramo

In(x) =
n∑

k=0

ykLn,k(x),je to o£itno polinom stopnje n ali manj, prav tako pa velja In(xi) = yi, i = 0, . . . , n.Enoli£nost sledi iz tega, da se dva razli£na polinoma stopnje n ali manj ne moreta ujemati vve£ kot n razli£nih to£kah. �e bi se namre£ ujemala, bi imela njuna razlika ve£ kot n ni£el.Ker pa je razlika spet polinom stopnje najve£ n, je to moºno le, £e je ta polinom kar enak 0.�e vpeljemo polinom ω(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn), potem velja
Ln,i(x) =

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
.

In se s funkijo f ujema v to£kah x0, . . . , xn, drugje pa ne nujno. Lahko pa oenimo razliko.Izrek 35 �e je f (n+1)-krat zvezno odvedljiva funkija na [a, b], ki vsebuje vse to£ke x0, . . . , xn,potem za vsak x ∈ [a, b] obstaja tak ξ ∈ (a, b), da velja
f(x) − In(x) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
ω(x) (9.12)in min(x, x0, . . . , xn) < ξ < max(x, x0, . . . , xn).Dokaz. Za x = xi nimamo kaj dokazovati, saj je na obeh straneh 0. Za ostale pa de�niramofunkijo

F (z) := f(z) − In(z) − R · ω(z). (9.13)
F je o£itno (n+ 1)-krat zvezno odvedljiva in velja F (xi) = 0, i = 0, . . . , n. Za poljubno to£ko
x ∈ [a, b], ki je razli£na od x0, . . . , xn lahko konstanto R dolo£imo tako, da bo F (x) = 0.Pri tako izbranem R ima F vsaj n + 2 razli£nih ni£el na [a, b]. Po Rollovem izreku ima zato
F ′ vsaj n+1 razli£nih ni£el na (a, b), F ′′ vsaj n ni£el, ..., in kon£no, F (n+1) ima vsaj eno ni£lona (a, b), ki jo ozna£imo s ξ.Iz ena£be (9.13) sledi 0 = F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) −R(n + 1)!, torej

R =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 101in za izbrani x smo dokazali (9.12).Lagrangeva oblika ni najprimernej²a za konstrukijo in ra£unanje vrednosti interpolaijskegapolinoma:
• veliko operaij,
• stopnjo moramo vnaprej predpisati.Bolj²e so npr. zaporedne linearne interpolaije. Ozna£imo z Ii,i+1,...,i+k interpolaijski polinom,ki se z f ujema v to£kah xi, xi+1, . . . , xi+k. Hitro se lahko prepri£amo, da velja

Ii,i+1,...,i+k(x) =
Ii,i+1,...,i+k−1(x)(x− xi+k) − Ii+1,i+2,...,i+k(x)(x− xi)

xi − xi+koziroma
Ii,i+1,...,i+k(x) =

1

xi+k − xi

∣∣∣∣
x− xi Ii,i+1,...,i+k−1(x)
x− xi+k Ii+1,i+2,...,i+k(x)

∣∣∣∣ .Z zaporednimi linearnimi interpolaijami lahko pove£ujemo stopnjo interpolaijskega poli-noma. Obstaja ve£ postopkov, pogledali pa si bomo Nevilleovo shemo, ki se jo da preprostosprogramirati v ra£unalniku. Predstavimo jo s trikotno shemo:
xi x− xi yi I..(x) I...(x) I....(x)
x0 x− x0 y0

I01(x)
x1 x− x1 y1 I012(x)

I12(x) I0123(x)
x2 x− x2 y2 I123(x)

I23(x)
x3 x− x3 y3Zgled 32 Poi²£i vrednost interpolaijskega polinoma za podatke x : 0, 2, 4 in f(x) : 2, 4, 8 vto£ki x = 1.Uporabili bomo Nevillovo shemo:

xi x− xi yi I..(x) I...(x)
x0 = 0 x− x0 = 1 y0 = 2

I01(x) = 3
x1 = 2 x− x1 = −1 y1 = 4 I012(x) = 11

4

I12(x) = 2
x2 = 4 x− x2 = −3 y2 = 9
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I01(x) = 1

x1−x0

∣∣∣∣
x− x0 I0(x)
x− x1 I1(x)

∣∣∣∣ = 1
2

∣∣∣∣
1 2
−1 4

∣∣∣∣ = 3,

I12(x) = 1
x2−x1

∣∣∣∣
x− x1 I1(x)
x− x2 I2(x)

∣∣∣∣ = 1
2

∣∣∣∣
−1 4
−3 8

∣∣∣∣ = 2,

I012(x) = 1
x2−x0

∣∣∣∣
x− x0 I01(x)
x− x2 I12(x)

∣∣∣∣ = 1
4

∣∣∣∣
1 3
−3 2

∣∣∣∣ = 11
4
.

9.3 Deljene difereneNamesto In(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n lahko interpolaijski polinom zapi²emo v obliki

In(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ cn(x− x0) · · · (x− xn−1).De�niija 11 Deljena diferena f [x0, x1, . . . , xk] je vodilni koe�ient interpolaijskega poli-noma stopnje k, ki se ujema z f v paroma razli£nih to£kah x0, x1, . . . , xk.Izrek 36 Za deljene diferene velja:a)
Pn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1) (9.14)je interpolaijski polinom, ki se v to£kah x0, . . . , xn ujema z f .b) f [x0, x1, . . . , xk] je simetri£na funkija svojih argumentov.) (αf + βg)[x0, . . . , xk] = αf [x0, . . . , xk] + βg[x0, . . . , xk].d) Velja rekurzivna formula

f [x0, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk] − f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
. (9.15)Dokaz.a) Uporabimo indukijo. O£itno se f [x0] ujema z f(x0). Naj bo

Pi(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, x1, . . . , xi](x− x0) · · · (x− xi−1).Polinom, ki interpolira f v x0, . . . , xi+1 lahko zapi²emo v obliki
Pi+1 = Pi(x) + c(x− x0) · · · (x− xi).Po de�niiji deljene diferene se mora c ujemati z f [x0, . . . , xi+1].



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 103b), ) O£itno.d) Naj bo p0 interpolaijski polinom, ki se ujema v to£kah x0, . . . , xk−1 in p1 polinom, kise ujema v to£kah x1, . . . , xk. Interpolaijski polinom p, ki se ujema v vseh to£kah, imaobliko
p(x) =

x− xk

x0 − xk

p0(x) +
x− x0

xk − x0

p1(x).�e primerjamo vodilne koe�iente, dobimo zvezo (9.15).Obliko (9.14) imenujemo Newtonov interpolaijski polinom.Nekaj preprostih formul:
• f [x0] = f(x0),
• f [x0, x1] = f(x1)−f(x0)

x1−x0
.Kaj se zgodi, ko v limiti po²ljemo x1 → x0? Iz

p(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) = f(x0) +
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
(x− x0)dobimo p(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).To pomeni, da lahko de�niijo interpolaijskega polinoma in deljenih diferen raz²irimo napolinome, ki se poleg vrednosti ujemajo tudi v odvodih. �e se to£ke ujemajo, potem topomeni, da naj bo ujemanje tudi v odvodih. Tako npr. pri to£kah x1, x2, x2, x2, x3, x3 i²£emopolinom p za katerega velja p(x1) = f(x1), p(x2) = f(x2), p′(x2) = f ′(x2), p′′(x2) = f ′′(x2),

p(x3) = f(x3), p′(x3) = f ′(x3).De�niija 12 �e dopu²£amo tudi ujemanje to£k, je deljena diferena de�nirana kot
f [x0, x1, . . . , xk] =






fk(x0)
k!

x0 = x1 = · · · = xk

f [x1,...,xk]−f [x0,...,xk−1]
xk−x0

sicer

.Tudi deljene diferene ra£unamo v trikotni shemi iz katere na konu hitro preberemo ena£bopolinoma oz. izra£unamo njegovo vrednost v iskani to£ki.Zgled 33 Zapi²i ena£bo polinoma stopnje 5, za katerega velja: p(0) = 1, p′(0) = 2, p′′(0) = 3,
p(1) = −1, p′(1) = 3, p(2) = 4.

xi f [.] f [., .] f [., ., .] f [., ., ., .] f [., ., ., ., .] f [., ., ., ., ., .]
0 1

2
0 1 3

2

2 −11
2

0 1 −4 29
2

−2 9 −79
8

1 −1 5 −21
4

3 −3
2

1 −1 2
5

2 4
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p(x) = 1 + 2x+

3

2
x2 − 11

2
x3 +

29

2
x3(x− 1) − 79

8
x3(x− 1)2.Izrek 37 (Hermite-Gennohijeva formula) Za k-krat zvezno odvedljivo funkijo f velja

f [x0, . . . , xk] =

∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫
· · ·
∫ tk−1

0

f (k)
(
tk(xk − xk−1) + · · ·+ t1(x1 − x0) + x0

)
dtk.Dokaz. Uporabimo indukijo. �e je x0 6= x1, dobimo

f [x0, x1] =

∫ 1

0

f ′(t1(x1 − x0) + x0)dt1 =
1

x1 − x0
f ′(t1(x1 − x0) + x0)

∣∣∣
t1=1

t1=0
=

=
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
,sier pa

f [x0, x0] =

∫ 1

0

f ′(x0)dt1 = f ′(x0).Sedaj predpostavimo, da izrek velja za 1, . . . , k − 1. �e de�niramo ξ = tk(xk − xk−1) + · · · +
t1(x1 − x0) + x0, lahko zapi²emo integral kot

f [x0, x1, . . . , xk] =

∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫
· · ·
∫ tk−1

0

f (k)(ξ)dtk.. Sedaj s substituijo spremenljivk dobimo:
dξ = (xk − x0)dtk,

tk = 0 =⇒ ξ0 = tk−1(xk−1 − xk−2) + tk−2(xk−2 − xk−3) + · · · + t1(x1 − x0) + x0

tk = tk−1 =⇒ ξ1 = tk−1(xk − xk−2) + tk−2(xk−2 − xk−3) + · · · + t1(x1 − x0) + x0in ∫ tk−1

0

f (k)(ξ)dtk =
1

xk − xk−1

∫ ξ1

ξ0

f (k)(ξ)dξ =
f (k−1)(ξ1) − f (k−1)(ξ0)

xk − xk−1
.Po indukijski predpostavki velja

∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫
· · ·
∫ tk−2

0

f (k−1)(ξ1)dtk−1 = f [x0, x1, . . . , xk−2, xk]in ∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫
· · ·
∫ tk−2

0

f (k−1)(ξ0)dtk−1 = f [x0, x1, . . . , xk−2, xk−1],ker pa vemo
f [x0, x1, . . . , xk] =

f [x0, x1, . . . , xk−2, xk] − f [x0, x1, . . . , xk−2, xk−1]

xk − xk−1
,je dokaz kon£an.
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f [x0, . . . , xk] =

1

k!
f (k)(ξ),kjer je

min
i=0,...,k

(xi) < ξ < max
i=0,...,k

(xi).Izrek 38 Za (n+1)-krat zvezno odvedljivo funkijo f in interpolaijski polinom In na to£kah
x0, . . . , xn velja

f(x) = In(x) + f [x0, . . . , xn, x](x− x0) · · · (x− xn). (9.16)Dokaz. Naj bo q polinom, ki interpolira f v to£kah x0, . . . , xn, t. Veljati mora
q(x) = In(x) + f [x0, . . . , xn, x](x− x0) · · · (x− xn).Ker to velja za vsak t, formula (9.16) drºi.Posledia 6 Za (n + 1)-krat zvezno odvedljivo funkijo f in interpolaijski polinom In nato£kah x0, . . . , xn velja

f(x) − In(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x),kjer je min(x, x0, . . . , xn) < ξ < max(x, x0, . . . , xn).Prednost nove oene je, da pride v po²tev tudi, £e vse to£ke niso medsebojno razli£ne.9.4 Kon£ne diferene�e so vse to£ke ekvidistantne, kar pomeni xi = x0 + ih, kjer je h razmik med sosednjimato£kama, lahko formule ²e poenostavimo. Naj bodo yi = f(xi) vrednosti.De�niija 13 Kon£ne diferene so de�nirane rekurzivno kot

∆myk =

{
yk, m = 0

∆m−1yk+1 − ∆m−1yk, m > 0
.Iz vrednosti yi sestavimo diferen£no tabelo:

xi yi ∆ ∆2 ∆3

x0 y0

∆y0

x1 y1 ∆2y0

∆y1 ∆3y0

x2 y2 ∆2y1

∆y2

x3 y3
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∆y0 = y1 − y0,

∆2y0 = ∆y1 − ∆y0 = (y2 − y1) − (y1 − y0) = y2 − 2y1 + y0,
∆3y0 = ∆2y1 − ∆2y0 = (y3 − 2y2 + y1) − (y2 − 2y1 + y0) = y3 − 3y2 + 3y1 − y0.Obratno velja:

y1 = y0 + ∆y0 = (I + ∆)y0

y2 = y1 + ∆y1 = (I + ∆)y1 = (I + ∆)2y0Lema 26 Veljata formuli:a)
∆my0 =

m∑

k=0

(−1)k

(
m

k

)
ym−k,b)

ym = (I + ∆)my0 =

m∑

k=0

(
m

k

)
∆ky0.

Lema 27 �e je p polinom stopnje n z vodilnim koe�ientom a0, potem velja ∆np(x) = n!hna0in ∆mp(x) = 0 za m > n.Dokaz.
∆p(x) = (a0(x+h)n +a1(x+h)n−1 + · · ·+an)− (a0x

n +a1x
n−1 + · · ·+an) = nha0x

n−1 + · · · .Pri vsaki difereni se stopnja zmanj²a za ena, vodilni koe�ient pa pomnoºi s stopnjo n in s
h.Ideja je, da za x = x0 + sh zapi²emo

In(x0 + sh) = (I + ∆)sy0 =

∞∑

k=0

(
s

k

)
∆ky0.Ker interpoliramo s polinomom, odpadejo vsi £leni vsote kjer je k > n.Lema 28

In(x0 + sh) = (I + ∆)sy0 =
∞∑

k=0

(
s

k

)
∆ky0 (9.17)je interpolaijski polinom stopnje kve£jemu n za to£ke xi = x0 + ih, i = 0, . . . , n, in vrednosti

y0, . . . , yn.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 107Dokaz. O£itno je In stopnje kve£jemu n in o£itno velja In(xi) = yi za i = 0, . . . , n.Formulo (9.17) imenujemo prema Newtonova interpolaijska formula.Zgled 34 Sestavi diferen£no tabelo za podatke do tretje diferene in izra£unaj I3(0.02).
x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
y 0.00 0.11 0.28 0.57 1.04

xi yi ∆ ∆2 ∆3

0.0 0.00
0.11

0.1 0.11 0.06
0.17 0.06

0.2 0.28 0.12
0.29 0.06

0.3 0.57 0.18
047

0.4 1.04

h = 0.1, s =
x− x0

h
= 0.2

I3(0.02) = 0.00 + 0.2 · 0.11 +
0.2 · (−0.8)

2
0.06 +

0.2 · (−0.8) · (−1.8)

6
0.06 = 0.02008.

9.5 Rungejev protiprimerDenimo, da interpoliramo f(x) = 1
1+x2 na [−5, 5]. �e uporabimo ekvidistantne to£ke, potemz ve£anjem stopnje interpolaijski polinom vedno slab²e aproksimira f , kot kaºe naslednjaslika

−5 0 5
−4

−3

−2

−1

0

1

2
f
p6
p12

�e namesto ekvidistantnih to£k vzamemo to£ke �ebi²eva, ki so v tem primeru de�nirane kot
xi = 5 cos

(
iπ
n

), i = 0, . . . , n, potem sedaj polinom dobro aproksimira f .
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−5 0 5

−0.5

0

0.5

1

1.5
f
p6
p12
p18

X. Numeri£no odvajanje10.1 UvodI²£emo odvod funkije, ki je podana s tabelo vrednosti v to£kah x0, . . . , xn. Ideja je, da zapribliºek vzamemo odvod interpolaijskega polinoma.Vemo, da je f(x) = In(x)+ ω(x)
(n+1)!

f (n+1)(ξ), kjer je ω(x) = (x−x0) · · · (x−xn). Z odvajanjemdobimo
f ′(x) = I ′n(x) +

ω′(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ) +

ω(x)

(n+ 1)!
· df

(n+1)(ξ)

dx︸ ︷︷ ︸
napaka

.Izraz za napako ni najlep²i, saj ne poznamo odvisnosti ξ od x. �e pa ra£unamo odvod v eniizmed to£k x0, . . . , xn, zadnji £len odpade in dobimo
f ′(xk) = I ′n(xk) +

ω′(xk)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ). (10.18)Tu je I ′n(xk) odvod interpolaijskega polinoma v to£ki xk.Formulo za I ′n(xk) izpeljemo preko Lagrangevih koe�ientov. Iz In(x) =

∑n
i=0 f(xi)Ln,i(x)sledi I ′n(xk) =

∑n
i=0 f(xi)L

′
n,i(xk). Z odvajanjem

Ln,i(x) =
(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)dobimoa) i 6= k: L′
n,i(xk) =

ω′(xk)

(xk − xi)ω′(xi)
,b) i = k: L′

n,k(xk) =

n∑

j=0
j 6=k

1

xk − xj
.S pomo£jo teh formul lahko zapi²emo

I ′n(xk) = ω′(xk)

n∑

j=0
j 6=k

f(xj)

(xk − xj)ω′(xj)
+ f(xk)

n∑

j=0
j 6=k

1

xk − xj
.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 109V primeru, ko so to£ke ekvidistantne in velja xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, se formula (10.18)²e poenostavi. Izpeljavo pustimo za doma£o nalogo, dobimo pa
f ′(xk) =

1

h




(−1)k

(
n
k

)
n∑

j=0
j 6=k

(−1)j
(

n
j

)
f(xj)

k − j
+ f(xk)

n∑

j=0
j 6=k

1

k − j


+

(−1)n−khn

(n + 1)
(

n
k

)f (n+1)(ξ).Nekaj prvih formul, ki jih dobimo z vstavljanjem n in k:
• n = 1:

f ′(x0) =
1

h
(f(x1) − f(x0)) −

1

2
hf ′′(ξ0)

f ′(x1) =
1

h
(f(x1) − f(x0)) +

1

2
hf ′′(ξ1)

• n = 2:
f ′(x0) =

1

2h
(−3f(x0) + 4f(x1) − f(x2)) +

1

3
h2f ′′′(ξ0)

f ′(x1) =
1

2h
(−f(x0) + f(x2)) −

1

6
h2f ′′′(ξ1) (sim. diferenca)

f ′(x2) =
1

2h
(f(x0) − 4f(x1) + 3f(x2)) +

1

3
h2f ′′′(ξ2)Pri simetri£ni difereni zaradi simetrije pridobimo red h2 namesto h, trik pa je, da interpoli-ramo na treh to£kah namesto na dveh.10.2 Drugi na£ini izpeljaveFormule za numeri£no odvajanje lahko izpeljujemo tudi iz razvoja v Taylorjevo vrsto. Najbodo to£ke ekvidistantne in yi = f(xi). Iz razvojev

y0 = y1 − hy′1 +
1

2
h2y′′1 −

1

6
h3y′′′1 +

1

24
h4f (4)(ξ0)

y1 = y1

y2 = y1 + hy′1 +
1

2
h2y′′1 +

1

6
h3y′′′1 +

1

24
h4f (4)(ξ2)s se²tevanjem dobimo formulo f ′′(x1) =

1

h2
(y0−2y1 +y2)−

1

24
h2(f (4)(ξ0)+f (4)(ξ2)). Namesto

f (4)(ξ0) + f (4)(ξ2) lahko pi²emo 2f (4)(ξ) in dobimo kon£no formulo
f ′′(x1) =

1

h2
(y0 − 2y1 + y2) −

1

12
h2f (4)(ξ).Alternativni na£in izpeljave je metoda nedolo£enih koe�ientov. Pri tej metodi nastavimosistem f ′(xk) =

∑n
j=0 αjf(xj) +R(f) in dolo£imo koe�iente αj tako, da je formula to£na zapolinome £im vi²je stopnje. Napako dobimo iz polinoma vi²je stopnje.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 110Zgled 35 Izpelji formulo f ′′(x1) = af(x0) + bf(x1) + cf(x2) +R(f).Za bazo izberemo 1, x− x1, (x− x1)
2, . . ., saj tako dobimo lep²i sistem:

1 : 0 = a+ b+ c
x− x2 : 0 = −ha+ hc

(x− x2)
2 : 2 = h2a + h2c




⇒ a =
1

h2
, b =

−2

h2
, c =

1

h2
.Napaka ima obliko R(f) = Chpf (r)(ξ), kjer je C konstanta, p in r pa sta stopnji, ki ju moramodolo£iti. Odvod r ustreza najniºji stopnji polinoma, za katerega formula ni to£na.Napako dobimo tako, da po vrsti vstavljamo f(x) = xr in poi²£emo prvo stopnjo, kjer formulani to£na. Ker imamo v formuli 3 to£ke, je formula to£na za polinome stopnje 2 ali manj, zatonajprej vstavimo r = 3, ker pa je formula to£na, nadaljujemo z r = 4.

(x− x2)
3 : 0 = −h3a + h3c

(x− x2)
4 : 0 6= h4a+ h4c

}
⇒ r = 4, p = 2.Ker za f(x) = (x− x2)

4 velja f (4)(ξ) = 4!, dobimo napako R(f) = − 1
12
h2f (4)(ξ).Pravilen na£in za ugotavljanje napake je Peanov izrek, ki ga bomo spoznali pozneje.10.3 Celotna napakaZgled 36 �e po formulah

f ′(0) =
1

h
(f(h) − f(−h)) + O(h2)

f ′′(0) =
1

h2
(f(−h) − 2f(0) + f(h)) + O(h2)ra£unamo f ′(0) in f ′′(0) za f(x) = ex, dobimo:

h f ′(0) f ′′(0)
1 1.11752012 1.0861612
0.1 1.0016673 1.0008334
0.01 1.0000161 1.0000169
0.001 0.99999454 0.99837783
0.0001 0.99994244 1.4901161�eprav je napake metode O(h2), dobimo pri premajhnem h slab²e rezultate.Oglejmo si formulo f ′′(x1) = 1

h2 (y0−2y1+y2)− 1
12
h2f (4)(ξ). Napaka metodeDm je− 1

12
h2f (4)(ξ)in jo lahko oenimo kot

|Dm| ≤
h2

12
‖f (4)‖.Poleg napake metode pa se pojavi tudi neodstranljiva napaka Dn, saj namesto s to£nimivrednostmi f(xi) ra£unamo s pribliºki ỹi, za katere predpostavimo |f(xi)− ỹi| ≤ ǫ. Oenimolahko

|Dn| ≤
4ǫ

h2
.
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-

6

h

|Dn|

|Dm|
|D|

hoptPri ra£unanju se pojavi ²e zaokroºitvena napaka Dz, ki pa jo za to analizo zanemarimo.Oena za elotno napako je
|D| ≤ |Dm| + |Dn| ≤

h2

12
‖f (4)‖ +

4ǫ

h2
.�e poznamo oeno za f (r) in ǫ, lahko iz oen za |Dm| in |Dn| dolo£imo optimalni h, kjer booena za skupno napako najmanj²a.Numeri£no odvajanje torej ni numeri£no dobro pogojen problem, saj zmanj²anje h napakopove£a.
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a

f(x)ρ(x)dx,kjer je ρ uteº, ki mora biti nenegativna, ponavadi pa je ρ(x) ≡ 1. Integral aproksimiramo zvrednostmi funkije f v to£kah x0, . . . , xn s kvadraturno formulo
∫ b

a

f(x)ρ(x)dx =
n∑

i=0

Aif(xi) +R(f),pri £emer to£ke xi imenujemo vozli, Ai so koe�ienti, R(f) pa je napaka.�elimo, da bo formula to£na za polinome £im vi²je stopnje, zato namesto f integriramointerpolaijski polinom. �e so vozli dolo£eni, potem do formule pridemo tako, da:a) integriramo Lagrangeve koe�iente: Ai =
∫ b

a
Ln,i(x)ρ(x)dx,b) dolo£imo A0, . . . , An tako, da je formula to£na za polinome £im vi²je stopnje (metodanedolo£enih koe�ientov).Za napako R(f) =

∫ b

a

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ρ(x)dx uporabimo Peanov izrek.11.2 Newton-Cotesova pravilaPri Newton-Cotesovih pravilih so vozli ekvidistantni, a = x0, b = xn, uteº pa je 1. Naj bo

yk = f(xk). Lo£imo dva tipa N-C pravil:a) zaprti tip: upo²tevamo tudi kraji²£a: ∫ b

a

f(x)dx =

n∑

k=0

Akyk +Rn(f).b) odprti tip: brez kraji²£: ∫ b

a

f(x)dx =

n−1∑

k=1

Bkyk +Rn(f).Nekaj osnovnih zaprtih N-C pravil je:
• (n = 1) Trapezno pravilo: ∫ x1

x0

f(x)dx =
h

2
(y0 + y1) −

h3

12
f ′′(ξ).Kratka izpeljava:

A0 =

∫ x1

x0

x− x1

x0 − x1
dx =

h

2
,
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A1 =

∫ x1

x0

x− x0

x1 − x0
dx =

h

2
,

R1(f) =

∫ x1

x0

f ′′(ξx)

2
(x− x0)(x− x1)dx =

f ′′(ξ)

2

∫ x1

x0

(x− x0)(x− x1)dx = −h
3

12
f ′′(ξ).Pri izpeljavi napake smo uporabili izrek o povpre£ni vrednosti, saj je (x − x0)(x − x1)konstantnega predznaka na [x0, x1].

• (n = 2) Simpsonovo pravilo: ∫ x2

x0

f(x)dx =
h

3
(y0 + 4y1 + y2) −

h5

90
f (4)(ξ).Formula je to£na tudi za kubi£ne polinome, saj za f(x) = x3 velja

∫ x2

x0

f (3)(ξ)

6
(x− x0)(x− x1)(x− x2)dx = 0.Za vse N-C formule z lihim ²tevilom to£k (sodi n) zaradi simetrije velja, da so to£netudi za polinome stopnje n+ 1.Tu ne moremo ve£ uporabiti izreka o povpre£ni vrednosti, na sre£o pa za N-C pravilavelja, da napako za zadostikrat odvedljive funkije lahko ugotovimo iz napake pri xn+1(xn+2 za sodi n).

• (n = 3) 3/8 pravilo: ∫ x3

x0

f(x)dx =
3h

8
(y0 + 3y1 + 3y2 + y3) −

3h5

80
f (4)(ξ).Nekaj osnovnih odprtih N-C pravil je:

• (n = 2) Sredinsko pravilo: ∫ x2

x0

f(x)dx = 2hy1 +
h3

3
f ′′(ξ).

• (n = 3) ∫ x3

x0

f(x)dx =
3h

2
(y1 + y2) +

3h3

4
f ′′(ξ).

• (n = 4) Milnovo pravilo: ∫ x4

x0

f(x)dx =
4h

3
(2y1 − y2 + 2y3) +

28h5

90
f (4)(ξ).O£itno je, da je vsota koe�ientov enaka nh, a ker pri ve£jih n koe�ienti postanejo tudinegativni, lahko pri velikem n pride do velikih neodstranljivih napak (£eprav sedaj h ni vimenovalu), zato namesto ve£anja n sestavljamo pravila v sestavljene formule.Osnovne sestavljene formule so:

• Trapezna formula:
∫ xn

x0

= h

(
1

2
y0 + y1 + · · ·+ yn−1 +

1

2
yn

)

︸ ︷︷ ︸
Th(f)

−h
2(xn − x0)

12
f ′′(ξ).Kratka izpeljava:

∫ xn

x0

f(x)dx =

n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

f(x)dx =

n−1∑

k=0

(
h

2
(yk + yk+1) −

h3

12
f ′′(ξk)

)
.
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• Simpsonova formula:
∫ xn

x0

f(x)dx =
h

3
(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + · · ·+ 2yn−2 + 4yn−1 + yn)

︸ ︷︷ ︸
Sh(f)

−h
4(xn − x0)

180
f (4)(ξ).

• Sredinska formula:
∫ xn

x0

f(x)dx = 2h (y1 + y3 + · · ·+ yn−1)︸ ︷︷ ︸
Uh(f)

+
h2(xn − x0)

6
f ′′(ξ).Pri Simposonovi in sredinski formuli mora biti n = 2m.11.3 Peanov izrekIzrek 39 (Peano) Naj bo L linearen funkional oblike

L(f) =

∫ b

a

(
a0(x)f(x) + a1(x)f

′(x) + · · · + an(x)f (n)(x)
)
dx+

+

j0∑

i=0

bi0f(xi0) +

j1∑

i=0

bi1f
′(xi1) + · · ·+

jn∑

i=0

binf
(n)(xin),kjer so funkije ai odsekoma zvezne na [a, b], to£ke xij pa leºijo na intervalu [a, b]. Funkional

L naj bo za vse polinome stopnje n ali manj enak 0. Tedaj za vsako funkijo f , ki je (n+1)-kratzvezno odvedljiva na [a, b], velja
L(f) =

∫ b

a

f (n+1)(t)Kn(t)dt,kjer je Kn Peanovo jedro
Kn(t) =

1

n!
L((x− t)n

+), (x− t)n
+ =

{
(x− t)n, x ≥ t,

0, x < t.Dokaz. Taylorjev izrek z ostankom v integralski obliki pravi
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +

1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t)(x− t)ndt,kar lahko zapi²emo kot
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x− a)n +

1

n!

∫ b

a

f (n+1)(t)(x− t)n
+dt. (11.19)�e na obeh straneh (11.19) uporabimo L, dobimo

L(f) =
1

n!
L

(∫ b

a

f (n+1)(t)(x− t)n
+dt

)
=

1

n!

∫ b

a

f (n+1)(t)L((x− t)n
+)dt,saj lahko zamenjamo vrstni red L in integriranja.
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L(f) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
L(xn+1).Dokaz. Po Peanovem izreku velja L(xn+1) =

∫ b

a
(n + 1)!Kn(t)dt, torej je

∫ b

a

Kn(t)dt =
1

(n + 1)!
L(xn+1).Ker je Kn konstantnega predznaka, po izreku o povpre£ni vrednosti sledi

L(f) =

∫ b

a

f (n+1)(t)Kn(t)dt = f (n+1)(ξ)

∫ b

a

Kn(t)dt.Peanov izrek uporabimo za ra£unanje napak kvadaraturnih formul in formul za numeri£noodvajanje.Zgled 37 Oeni napako trapeznega pravila pri integriranju enkrat zvezno odvedljive funkije
f . Standardne formule ne moremo uporabiti. ker f ni dvakrat zvezno odvedljiva. Uporabilibomo Peanov izrek in K0.

K0(t) =

∫ x1

x0

(x− t)0
+dx−

(
h

2
((x0 − t)0

+ + (x1 − t)0
+)

)
=

=

∫ x1

t

(x− t)0dx−
(
h

2
(0 + 1)

)
=

= x1 − t− h

2
=
x0 + x1

2
− t.Peanovo jedro ni konstantnega predznaka, zato lahko le oenimo

|R(f)| ≤
∫ x1

x0

|f ′(t)|
∣∣∣∣
x0 + x1

2
− t

∣∣∣∣ dt ≤
h2

4
‖f ′‖.

11.4 Rihardsonova ekstrapolaijaZ razpolavljanjem h pridemo pri sestavljenih formulah do to£nejsih rezultatov. Iz pribliºkovpri razli£nih h lahko oenimo napako in ugotovimo, £e je potrebno ²e nadaljne razpolavljanje.Z oenami se je prvi ukvarjal Rihardson. Naj bo Sh(f) Simpsonova formula s korakom h in
Rh(f) napaka Simpsonove formule pri koraku h. Vemo, da velja

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx = Sh(f) +Rh(f) = Sh/2(f) +Rh/2(f).Za napaki velja
Rh(f) =

−(b− a)h4

180
f (4)(ξ1), Rh/2(f) =

−(b− a)h4

16 · 180
f (4)(ξ2).
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Rh(f) ≈ 16Rh/2(f).Iz Rh/2(f) = I(f)−Sh/2(f) = Sh(f)+Rh(f)−Sh/2(f) ≈ Sh(f)+16Rh/2(f)−Sh/2(f) dobimo

Rh/2(f) ≈ Sh/2(f) − Sh(f)

15
.To formulo lahko uporabimo za oeno napake Simpsonove formule. Oena pa ni preve£zanesljiva, saj smo izena£ili odvode. V ve£ini primerov vseeno dobimo spodobne rezultate.Poleg oene lahko iz Sh/2(f) in Sh(f) z ekstrapolaijo dobimo ²e bolj²i pribliºek, saj je

I(f) = Sh/2(f) +Rh/2(f) ≈ 16Sh/2(f) − Sh(f)

15
.Podobno lahko naredimo pri trapezni in sredinski formuli.11.5 Rombergova metodaZaporedna uporaba Rihardsonove ekstrapolaije za trapezno formula je Rombergova metoda.De�niija 14 Bernoullijeva ²tevila Bk so dolo£ena z razvojem

x

ex − 1
=

∞∑

k=0

Bk

k!
xk, |x| < 2π.Vsa Bernoullijeva ²tevila so raionalna, vsa liha ²tevila razen B1 pa so enaka 0. Nakaj prvihBernoullijevih ²tevil je

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, . . . .Izrek 40 Za neskon£nokrat zvezno odvedljivo funkijo f velja Euler-Malaurinova sumaijskaformula

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx = Th(f) −
∞∑

k=1

B2k

(2k)!
h2k
(
f (2k−1)(b) − f (2k−1)(a)

)
. (11.20)Dokaz. Formulo bomo dokazali s simbolnim ra£unanjem. De�niramo operatorje

Ef(x) = f(x+ h),
∆f(x) = f(x+ h) − f(x),
Df(x) = f ′(x).Veljajo naslednje formule:

I + ∆ = E
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E = ehD (razvoj f(x+ h) v Taylorjevo vrsto)
∆ = ehD − I
1

D
=

∫ x

a

f(x)dt+ C (nedoločeni integral)

1

∆
=

1

E − I
=

1

ehD − I
=

1

hD
− 1

2
I +

∞∑

m=1

B2m
(hD)2m−1

(2m)!
(razvoj

z

ez − 1
)Sedaj je

(En − I)
1

∆
=
En − I

E − I
= En−1 + En−2 + · · · + E + I,to pa pomeni

(En − I)
1

∆
f(x0) =

n−1∑

k=0

f(xk).Po drugi strani je
(En−I) 1

∆
f(x0) =

1

h

∫ xn

x0

f(t)dt−1

2
(f(xn)−f(x0))+

∞∑

m=1

B2m
h2m−1

(2m)!

(
f (2m−1)(xn)−f (2m−1)(x0)

)
,od tod pa sledi formula (11.20).Vrsta v (11.20) praviloma ni konvergentna, je pa asimptotska, ko gre h → 0. Dobimo (ko

h→ 0)
I(f) = Th(f) − h2

12
(f ′(b) − f ′(a)) +

h4

720
(f ′′′(b) − f ′′′(a)) + · · · ,kar pomeni

I(f) = Th(f) +
∞∑

k=1

ak,0h
2k,pri £emer so koe�ienti ak,0 neodvisni od h. Tako dobimo

I(f) = Th(f) + a1,0h
2 + a2,0h

4 + a3,0h
6 + · · ·

I(f) = Th/2(f) + a1,0

(
h

2

)2

+ a2,0

(
h

2

)4

+ a3,0

(
h

2

)6

+ · · ·

I(f) = Th/4(f) + a1,0

(
h

4

)2

+ a2,0

(
h

4

)2

+ a3,0

(
h

4

)6

+ · · ·�e ena£bo za h/2 pomnoºimo s 4 in od²tejemo od ena£be za h, se znebimo £lena h2 in dobimoto£nej²i pribliºek:
I(f) = T

(1)
h/2(f) + a2,1h

4 + a3,1h
6 + · · ·

I(f) = T
(1)
h/4(f) + a2,1

(
h

2

)4

+ a3,1

(
h

2

)6

+ · · · ,kjer sta
T

(1)
h/2(f) =

4Th/2(f) − Th(f)

3
, T 1

h/4(f) =
4Th/4(f) − Th/2(f)

3
.Postopek sedaj nadaljujemo v

I(f) = T
(2)
h/4(f) + a3,2h

6 + a4,2h
8 + · · · ,
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T

(2)
h/4(f) =

16T
(1)
h/4(f) − T

(1)
h/2(f)

15
.V splo²nem postopku tvorimo shemo

napaka O(h2) O(h4) O(h6) O(h8) · · ·
T

(0)
h (f)

T
(0)
h/2(f) T

(1)
h/2(f)

T
(0)
h/4(f) T

(1)
h/4(f) T

(2)
h/4(f)

T
(0)
h/8(f) T

(1)
h/8(f) T

(3)
h/8(f) T

(4)
h/8(f)kjer je splo²na formula

T
(j)

h/2k(f) =
4jT

(j−1)

h/2k (f) − T
(j−1)

h/2k−1(f)

4j − 1
.Zgled 38 Z Rombergovo metodo izra£unaj ∫ 2.2

1
ln x = 0.5346062. Za£ni s h = 0.6 in naredidve razpolavljanji.Dobimo:

T
(0)
h = 0.6(

1

2
ln 2.2 + ln 1.6 +

1

2
ln 2.2) = 0.5185394

T
(0)
h/2 =

1

2
T

(0)
h + 0.3(ln 1.3 + ln 1.9) = 0.5305351

T
(0)
h/4 =

1

2
T

(0)
h/2 + 0.15(ln 1.15 + ln 1.45 + ln 1.75 + ln 2.05) = 0.5335847Pomembno je, da Th/2k vedno ra£unamo kot
Th/2k =

1

2
Th/2k−1 +

h

2k
(y1 + y3 + · · · + y2k−1).Tako vsako funkijsko vrednost izra£unamo enkrat in imamo z Rombergom zanemarljivo do-datnega dela v primerjavi z ra£unanjem T

(0)

h/2k , rezultat pa je lahko mnogo natan£nej²i.Sedaj z Rombergovo ekstrapolaijo dobimo
T

(1)
h/2 =

4T
(0)
h/2 − T

(0)
h

3
= 0.5345337

T
(1)
h/4 =

4T
(0)
h/4 − T

(0)
h/2

3
= 0.5346013

T
(2)
h/4 =

16T
(1)
h/4 − T

(1)
h/2

15
= 0.5346058.
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a
f(x)ρ(x)dx, kjer je ρ nenegativna uteº, aproksimiramo s kvadraturno formulo

∫ b

a

f(x)ρ(x)dx =
n∑

i=0

A
(n)
i f(x

(n)
i ) +R(f).Koe�ienti so dolo£eni z vozli, saj velja A

(n)
i =

∫ b

a
Ln,i(x)ρ(x)dx, formula pa je to£na zapolinome stopnje vsaj n. S primerno izbiro vozlov lahko doseºemo, da bo formula to£na zapolinome stopnje vsaj 2n+ 1, v ozadju pa so ortogonalni polinomi.Za funkije lahko na [a, b] de�niramo skalarni produkt kot

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx.Funkiji f in g sta ortogonalni, £e je 〈f, g〉 = 0. Iz standardne baze polinomov 1, x, x2, . . . zortogonalizaijo dobimo ortonormirano bazo P0(x), P1(x), P2(x), . . ., kjer je Pi polinom stopnje
i in velja

〈Pi, Pk〉 = δik.Naj bo sedaj Pn+1 tak normiran polinom, da je 〈Pn+1, q〉 = 0 za vsak polinom q stopnjekve£jemu n in naj bo Pn+1 = kn+1(x − x
(n)
0 ) · · · (x − x

(n)
n ). Pri Gaussovi kvadraturni formuliza vozle izberemo ni£le x(n)

0 , . . . , x
(n)
n , torej je ω(x) = (x− x

(n)
0 ) · · · (x− x

(n)
n ).Poljuben polinom f stopnje 2n + 1 lahko zapi²emo kot f(x) = q(x)ω(x) + r(x), kjer sta q, rpolinoma stopnje kve£jemu n. To pomeni:

∫ b

a

f(x)ρ(x)dx =

∫ b

a

q(x)ω(x)ρ(x)dx+

∫ b

a

r(x)ρ(x)dx

= 0 +

n∑

i=0

A
(n)
i r(x

(n)
i ) =

n∑

i=0

A
(n)
i f(x

(n)
i ).Torej je pravilo to£no za vse polinome stopnje 2n+ 1 ali manj.Lema 29 Uteºi Gaussovih kvadaturnih pravil so pozitivne.Dokaz. Vzemimo

Pi(x) =
ω2(x)

(x− x
(n)
i )2za i = 0, . . . , n. Pi je polinom stopnje 2n, torej velja

∫ b

a

Pi(x)ρ(x)dx =
n∑

k=0

AkPi(x
(n)
k ) = AiPi(x

(n)
i ).Ker je Pi(x

(n)
i ) > 0 in je Pi nenegativna funkija, mora biti Ai > 0.
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A

(n)
i =

1
∑n

j=0 P
2
j (x

(n)
k )

, i = 0, . . . , n. (11.21)Iz teorije ortogonalnih polinomov sledi, da so vse ni£le x(n)
i enostavne, realne in leºe na (a, b).Izrek 41 Za f ∈ C(2n+2)[a, b] velja

∫ b

a

f(x)ρ(x) =

n∑

i=0

A
(n)
i f(x

(n)
i ) +

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!k2
k+1

.Dokaz. Vzamemo Hermiteov interpolaijski polinom H v to£kah x(n)
0 , . . . , x

(n)
n , za kateregavelja H(x

(n)
i ) = f(x

(n)
i ), H ′(x

(n)
i ) = f ′(x

(n)
i ), i = 0, . . . , n. Vemo

f(x) = H(x) +
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
ω2(x).Sledi ∫ b

a

f(x)ρ(x)dx =

∫ b

a

H(x)ρ(x)dx+

∫ b

a

f (2n+2)(ξ)

(2n + 2)!
ω2(x)dx.Ker je H polinom stopnje 2n+ 1, velja

∫ b

a

H(x)ρ(x)dx =

n∑

i=0

AkH(x
(n)
k ) =

n∑

i=0

Akf(x
(n)
k ),za drugi integral pa velja

∫ b

a

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
ω2(x)dx =

∫ b

a

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
· P

2
n+1(x)

k2
n+1

dx =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!k2
n+1

∫ b

a

P 2
n+1(x)dx.Najpogostej²i ortogonalni polinomi so:

[−1, 1], ρ(x) = 1, (Legendre)
[−1, 1], ρ(x) = (1 − x2)−

1
2 , (�ebi²ev 1. vrste)

[−1, 1], ρ(x) = (1 − x2)
1
2 , (�ebi²ev 2. vrste)

[−1, 1], ρ(x) = (1 − x)α(1 + x)β , α, β > −1, (Jaobi)
[−1, 1], ρ(x) = (1 − x2)σ− 1

2 , σ > 1
2
, (Gegenbauer)

[0,∞), ρ(x) = xσe−x, σ > −1 (Laguerre)
(−∞,∞), ρ(x) = e−x2 , (Hermite).Za te ortogonalne polinome imamo tabelirane ni£le in Gaussove kvadraturne formule.Zgled 39 Gauss-Legendrovi kvadraturni formuli na dveh in treh to£kah sta

∫ 1

−1

f(x)dx = f

(
−
√

1

3

)
+ f

(√
1

3

)
+

1

135
f (4)(ξ),
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∫ 1

−1

f(x)dx =
5

9
f

(
−
√

3

5

)
+

8

9
f(0) +

5

9
f

(√
3

5

)
+

1

15750
f (6)(ξ).Za primerjavo pri trapeznem in Simpsonovem pravilu dobimo

∫ 1

−1

f(x)dx = f(−1) + f(1) − 2

3
f (2)(ξ),

∫ 1

−1

f(x)dx =
1

3
f(−1) +

4

3
f(0) +

1

3
f(1) +

1

90
f (4)(ξ).

11.7 Ve£dimenzionalni integraliDenimo, da ra£unamo integral funkije f dveh spremenljivk po pravokotniku Ω = [a, b]×[c, d].Pi²emo lahko ∫

Ω

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy.�e [a, b] razdelimo s to£kami xi = a + ih, i = 0, . . . , n, h = (b − a)/n in [c, d] s to£kami
yj = c+ jk, j = 0, . . . , m, k = (d− c)/m, in za integrale uporabimo trapezno pravilo, dobimo

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =
hk

4

n∑

i=0

m∑

j=0

Aijf(xi, yj) + O(h2 + k2),kjer za koe�iente Aij velja Aij = A1(i)A2(j) in A1(0) = A1(n) = 1, A1(i) = 2 za i ∈
{1, . . . , n − 1}, ter A2(0) = A2(m) = 1, A2(j) = 2 za j ∈ {1, . . . , m − 1}. V bistvu dobimotenzorski produkt sestavljenega trapeznega pravila, podobno pa lahko naredimo tudi za ostalasestavljena pravila.�e je Ω = [0, 1]d in v vsaki dimenziji porabimo n to£k, uporabimo pa sestavljeno pravilo reda
k, potem za dobljeno tenzorsko pravilo velja, da je napaka O(N−k/d), kjer je N = nd ²tevilovseh to£k.Teºava je, da pri velikem d prvi£ potrebujemo zelo veliko to£k (nd), po drugi strani pa na-paka prepo£asi pada glede na ²tevilo uporabljenih to£k. Zaradi tega se pri velikih n boljeobna²a metoda Monte-Carlo, kjer lahko z znosnim ²tevilom to£k ponavadi dobimo zadovoljivpribliºek.11.8 Metoda Monte-CarloIntegral I(f) =

∫ 1

0
f(x)dx je enak povpre£ni vrednosti f na [0, 1]. To je osnova za metodoMonte-Carlo.�e je X slu£ajna spremenljivka, enakomerno porazdeljena po [0, 1], potem za matemati£noupanje velja E(f(X)) = I(f). Pribliºek za matemati£no upanje je

IN(f) =
1

N

N∑

i=1

f(Xi),
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ǫ ≈ σ(f)N−1/2,kjer je σ(f) =

√
D(f) standardna deviaija,

D(f) =

∫ 1

0

(f(x) − I(f))2dxpa variana funkije f .Pri ra£unanju integrala po Ω = [0, 1]d velja enako, le kot Xi sedaj izbiramo vektorje iz Ω, kjerje vsak element naklju£no ²tevilo z [0, 1].Pravih naklju£nih ²tevil z ra£unalnikom ne moremo generirati, zato govorimo o psevdo-naklju£nih ²tevilih. Eden izmed na£inov za njihovo generiranje je linearni kongruen£ni model
xr+1 = axr + c (mod m),kjer so a, c,m naravna ²tevila, ki jih izberemo tako, da je perioda £im ve£ja.
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y′ = f(x, y)

y(x0) = y0,kjer je f dana dovolj gladka funkija x in y, zanima pa nas re²itev na [x0, b]. �elimo, da jeproblem dobro pogojen, torej da re²itev obstaja in da je enoli£na.
• obstoj re²itve: Npr. za y′ = 1 + y2, y(0) = 0, je analiti£na re²itev y(x) = tanx. Re²itevstrmo (vedno bolj) pada in pri kon£ni vrednosti x (pri ±π/2) pridemo do ±∞. Torejre²itev obstaja le na intervalu (−π/2, π/2).
• enoli£nost: Npr. za y′ = y2/3, y(0) = 0, je ena re²itev y(x) = 0, druga pa y(x) = 1

27
x3,torej ni enoli£nosti.Pravio, da je f Lipshitzova na y (zado²£a L-pogoju na y), £e velja

|f(x, y)− f(x, ỹ| ≤ L|y − ỹ|.Izrek 42 �e je f(x, y) zvezna na x ∈ [a, b], y ∈ R, in zado²£a L-pogoju, potem na x ∈ [a, b]obstaja enoli£na re²itev za£etnega problema.Ra£unamo pribliºke y1, y2, . . . za vrednosti y(x1), y(x2), . . . v to£kah x0 < x1 < x2 < · · ·.Ozna£imo
y(xi) : točna vrednost rešitve v y,

yi : izračunani približek za y(xi).Metode za re²evanje za£etnega problema delimo na:
• enokora£ne metode: yn+1 izra£unamo iz yn,
• ve£kora£ne metode: yn+1 izra£unamo iz yn, yn−1, . . . , yn−k.Metode lo£imo ²e na:
• ekspliitne metode: imamo direktno formulo za yn+1,
• impliitne metode: yn+1 dobimo tako, da re²imo nelinearno ena£bo.
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• ekspliitna: yn+1 = yn + hf(xn, yn),
• impliitna: yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1).b) Taylorjeva vrsta�e ena£bo y′ = f(x, y) odvajamo, dobimo

y′ = f
y′′ = fx + fyy

′ = fx + fyf
y′′′ = fxx + 2fxyf + fyyf

2 + fy(fx + fyf)...Po Taylorjevi vrsti izra£unamo y(x1) = y(x0 + h) = y0 + hy′0 + h2

2
y′′0 + · · · .Zgled 40 y′ = xy + 1, y(0) = 0, y(0.2) =?

y′ = xy + 1 =⇒ y′(0) = 1
y′′ = xy′ + y =⇒ y′′(0) = 0

y′′′ = xy′′ + 2y′ =⇒ y′′′(0) = 2

y(h) = h+
1

3
h3 + · · · .Pri h = 0.2 dobimo y1 = 0.2 + 0.00267 = 0.20267. �e i²£emo y(0.4), nadaljujemo sto£ko (0.2, 0.20267).De�niija 15 Pravimo, da je metoda reda k, £e se pri to£ni vrednosti yn = y(xn)izra£unani yn+1 ujema z razvojem y(xn + h) v Taylorjevo vrsto okrog xn do vklju£no£lena hk.Metoda v zgornjem zgledu ima red 3, sier pa z razvijanjem v Taylorjevo vrsto lahkodobimo metodo poljubnega reda.) Runge-Kutta metodaNajprej izra£unamo

ki = hf(xn + αih, yn +

i∑

j=1

βijkj), i = 1, . . . , m,nato pa
yn+1 = yn +

m∑

i=1

γiki.Pri tem je m stopnja R-K metode, kar ne smemo zamenjevati z redom metode. Kon-stante αi, βij in γi dolo£imo tako, da se yn+1 £im bolj ujema z razvojem y(xn + h) vTaylorjevo vrsto. Pri tem ponavadi velja αi =
∑i

j=1 βij.V primeru, ko je βii = 0 za i = 1, . . . , m, je metoda ekspliitna, sier pa impliitna.
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k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + αh, yn + βk1)

yn+1 = yn + γ1k1 + γ2k2.Dobimo
k1 = hf
k2 = hf + αh2fx + βhk1fy + O(h3)in

yn+1 = yn + (γ1 + γ2)hf + γ2αh
2fx + γ2βh

2ffy + O(h3),kar primerjamo z
y(xn + h) = y(xn) + hf +

1

2
h2(fx + ffy) + O(h3).Sledi

γ1 + γ2 = 1

αγ2 = 1
2

βγ2 = 1
2
.Sistem ima ve£ re²itev, saj za poljubni γ2 6= 0 dobimo

γ1 = 1 − γ2, α =
1

2γ2

, β =
1

2γ2

.Dva primera dvostopenjskih R-K metod drugega reda sta:
• Heunova metoda

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + h, yn + k1)

yn+1 = yn + 1
2
(k1 + k2), napaka : O(h3).

• modi�irana Eulerjeva metoda
k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + 1
2
h, yn + 1

2
k1)

yn+1 = yn + k2, napaka : O(h3).Runge-Kuttina 4 stopenjska metoda reda 4 je
k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + 1
2
h, yn + 1

2
k1)

k3 = hf(xn + 1
2
h, yn + 1

2
k2)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn + 1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), napaka : O(h5).



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 12612.3 Adaptivna oena koraka�e imamo na voljo oeno lokalne napake, lahko h adaptivno prilagajamo. Denimo, da po 4stopenjski R-K metodi reda 4 iz y(x) izra£unamo y(x+ 2h) enkrat s korakom 2h, drugi£ pav dveh korakih s korakom h. Podobno kot pri Rihardsonovi ekstrapolaiji dobimo
y(x+ 2h) = y(1) + (2h)5 · C1 + O(h6)
y(x+ 2h) = y(2) + 2(h)5 · C2 + O(h6)in

∆ =
y(2) − y(1)

15je oena za lokalno napako y(1). Ko je ∆ velik, razpolovimo h, £e je dovolj majhen pa lahko hpodvojimo. Za izra£un ∆ in y(1) potrebujemo 11 izra£unov f (4 izra£une za vsako R-K, prvipa se ponovi dvakrat).Bolj²a je Fehlbergova metoda, kjer vzamemo 6 stopenjsko R-K metodo
ki = hf(xn + αih, yn +

i−1∑

j=1

βijkj), i = 1, . . . , 6,potem pa iz istih k1, . . . , k6 sestavimo metodo reda 5
yn+1 = yn +

6∑

i=1

γikiin metodo reda 4
y∗n+1 = yn +

6∑

i=1

γ∗i ki.Oena za napako y∗n+1 je potem kar yn+1 − y∗n+1 =
∑6

i=1(γi − γ∗i )ki.12.4 Stabilnost in konvergena enokora£nih metodVsako enokora£no metodo lahko zapi²emo v obliki
yn+1 = yn + hφ(xn, yn, h),kjer je φ funkija prirastka. Pravimo, da je metoda konsistentna, £e velja
lim
h→0

φ(x, y, h) = f(x, y).Zgled 42 Funkija prirastka za modi�irano Eulerjevo metodo
yn+1 = yn + hf(xn +

h

2
, yn +

1

2
hf(xn, yn))je φ(xn, yn, h) = f(xn + h

2
, yn + 1

2
hf(xn, yn)). Metoda je o£itno konsistentna.



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 127Lokalno napako pri izra£unu yn+1 lahko zapi²emo kot T (xn+1) = y(xn+1)−y(xn)−hφ(xn, yn, h).�e velja T (xn+1) = O(hp+1), potem je metoda reda p.Pravimo, da je numeri£na metoda stabilna, £e za vsako diferenialno ena£bo, ki zado²£a L-pogoju obstajata taka h0 > 0 in K > 0, da za poljubni dve re²itvi yn, ỹn velja ‖yn − ỹn‖ ≤
K‖y0 − ỹ0‖ za h ≤ h0.Izrek 43 �e funkija prirastka φ zado²£a L-pogoju na y, potem je metoda stabilna.Izrek 44 �e je funkija prirastka φ zvezna v x, y, h in zado²£a L-pogoju na y, potem je metodakonvergentna natanko tedaj, ko je metoda konsistentna.Izrek 45 (O globalni napaki) �e funkija prirastka φ zado²£a pogojem za konvergeno inza lokalno napako velja ‖T (x)‖ ≤ Dhp+1, potem za globalno napako velja

‖yn − y(xn)‖ ≤ Dhpe
L(xn−x0) − 1

L
+ eL(xn−x0)‖y0 − y(x0)‖.12.5 Ve£kora£ne metodeSplo²ni nastavek je

k∑

i=0

αiyn−i + h

k∑

i=0

βifn−i = 0,kjer je fi = f(xi, yi), privzamemo pa ²e α0 = 1. �e je β0 = 0, je metoda ekspliitna, sier paimpliitna. Metodo dolo£ata rodovna polinoma
ρ(z) =

k∑

i=0

αk−iz
i,

σ(z) =

k∑

i=0

βk−iz
i.Adamsove metode dobimo tako, da ena£bo y′ = f(x, y) integriramo na [xn, xn+1]

yn+1 − yn =

∫ xn+1

xn

y′dx =

∫ xn+1

xn

f(x, y)dx,

f pa nadomestimo z interpolaijskim polinomom na to£kah:a) xn, xn−1, . . . , xn−k+1: ekspliitne Adams-Bashworthove formule
yn+1 = yn + hfn, napaka O(h2),

yn+1 = yn +
h

2
(3fn − fn−1), napaka O(h3),

yn+1 = yn +
h

12
(23fn − 16fn−1 + 5fn−2), napaka O(h4).
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yn+1 = yn + hfn+1, napaka O(h2),

yn+1 = yn +
h

2
(fn+1 + fn), napaka O(h3),

yn+1 = yn +
h

12
(5fn+1 + 8fn − fn−1), napaka O(h4).Pri predpostavki, da je k = n in x0 = 0, de�niramo linearni funkional

L(y) =

k∑

i=0

(
αiy((k − i)h) + hβiy

′((k − i)h)
)

=

k∑

j=0

(
αk−jy(jh) + hβk−jy

′(jh)
)
.�e y in y′ razvijemo v Taylorjevo vrsto okrog 0, dobimo

L(y) = d0y(0) + d1hy
′(0) + d2h

2y′′(0) + · · · .Metoda je reda p, £e je L(y) = O(np+1) za vsako (p+ 1)-krat zvezno odvedljivo funkijo y.Izrek 46 Ekvivalentno je:a) d0 = d1 = · · · = dm = 0,b) L(q) = 0 za poljuben polinom q stopnje kve£jemu m,) L(y) = O(hm+1) za vsako (m+ 1)-krat zvezno odvedljivo funkijo y.Red metode je p, £e velja d0 = d1 = · · · = dp = 0 6= dp+1.�e v Taylorjevo vrsto razvijemo y in y′, dobimo
y(jh) =

∞∑

r=0

(jh)r

r!
y(r)(0),

y′(jh) =

∞∑

r=0

(jh)r

r!
y(r+1)(0),Sedaj dobimo naslednje formule za d0, d1, d2, . . .:

d0 =
k∑

j=0

αk−j,

d1 =
k∑

j=0

(jαk−j + βk−j),

d2 =
k∑

j=0

(j2

2
αk−j + jβk−j

)
,...

dq =

k∑

j=0

(jq

q!
αk−j +

jq−1

(q − 1)!
βk−j

)
.
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3
(fn + 4fn−1 + fn−2).Koe�ienti so α0 = −1, α1 = 0, α2 = 1, β0 = 1

3
, β1 = 4

3
, β2 = 1

3
. Po zgornjih formulah lahkoizra£unamo d0 = d1 = · · · = d4 = 0 in d5 = − 1

90
, kar pomeni, da je red metode enak 4.Ponavadi pri ve£kora£nih metodah uporabljamo prediktor-korektor metode, kjer za izra£unprediktorja yP

n+1 vzamemo ekspliitno metodo, za korektor pa vzamemo impliitno metodo,katere ena£bo re²ujemo iterativno tako, da na desno stran vstavimo pribliºek yP
n+1, na levi padobimo yK

n+1. Tako se izognemu re²evanju nelinearne ena£be.Primer so Milnove metode, kjer y′ = f(x, y) integriramo na [xn−k, xn+1]:
yn+1 − yn−k =

∫ xn+1

xn−k

f(x, y)dx,integral pa ra£unamo preko Newton-Cotesovih formul. Pri odprti dobimo ekspliitno, prizaprti pa impliitno metodo. Primer je Milnov par
yn+1 = yn−3 +

4h

3
(2fn − fn−1 + 2fn−2), napaka O(h5) : prediktor

yn+1 = yn−1 +
h

3
(fn+1 + 4fn + fn−1), napaka O(h5) : korektor12.6 StabilnostInherentna nestabilnost je odvisna od problema in neodvisna od numeri£ne metode.Zgledi so:a) y′ = y − 1, y(0) = 1, splo²na re²itev je y(x) = Cex + 1 in C = 0, numeri£no pa dobimo

C 6= 0. Problem je inherentno absolutno in relativno nestabilen.
6

-b) y′ = −y + 1, y(0) = 1, splo²na re²itev je y(x) = Ce−x + 1 in C = 0, numeri£no padobimo C 6= 0. Problem je inherentno absolutno in relativno stabilen.
6

-



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 130) y′ = y + e2x, y(0) = 1, splo²na re²itev je y(x) = Cex + e2x in C = 0, numeri£no padobimo C 6= 0. Problem je inherentno absolutno nestabilen in relativno stabilen.
6

-d) y′ = −y − e2x, y(0) = 1, splo²na re²itev je y(x) = Ce−x + e−2x in C = 0, numeri£no padobimo C 6= 0. Problem je inherentno absolutno stabilen in relativno nestabilen.
6

-Pri relativni nestabilnosti v£asih pomaga, £e obrnemo interval:a) y′ = y − 1, y(0) = 1. Vzamemo y(xn) = 1 in ra£unamo nazaj.b) y′ = −y − e2x, y(0) = 1. Vzamemo y(xn) = 0 in ra£unamo nazaj.Induirana nestabilnost se pojavi pri ve£kora£nih metodah. Metoda
k∑

i=0

αiyn−i + h

k∑

i=0

βifn−i = 0mora biti stabilna za ena£bo y′(0) = 0 (temu pravimo ni£elna stabilnost).Dobimo diferen£no ena£bo
k∑

i=0

αiyn−i = 0.Njen karakteristi£ni polinom ρ(ξ) ima k ni£el ξ1, . . . , ξk. Splo²na re²itev je (pri enostavnihni£lah)
yn =

k∑

j=1

Ajξ
n
j .Za stabilnost mora veljati (Dahlquistov izrek)a) |ξi| ≤ 1 za i = 1, . . . , k,



Bor Plestenjak - priprave za NM (verzija: 23. oktober 2006) 131b) £e je |ξj| = 1, mora biti ξj enostavna ni£la.Ve£kora£na metoda je konsistentna natanko tedaj, ko velja ρ(1) = 0 in ρ′(1) + σ(1) = 0, tadva pogoja pa sta ekvivalentna temu, da je red vsaj 1.Izrek 47 Ve£kora£na metoda je konvergentna natanko tedaj, ko je ni£elno stabilna in konsi-stentna.
12.7 Za£etni problemi drugega redaRe²ujemo

y′′ = f(x, y, y′)
y(x0) = y0

y′(x0) = y′0To lahko prevedemo na sistem ena£b prvega reda
y′ = p, y(x0) = y0,
p′ = f(x, y, p), p(x0) = y′0.V posebnem primeru, ko je y′′ = f(x, y), obstajajo posebne R-K ali ve£kora£ne metode, kotnpr. metoda Numerova

yn+1 − 2yn + yn−1 =
h2

12
(fn+1 + 10fn + fn−1) + O(h6).12.8 Robni problemi drugega redaRe²ujemo

y′′ = f(x, y, y′)
y(a) = α
y(b) = βNajpreprostej²i je linearni robni problem drugega reda

−y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = r(x), (12.22)
y(a) = α, y(b) = β.Numeri£ni na£ini re²evanja linearnega robnega problema so:
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y1(a) = α, y′1(a) = ξ1,
y2(a) = α, y′2(a) = ξ2.Za poljuben λ je y = λy1 + (1 − λ)y2 tudi re²itev ena£be (12.22) in ustreza pogoju

y(a) = α, Sedaj λ dolo£imo tako, da bo y(b) = β. Veljati mora
λy1(b) + (1 − λ)y2(b) = β,torej

λ =
β − y2(b)

y1(b) − y2(b)
.b) diferen£na metodaInterval [a, b] ekvidistantno razdelimo na n+1 delov s to£kami x0 = a, x1, . . . , xn, xn+1 =

b, kjer je xi = x0 + ih in h = b−a
n+1

. Odvode aproksimiramo s simetri£nimi diferenami
y′i =

yi+1 − yi−1

2h
+ O(h2),

y′′i =
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+ O(h2).Dobimo sistem ena£b

−yi+1 + 2yi − yi−1

h2
− pi

yi+1 − yi−1

2h
+ qiyi = ri, i = 1, . . . , n,pri £emer je y0 = α in yn+1 = β. Sistem je linearen in tridiagonalen, zato ga lahkore²imo na preprost na£in.Diferen£no metodo lahko uporabljamo tudi pri robnih pogojih, v katerih nastopajo tudiodvodi (zgled na vajah).�e v diferenialni ena£bi ne nastopa y′, lahko uporabimo metodo Numerova, saj jepotem napaka reda O(h6) namesto O(h2). V primeru

−y′′(x) + q(x)y(x) = r(x)tako dobimo
yi+1 − 2yi + yi−1 =

h2

12
(qn+1yn+1 − rn+1 + 10qnyn − rn − qn−1yn−1 + rn−1), i = 1, . . . , n.Pri nelinearnem robnem problemu drugega reda je f nelinearna funkija y in y′. Zaradinelinearnosti ne moremo uporabiti kombinaije dveh za£etnih problemov. Uporabimo lahkodiferen£no metodo, a dobimo nelinearni sistem z veliko neznankami.Na voljo pa imamo strelsko metodo. Pri strelski metodi re²ujemo za£etni problem

y′′ = f(x, y, y′),

y(a) = α, (12.23)
y′(a) = ξ.Re²itev je odvisna od ξ, parameter ξ pa je potrebno izbrati tako, da bo y(b; ξ) = β.
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�

�

a b

y(b; ξ0)

y(b; ξ1)

ξ0

ξ1 β

α

�e de�niramo E(ξ) := y(b; ξ)−β, potem i²£emo tak ξ, da bo E(ξ) = 0. Uporabimo lahko ka-terokoli metodo za re²evanje nelinearne ena£be. �e npr. ºelimo uporabiti tangentno metodo,potem potrebujemo tudi E ′(ξ) = ∂y(b;ξ)
∂ξ

. De�niramo z := ∂y
∂ξ

in z odvajanjem
y′′ = f(x, y, y′), y(a) = α, y′(a) = ξdobimo

z′′ = fy(x, y, y
′)z + fy′(x, y, y′)z′, z(a) = 0, z′(a) = 1. (12.24)�e re²ujemo sistem (12.23) in (12.24), potem dobimo tudi vrednost odvoda funkije E.


