Resevanje sistemov linearnih enacb, LU razcep
12.11.2009

Zgled (Newtonova metoda)
7 uporabo Octave-a resujemo sistem nelinearnih enacb

224+ =10z +y=1,
2? —y* — 2+ 10y = 25.

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

2+ P — 10z +y—1
F= 2 .2 . )
¢ =y —x+ 10y — 25

in izracunajmo Jacobijevo matriko,

Cfr-10 2y+1
JF—[2;U—1 —2y+10]‘

Pomagamo si s programom newton.m. Zacetni priblizek in Stevilo resitev
dolo¢imo iz slike. Na sliki danih krivulj vidimo, da se krivulji sekata v
okolici tock (2,4) in (9, —3), zato ti tocki uporabimo za zacetna priblizka v
Newtonovi metodi. Podrobnejsi potek si oglejte v datoteki testnewtonl.m.
Newtonova metoda z zacetnim priblizkom (2, 4) vrne rezultat (1.9623, 3.6258),
z zaCetnim priblizkom (9, —3) pa (9.0944, —3.5799). Dobili smo dve razli¢ni
resitvi sistema enach, iz slike pa vidimo, da sta to edini resitvi. Torej smo

poiskali vse resitve sistema.

Stetje operacij
Za izracun skalarnega produkta vektorjev x,y € R"

?JTH? = Z%‘Zh’
i=1

potrebujemo 2n osnovnih operacij (n mnozenj in n — 1 seStevanj = 2n — 1

operacij).
Produkt y = A -z, A € R"*", lahko izracunamo kot

_ T
Yi = - T,

T

i

kjer je «

i—ta vrstica matrike A. Za izracun potrebujemo 2n? osnovnih

operacij (n skalarnih produktov po 2n — 1 operacij = 2n? — n operacij).
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Produkt dveh matrik C = A- B, A, B € R™*", izracunamo po stolpcih kot
in za izracun potrebujemo 2n3 operacij (n(2n? — n) = 2n3 — n?).

LU razcep brez pivotiranja
Dano matriko A zapisemo kot produkt

A=L-U,

kjer je L spodnje trikotna matrika z enicami na diagonali in U zgornje
trikotna matrika.

Elemente, s katerimi v algoritmu delimo, imenujemo pivotni elementi (piv-
oti). Postopek deluje le, ¢e so vsi pivoti nenicelni, nestabilen pa je tudi, ce so
pivoti blizu 0. Resitev obeh problemov je pivotiranje (delno ali kompletno).
Algoritem:

1 i=12...,n—1

2 i=j+1,542,....n

3 gij - %

4 k=j+1,j+2....n
5 Qi = i, — Lijay

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo za izrac¢un LU razcepa je

2.4 1, 1 2 4 2
-n’—-n°—-n=-n"+0(n").
3 2 6 3 (")

Ce resujemo sistem Az = b s pomodjo LU razcepa, to naredimo v treh

korakih:

1. izracunamo LU razcep matrike A

A=LU,
2. prema substitucija

Ly =0,
3. obratna substitucija

Ur=y



Za resitev sistema potrebujemo

2n3 an 177,4— n*—n + 0 = gn?’ + §n2 Zn
3 2 6 —— ~ 3 2 6
prema subst.  obratna subst.
LU razcep
operacij.
Algoritem za premo substitucijo Ly = b:
1 y1="0
2 k=2,3,...,n
3 Yr = b — Z;:ll Crjy;

Algoritem za obratno substitucijo Ur = y:
1 k=nn-—1,...,1

1 n
2 Ty = o0 Yk — Dkt Uijj)

Primer:
[zracunajmo LU razcep matrike

2
A= |4
1

[\ B V]
= o W

V vsakem koraku popravimo matriko A in dopolnimo matriko L. Zadnja
prirejenka je matrika U.

2 2 3
A= 5 6
1 4

Matriko A priredimo tako, da prepiSemo prvo vrstico, prvi stolpec dopolnimo
z niclami in izpolnimo ostala mesta,

2 2 3 2 2 3
A~ |0 5-2.2 6-2-3| =0 1 0],
0 »— -2 4—".3 012

hkrati zgradimo Se prvi stolpec matrike L in na diagonali zapiSemo enice,

—_

1
L= 1 =12 1

N ||
—_
—



Isti postopek ponovimo na manjSem delu matrike (zapisan odebeljeno) in
dobimo

2 2 3 1
A~ [0 1 0 L L=12 1
0 0 %—1-0 % % 1
Rezultat je
1 2 2 3
A=L-U=1|2 1 010
5 11 |00 3

LU razcep s pivotiranjem
Pri delnem pivotiranju dopusc¢amo zamenjavo vrstic. To pomeni, da ko
pridemo do j—tega stolpca, pois¢emo med ajj;,ajt14,--.,a,; po absolutni
vrednosti najvecji element in zamenjamo j—to vrstico in vrstico s po abso-
lutni vrednosti maksimalnim elementom.
Rezultat je

PA=LU,

kjer je P permutacijska matrika, ki opisuje preureditev vrstic, L spodnje
trikotna matrika z enicami na diagonali in U zgornje trikotna matrika.
Algoritem za LU razcep z delnim pivotiranjem:
1 i=12...,n—1
poisci indeks m, tako da je |am;| > |aij| zai =7,j+1,...,n
zamenjaj m—to in j—to vrstico
t=j+1,5+2,...,n
fy = 2
77
E=73+17+2,....n
Qi) = Qi — gz’jajk
Velja |€l]| S 1.
Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2n3 4+ O(n?), in Se O(n?) primerjanj
za iskanje pivotov.
Ce resujemo sistem Az = b s pomodjo LU razcepa z delnim pivotiranjem, to
storimo v treh korakih:

~N O O WwN

1. pois¢emo LU razcep z delnim pivotiranjem,

PA = LU,
2. prema substitucija,
Ly = Pb,
3. obratna substitucija,
Ux =y.



Primer:
Izra¢unajmo LU razcep z delnim pivotiranjem matrike

01 2
A=11 2 3
1 01

Zacetna permutacijska matrika P je kar identiteta, v matriki A je odebeljeno
oznacen pivot,

1 01 2
P = 1 ,A=11 2 3
i 1] 1 0 1}
Zamenjamo 1. in 2. vrstico,
1] 1 2 3]
P=1 ,A=10 1 2
i 1] 1 0 1]

Zdaj naredimo korak kot v LU razcepu brez pivotiranja,

1 2 3 1
A~10 1 2|,L=101
0 -2 -2 11

Zdaj zamenjamo 2. in 3. vrstico,

1 1 2 3 1
P= 1|, A~ |0 =2 —2|,L=111
1 0 1 2 0 1

in naredimo korak LU razcepa,

1 2 3 1
A~ 10 =2 =2|=U,L=|1 1
0 0 1 0 —5 1

Rezultat lahko preverimo z Octave-om, vpisemo [L,U,P] = 1u(A).
Pri kompletnem pivotiranju dopuScamo zamenjavo vrstic in stolpcev. To
pomeni, da ko pridemo do j—tega stolpca, pois¢emo po absolutni vrednosti
najvecji element v podmatriki in zamenjamo ustrezni vrstici in stolpca.
Rezultat je

PAQ = LU,



kjer je P permutacijska matrika, ki opisuje preureditev vrstic, () permutaci-
jska matrika za preureditev stolpcev, L spodnje trikotna matrika z enicami
na diagonali in U zgornje trikotna matrika.
Algoritem za LU razcep s kompletnim pivotiranjem:
1 ji=12....n—1
pOiS¢i a,, - po abs. vrednosti maksimalen element v A(j : n,j : n)
zamenjaj r—ti in j—ti stolpec
zamenjaj m—to in j—to vrstico
1=7+1,7+2,....n

gij = %

77
k=j+1,5+2,....,n
Qi = Qi — gijajk:

Velja [4;;] < 1.
Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2n+O(n?), in $e O(n?) primerjanj za
iskanje pivotov. Dodatna cena, ki jo placamo za iskanje pivotov je obic¢ajno
prevelika, da bi odtehtala vecjo stabilnost.
Ce resujemo sistem Az = b's pomocjo LU razcepa s kompletnim pivotiranjem,
to storimo v stirih korakih:

0 N O Ok W N

1. pois¢emo LU razcep s kompletnim pivotiranjem,

PAQ = LU,
2. prema substitucija,
Ly = Pb,
3. obratna substitucija,
Uz =y,

4. menjava komponent vektorja,

r = Q7.

1. Izracunaj LU razcep brez pivotiranja danih matrik:

(a)

13
2=l 7
(b)
3 6 -9
B=1|2 5 -3|,
—4 1 10
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0 4 =5
0 —4 11
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N =

1
L= 11
00
Postopka ne moremo nadaljevati, saj je pivot enak 0. V tem
primeru moramo uporabiti pivotiranje (glej nalogo [12).

1

2. S pomocjo LU razcepa resi sistem Az = b, kjer je
2 -1 2

1
A=1-6 0 -2|,b=]0].
8 0 1 4

Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,

2 -1 2 2 —1 2 2 1 2
A=|-6 0 —2[~|0 =3 4|~|0 -3 4]|=U,
8 0 1 0 4 -7 [0 0 -2

1
L=|-3 1
4
4 1

Zdaj resimo sistem Ly = b,

-3 1 ya| = [0f,

torej
=1,
—3y1 +y2 = 0=y = 3,
4yl—§y2+y3—4:>y3—4.
Zdaj pa resimo Se sistem Uz =y,
2 -1 2| |

1
0 -3 4 Tol| = 3 s



torej

4 = 12
——XTq = Ta = -,
37 s 5
21
—3xy +4r3 =3 = 19 = —

4
2x1—x2+2x3=1$$1:§7

in reitev sistema je z = [3, -2, — 2|7

. S pomocjo LU razcepa resi sistem Az = b, kjer je

1 -2 -4 -3 1
2 -7 -7 —6 7
A= -1 2 6 4 b= 0]
-4 -1 9 8 3
Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,
1 -2 —4 -3 1 -2 —4 =3 1 -2 —4 -3
0 -3 1 0 0 -3 1 0 0 -3 1 0
Ao 0 2 1|0 o 2 1Yo o 2 1|7V
0o -9 -7 —4 0 0 —-10 —4 0o 0 0 1
1
2 1
L= -1 0 1
-4 3 =51
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 1
2 1 Ya| 7
-1 0 1 ys|  [0]’
—4 3 =5 1] |y 3

torej

y1 =1,
2y1+y2:7:>y2:5,
“nt+ys=0=y3=1,
—4y1 +3Y2 = Oys +ys =3 = ya = —3.

10



Zdaj pa resimo Se sistem Uz =y,

1 =2 —4 -3] [x; 1
0 =3 1 O |z |D
0 0 2 1 ||z |1}
0 0 0 1] |z -3
torej
Ty — —3,
203+ x4 =1 = 23 =2,
—3xy+ T3 =5= 29 = —1,
1 — 2Ty —4dx3 — 3y =1 =11 = -2,
in resitev sistema je z = [-2,—1,2, —3] .

. S pomocjo LU razcepa resi sistem Az = b, kjer je

2 1 3 -4
-4 -1 -4 7
A= 2 3 5 =3’ b=
-2 =2 =7 9
Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,
2 1 3 —4 21 3 —4 2
A 0o 1 2 -1 01 2 -1 0
0o 2 2 1 00 -2 3 0
0 -1 -4 5 00 -2 4 0
1
-2 1
L=11 21
-1 -1 11
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 8
-2 1 yo|  |—14
1 2 1 ys| | 7
-1 —1 1 1] [y —16

11

8

7

—14

—16

OO ==

-2



torej
3/1:87
—2Y1+ Yo =14 = yo =2,
Y1+ 2y +ys=7=ys = —9,
—Y1— Yo+ ys+ys=—-16=y, = -1

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

21 3 —4] (= 8
01 2 —1f |z |2
00 -2 3 x3|  |=5H|’
00 O 1 T4 —1
torej
.1'4:—1,
—2$3+3l'4:—5:>$3:1,
To+ 203 — x4 =2 = 29 = —1,

201 + 290+ 33 — 4y =8 = 11 = 1,
in resitev sistema je z = [1,—1,1, —1]7.
. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enacb

T+ 21‘2 + 3%3 = 5,
2231 — 4%2 + 6373 = 18,

31’1 - 9332 — 3ZE3 = 6.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

1 2 3| = 5
2 =4 6| |x2| = |18
3 =9 3| [x3 6

To je matrika iz naloge 1€, zato je

1 2 3 1
U=10 =8 0 |,L=1|2 1
0 0 -—12 3 %’ 1
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 )
2 1 Y2 | = [18],
3 2 1] |y 6



torej
yl = 57
21 + Yo = 18 = Yo = 8,

15
3y1+§y2+y3 = 6= y; = —24.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 2 3 T 5
0 -8 0 ||z =|381,
0 0 —12| |3 —24

torej

—1223 = —24 = x5 =2,
—8ry =8 = a9 = —1,
T1+ 2+ 3r3=5=>2x1 =1,

in resitev sistema je z = [1, —1,2]T.
. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enach

—x1 + 229 + 23 = 0,
8%2 + 6%3 = O,
—2513’1 + 5.T3 = —11.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

0 8 6| |zl =1 0 |,
-2 0 5| |z3 —11

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

-1 21 -1 2 1 ~-1 2
A=|0 8 6/~[0 8 6/~|0 8
-2 0 5 0 —4 3 0 0
1
L=10 1
2 —1 1

S =



Zdaj resimo sistem Ly = b,

1 1 0
0 1 v20=10 1,
2 —3 1] |ws —11
torej
1 =10,
Y2 =0,

1
291 — Y2 +y3=—11=y3 = —11.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz =y,

0 8 6] |z2|=1] 0 |,
0 0 6] |zs —11
torej

11
6%3:—11:>I3:—E,

11

81‘2+6£L‘3:O:>.T2:§,

11

— 2 =0=2=—
T+ 229 + I3 a1 12’

in reSitev sistema je r =[5, =, — =
. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enacb

I1+£U2—Q33:0,
2$1—I2+$3:6,
31]1+2172—4ZE3 = —4.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

1 1 —1 T 0
2 =1 1| |m|=1|6],
3 2 -4 |x3 —4

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
A=12 -1 1| ~1|0 =3 3|~ |0 =3 3 |=U,
3 2 -4 0 -1 -1 0 0 =2
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1
L=12 1
3 31
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 0
21 Ya| = 6 s
3 5 1] |us —4
torej
= 07

201 + Yo = 6 = yp = 6,

1
3yl+§yg+y3=—4:>y3:—6.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 1 —1] [n 0
0 -3 3| || =|6],
0 0 —2| | —6

torej

—2ZL‘3:—6:>£L'3:3,
—3$2+3$3:6:>$2:1,

T1+ 29 —23=0= 11 =2,
in resitev sistema je z = [2, 1, 3].
. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enacb

2z 4+ 6y + 4z =5,
6x + 19y + 12z = 6,
20+ 8y + 14z =T.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

2 6 4] |x 5
6 19 12| |y| = |6],
2 8 14] |z 7

15



zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

2 6 4 2 6 4 2 6 4
A=16 19 12|~ |0 1 0|~ |0 1 0O|=U,
2 8 14 0 2 10 0 0 10
1
L=13 1
1 21
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 5)
31 Jo| = |6],
1 2 1| |73 7
torej
g1:57

31 + 92 =6 = yo = -9,
Y1+ 292 + 93 =7 = y3 = 20.

Zdaj pa resimo Se sistem UZ = 3,

4
0

O = O

xr
y:_9>
z

2
0
0 20

10

torej
102 =20 = 2 = 2,
Yy = _97

51
2x+6y+4z:5:>x:?,

in resitev sistema je z = 52—1,y =-92z=2

9. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enacb

T+ 3I2 + 5I3 = 14,
—2331 — I3 = —7,
2!E1 + 31‘2 —I— T3 = 13
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Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

I 3 5| |m 14
-2 0 -1 To| = -7 s
2 3 1] |x3 13

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 3 5 1 3 5 1 3
2 3 1 0 -3 -9 0 0
1
L=1|-2 1
2 —11
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 Y1 14
—2 1 Ya| = —7 s
2 -1 1] |y 13

torej

hn = 147
2y +yp = —T =y =21,

1 9
2y1—§y2+y3:13:>y3:—§.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz =y,

06 9| |zl =]21],
0 0 —% T3 —%
torej
‘T3:17

629 + 923 = 21 = 29 = 2,
T1 + 3z + br3 =14 = 21 = 3,

in resitev sistema je x = [3,2,1]7.

17
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10. S pomocjo LU razcepa resi sistem linearnih enacb

T1+3x0+ x4 =1,

T1 4+ 229 — 223 + x4 = 2,
—2x1 — 4xy + 313 = 3,

2x1 + 519 — 223 + 314 = 1.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

13 0 1] [x 1
1 2 =2 1| |z 2
-2 -4 3 0] |23 317
2 5 =2 3] |y 1

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 3 0 1 1 3 0 1 1
. 1 2 =21 0 -1 =2 0 0
-2 -4 3 0 0o 2 3 2 0
2 5 =2 3 0 -1 -2 1 0
1
1 1
L -2 =21
2 1 01
Zdaj resimo sistem Ly = D,
1 Y1 1
1 1 Ya| 2
-2 =21 Ys N 37
2 1 0 1] |ys 1

torej
91:17
y1+y2:2:>y2:1,
=291 =2+ ys=3=>y3 =171,
2+ tyu=1=y, = —2.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 3 0 1][=n 1
0 —1 =2 0| |z |1
0 0 —1 2| |z |7]
0 0 0 1) |z [-2

18
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torej

Ty = —2,
—x3+ 22, =7= 23 =—11,
—1'2—21’3:1:>£L'2:21,
1+ 3+ x4 =1= 21 = —60,
in resitev sistema je z = [—60,21, —11, —2|7.

11. Izracunaj LU razcep z delnim pivotiranjem danih matrik:

(a)

0 3
=l
(b)
01 3
B=11 01
1 00
Resitev.
(a)
0 3
1=l 3

zamenjamo 1. in 2. vrstico,
27 01
A=l i -
in naredimo korak LU razcepa,

2 7 1
AN[O 3]_U’L_lo 1]'

(b) _
01 3
B=1]1 0 1
1 0 0]
zamenjamo 1. in 2. vrstico,
1 01 1
1 00 i 1

19



in naredimo korak LU razcepa,

10 1 1
B~01 3|=UL=101 |.
00 —1 101

12. Izracunaj LU razcep z delnim pivotiranjem za matriko iz tocke [Ig]

Resitev.
1 4 2 3
1 210
G = 2 6 3 1}’
0014
zamenjamo 1. in 3. vrstico
2 6 31 1
1210 1
Sl PR R
00114 1
in naredimo korak LU razcepa,
2 6 3 1 2 6 3 1
1
e | A W A
0 1 % g o 0o o 2}’
0o 0 1 4 0 0 1 4
1
1
= 1
L=1% :
; —11
0 O 1
zamenjamo 3. in 4. vrstico,
2 6 3 1 1 1
0 -1 -1 -1 N
A R RS 11" E=10 0 1
00 0 2 1 5 101

13. S pomocjo LU razcepa z delnim pivotiranjem resi sistem Ax = b, kjer

Jje
2 4 1 5
A=1{4 —10 2|, b= |-8
1 2 4 13
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Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep z delnim pivotiranjem,

2 4 1 4 —10 2 4 —10 2 4 —10 2
A=14 —-10 2|~ |2 4 1| ~|0 9 O|~|0 9 0
9 7 7
1 2 4 1 2 4 0 35 3 0 0 3
1
1
=l
i 2 1
Zamenjali smo 1. in 2. vrstico, zato je
1
P=1
1
Resimo sistem Ly = Pb,
1 U1 -8
L=|3 1 | lw|=|5],
torej
y1:_87
1
§y1+y2:5:>y2:9,
: +1 +ys =13 = _ A
491 292 Ys = y3—2.

Resimo sistem Ux = y,

4 —10 2| [z -8
0 9 0|z =19/,
0 0 If |z z
torej
7 21
51‘3 = ? = T3 = 3,
929 =9 = 29 =1,
4r; — 102y + 203 = -8 = 11 = —]_,
in resitev sistema je torej x = [—1,1, 3]7.
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14. S pomocjo LU razcepa z delnim pivotiranjem resi sistem linearnih enacb

21’1 + 4I2 - 2.7)3 = 67
1+ 3z + dx3 = —1,
5[E1 + 2ZE2 = 2.

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep z delnim pivotiranjem,

2 4 =2 52 0 5 2 0
A=11 3 4|~ 1 3 4|~|0 8 4],
52 0 2 4 -2 0 £ -2
1
_ |1
L= 5 1
: 1
Zamenjali smo 1. in 3. vrstico. Zdaj zamenjamo 2. in 3. vrstico, zato
je
1
P=]1
1
Nadaljujemo z razcepom,
5 2 0 5 2 0 1
AmO?—ZwO%—ZzU,Lz%l
i3 45 113
0 3 4 00 3 15 1
Resimo sistem Ly = Pb,
1 U1 2
L= % 1 Ya| = 6 y
13
5 16 L1 s —1
torej
y1:27
2 +y,=06= _ 2
53/1 Y2 = Y2 = 5
1 +13 = 1 = e = 45
5y1 16?42 Ys = Ys = g
Resimo sistem Uz = y,
5 2 0] [z 2
0 ¥ 2| |z 26 ,
0 8 45 :L“j, 5@



15.

torej

133:—1,
16 26
€$2—2$3:€:>£1}'2:1,
921 + 229 = 2 = 21 = 0.

ReSitev sistema je torej x = [0,1, —1]T.

Resi sistem s pomocjo LU razcepa s kompletnim pivotiranjem:

1 -2 1 T 1
—2 4 2| |3 2

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep s kompletnim pivotiranjem

1 -2 1
A=|0 2 2|,
—2 4 2

zamenjamo 1. in 3. vrstico, 1. in 2. stolpec,

4 =2 2 1 1
A=|2 o0 2[,P=| 1 |,Q=]
-2 1 1 1 1

Naredimo korak LU algoritma brez pivotiranja,

4 -2 2 1
A~10 1 1|, L=1|1 1 :
0 0 2 —% 1
zamenjamo 2. in 3. vrstico, 2. in 3. stolpec,
4 2 =2 4 2 =2 1
A~10 2 0|~|02 0|=UL=|—-3 1 |,
01 1 00 1 : 31
1 1
P=11 , Q=11
1 1
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16.

Resimo sistem Ly = Pb,

1 Y1 2
=T
: oz sl 4
torej
y1:2a
1
S tr=1l=p=2
1 1
*y1+*y2+y3:4:>y3:2'
2 2
Resimo sistem Uz = y,
4 2 =21 |7 2
0 2 0] |z =12|,
0 0 1] |z3 2
torej
‘%3_27

2@2:2:>i'2:1,
45]1+2i’2—2f3:2:>j1:1,

in resitev sistema je z = Q7 = [2, 1, 1]%.

Izracunaj det A z uporabo LU razcepa,

2 1 =2 1

2 1 -4 2
A= 3 -2 3 -1’

-1 3 -1 1

in prestej stevilo operacij.

Resitev. Izracunajmo LU razcep matrike A,

2 1 -2 1 1

00 -2 1 11
A~ 7 s, L1= 1 3

0 =3 6 = 2,

0 5 -2 3 —3
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Ker bi morali deliti z 0, uporabimo pivotiranje in zamenjamo 2. in 3.
vrstico,

2 1 -2 1 1 1
0 -2 6 -2 31 1
A~y o —2 0BT I Kl I
7 3 1
o I -2 3 —1 1 1
Nadaljujmo z LU razcepom,
2 1 -2 1 2 1 -2 1 1
0 —3 6 —2 0 —2 6 =2 R
Al 00 22 Yo o0 =2 |71 0 0
0 0 4 -1 00 0 1 -3 -1 -21

Velja PA = LU, torej det(PA) =det P-det A =det L - det U,

—1-detA:1-<2- (—2)-(—2)-1) = 14,

torej je det A = —14. Ker smo enkrat menjali vrstici, je det P = —1.
Ce bi menjali sodo Stevilo vrstic, bi bila det P = 1.

Stevilo operacij, ki so potrebne za izrac¢un det A, je

2 3 2

3" +O0(n*)+n—1.

—_— det U
LU razcep

. Sestavi uc¢inkovit algoritem za LU razcep brez pivotiranja tridiagonalne
matrike

aq bl
Cy Q9 bQ
A C3 ds b3
Cn—1 Qp-1 bn—l
L Cn an J
in prestej stevilo operacij.
Pomagaj si s primerom na matriki
1 3 00
4 5 2 0
B = 0 2 1 6|
001 2
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Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep matrike B,

1 3 00 13 0 O
B 0 -7 2 0 0 -7 2 0
0 2 16 0 0 % 6
0 0 1 2 0 0 1 2
1
4 1
L=l —2 1
0 0 L 1
Torej je matrika L oblike
1
ly 1
L gn
matrika U pa oblike
_Ul U1
U V2
U —
Up—1
[zracunajmo produkt, saj hocemo A = LU,
[ uy (4 0
lyuy  Lavy + Uy U2 0
0 lsu l3vy + 1 v
LU — 3U2 302 3 3
gnflunf2
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0O -7 2 0
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20
00 0 -2
1_
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18.

zdaj pa primerjajmo istolezne elemente matrik,

Vi = bi?
u; = ag,
Co
62 =
Uy

Up = ag — lovy,

v 1—ti vrstici dobimo:
C;
it = ¢; = {; = )
Ui—1

E,-Ui_l +u; =a; = u; = a; — &Ui_l.

Algoritem je torej
up = ay, vy =b
1=2,3,...,n
V; = bl
L= G
b = Uj—1
u; = a; — livi—

g > W N -

Prestejmo sStevilo operacij: v ¢etrti vrstici algoritma imamo 1 deljenje,
v peti vrstici pa 2 operaciji (mnozenje in odstevanje). Stevilo operacij
je torej enako

zn:3:3(n—1):3n—3.

=2

Za polno matriko je Stevilo operacij 2n® + O(n?).

Resi sistem Ax = b, kjer je A tridiagonalna matrika, in prestej stevilo
operacij. Pomagaj si z rezultatom iz naloge

Resitev. Sistem bomo resili v treh korakih,

(a) LU razcep,

A= LU,
(b) prema substitucija,

Ly =b,
(c) obratna substitucija,

Ur=y
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Najprej resujemo sistem Ly = b,

1 n by
€2 1 Y2 b2
ls ys| = |bs ;
L gn ]‘_ _y’/’l_ _bn
Yy = bla

Oy + Yo = by = yo = by — Loy,
l3ys + Y3 = by = y3 = by — L3y,
1—ta vrstica:

Ciyia +yi = by = yi = by — Ly,

Algoritem je torej:

1 yni=0b
2 i=23. ..n
3 Yi = by — Ly

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2(n — 1) = 2n — 2.
Zdaj resimo Se sistem Ux =y,

ur V1 x1 Y1
Uy V2 T2 Y2
T3 = |Y3
Up—1 Un—1 : .
L un _ _:En _yn_

Yn
UpTp = Yp = Tp = —,

n

Up-1Tn—1 + Vp1Tp = Yn-1 = Tp-1 =
Up—1

Yn—2 — Un—2Tp—1

Yn—1 — Un—1Tn

?

Up—2Tpn—2 + Vp_2Tp_1 = Yp—2 = Tp_g =
Up—2

. . Yi — ViZit1
1—ta vrstica: r; = ———,
U
in algoritem je:
1 T, =

Un
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2 t=n—1,n—-2...,1
o YiTUiTi4
3 =T

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo je

n—1

14) 3=1+43(n—1)=3n-2,
=1

torej za resitev celotnega sistema potrebujemo

3n+O(1)+2n+0O(1)+3n+O(1) =8n+ O(1)

LU razcep prema subst. obratna subst.

operacij.
Da algoritem deluje, morajo biti vsi u; # 0. Kdaj se zgodi, da je kaksen
u; = 07 Oglejmo si determinanto

det A=det L -detU =1-ujusy---uy,,

torej je nek u; = 0 & det A = 0, kar pomeni, da A ni obrnljiva in
imamo tezave z resevanjem sistema. Takrat ni resitve ali pa jih je
neskon¢no, taki sistemi pa nas ne zanimajo.
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