NALOGE IZ NELINEARNIH ENACB

. Resi enacbo .

1+a22
z Newtonovo iteracijsko metodo. KolikSen je red asimptoticne konver-
gence 7 IzraCunaj stacionarno tocko a drugega reda (—a = g(a)) in

preizkusi ali je interval [—q, ] interval globalne konvergence.
. Izracunaj prve tri pozitivne korene enacbe x = 8sin x.

. Pokazi, da za integral

1
I.(a) = el/ " teetdx
0
velja rekurzivna relacija
L(a)=1—(n+a)l,_1().
Izracunaj I,,(0.5), n=0,1,...,12 (1y(0.5) = 0.4619).

. Enacbo
z*f(z) =0 f(0)#0 a>0
resujemo z Newtonovo iteracijsko metodo. Za katere vrednosti parame-

tra « je red asimptoticne konvergence kvadraticen, za katere linearen
in za katere zaporedje priblizkov ne konvergira k resitvi enacbe z = 07

. Izracunaj prvih deset clenov zaporedja, ki je definirano z

N

Yk+1 = 9 ’ Yo = ]-7

na osem decimalnih mest natanéno.

. Enacbi sinx = 0 in tanx = 0 imata iste resitve ay, = km, k € Z. Doloci
intervale I, = (kw — d, km + §) za vsako enacbo, kjer iz xo € I, sledi
lim,, ., = ay, Ce reSujemo enachi z Newtonovo metodo.

~ 2_ ~ . o v . ~ . .
. Enacbo =% = 0 resujemo z Newtonovo metodo. Pois¢i najvecji in-

terval I za katerega velja zo € [ = limx, = y/a. Poiséi stacionarno
tocko drugega reda. Doloci interval divergence.

. Prepricaj se, da velja

¢ o vV1+tan?a —1
an — =
2 tan o

Ce oznac¢imo s tana,, = t,, «a, = zn71, dobimo rekurzijo

VIt -1 .

that = , t =
n+1 tn 1

Ker je lim,_.q ta;“” =1, sledi

lim 2", =«

n—oo

Izracunaj $tevilo 7 na 9 decimalnih mest natanéno. (2'7t4 = 3.14159265).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. Ce v formuli

Lo \/1—\/1—sin204
sin — =
2 2

0znacimo s, = sin a,, in vzamemo za «,, = g, dobimo

N

=1
2 9 51

Sn+1 =

Ker velja
sin =~
lim = —2 =1

n—oo 2_17,

je lim,, o 2"s, =7 .
Izracunaj stevilo m na devet decimalnih mest natancno. (215315 =

3.14159265).
Prepricaj se, da zaporedja a, = % zadosca rekurziji

1
n+1

any1 = n(a, — ), a; =1

Razlozi, kako bi racunal prvih 20 ¢lenov tega zaporedja z uporabo re-

kurzije.

sinx

Izracunaj prve tri pozitivne ekstremne tocke funkcije f(z) = 2=,

Pri rekurziji
_ 2 2,3
Tpi1 = 3T, — 3ax;, +a‘x,, o (a #0)

ugotovi negibne tocke. Katere so privlacne in katere odbijajoce? Ce
je katera privlacna, ugotovi red asimptoticne konvergence! Ce je zapo-
redje konvergentno, doloci interval, kjer je izpolnjen pogoj

g(x) = g(a)

0<

<1

in je zato zaporedje {x,} monotono.

Funkcije fi(z) =a2* —a , fo(x) =2 —2 in f3(z) =1—% imajo
nicli z; » = £4/a. Analiziraj globalno konvergenco Newtonove metode,

ki jo priredis tako definiranim funkcijam.

Ugotovi red asimptoti¢ne konvergence v okolici korenov enacbe
2¢* — 132° + 302% — 292 4+ 10 = 0
¢e jo resujemo z Newtonovo metodo.

Denimo, da raéunamo nicle polinoma p(r) = x*+323 —4x z Newtonovo
metodo. Ugotovi red asimptoticne konvergence k vsaki nicli posebej in
preizkusi z xg = —1.9, 20=0.2, z¢9=1.1



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

.. . 1 g2n o
Pokazi, da integral I, = fo 2127z zadosca rekurziji

1 1
I, = — a2[n,1, Iy = —arctan —
2n —1 a a

Izracunaj prvih deset ¢lenov tega zaporedja za a = 4 in a = 0.5!

Ocitno ima enacba z = asinx za a > 1 resitev na intervalu (0, 7).
Poisci tako resitev za a = 3. Za katere a mores racunati z iteracijo

Try1 =asinz, 1z € (0,7)

Navodilo: Iteracijska shema je konvergentna tedaj, ko velja za negibno
tocko a = g(a) ¢'(a) = |acosal] < 1. Mejna tocka zadosca torej
sistemu enacb

a=asina acosa = —1

ki ga resi tako, da racunas

1
cos

a = — a=—tan«

Poisci vse realne negibne tocke rekurzije

3az? + a?

Tn+1 = 3 0.
x3 + 3axy,

Ugotovi, katere so privlacne in katere odbijajoce! Koliksen je red asimp-
toticne konvergence?

Ocitno za vsak 0 < p < 7 velja
Tpp1 = PCOSTy, g € [—m, 7] = {x,} C [—m, 7]

Za katere vrednosti parametra p so negibne tocke privlacne? Resi
enacbo x = 2.32cos x.

Ugotovi negibne tocke za funkcijo g(x) = ax — 23 pri a > 1. Za katere
vrednosti parametra a so negibne tocke privlacne in za katere ne? Za
katero vrednost parametra a je red asimptoti¢ne konvergence zaporedja
{z,} proti negibni tocki « vsaj kvadraticen (p > 2)?

Enacbi 23 — 1022 + 10z + 1 = 0 priredis diferenéno enacbo
Tpg3 — 10240 + 102541 + 2, =0 Zo, T1, T2

Pokazi, da za poljubne x, 21, 22 kvocient *** konvergira proti najvecjemu
n

korenu kubi¢ne encbe. Izracunaj na 5 decimalnih mest natan¢no najvecji

koren zgornje enacbe! Razlozi, kako bi izracunal najmanjsi koren!

N(|z| + Re(z)) = Im?(

- .
R / R
Vz= Z| * —i—zszgn (Im(z |Z| e(z

Izracunaj /5523 — 0.00345: v/ —5523 + 0.00345:

Prepricaj se, da je (|2




23.

24.

25.

26.

27.

28.

Prepricaj se, da

1
I, = 7r/ " sin mrdx
0

zadoSca diferenéni enacbi

Izracunaj prvih deset ¢lenov tega zaporedja.

Ce poznamo stranico s, pravilnega n-kotnika, ki je vértan v krog s
polmerom r = 1, velja za stranico sy, rekurzija

Son — 2—\/4—8%

Ce vzames za s¢ = 1 in upostevas, da zaporedje ob,, = ns, konvergira
k obsegu kroga ob = 27, izrac¢unaj Stevilo m na devet decimalnih mest
natancno.

Naj bo f analiticna funkcija. Pokazi, da z iteracijsko metodo

f(z,) "
f(@,)’ ’

izracunas pol funkcije f(x), ¢e je le xy dovolj dober priblizek. Pokazi
tudi, da je vsaka nicla funkcije f odbijajoca negibna tocka za g(z) =

/()
T A Fi@y

Try1 = Tp +

Prepricaj se, da sh(nd) in ch(nd) zadoscata rekurziji
Yn+1 — QCh(d)yn + Yn—1 = 0

Ce poznamo ch(d) in sh(d), lahko tabeliramo obe funkciji v ekvidis-
tantnih tockah z, =nd, n=20,1,....

Kako bi tabeliral funkcijo y, = ch(nd) — sh(nd)? Preizkusi za n =
0,1,...,15, e je d = 0.5 in sh(0.5) = 0.521095 ch(0.5) = 1.127626 .

Poisci prva dva pozitivna korena enacbe
e ¥ =4sinx

z navadno iteracijsko metodo.

Za rekurzijo

22+ 3a
322 + a

Tp+1 = T

a) Izracunaj negibne tocke!
b) Katere so privlacne in katere odbijajoce?
c) Ugotovi red asiptoti¢ne konvergence!

d) Doloci interval globalne konvergence |%| <1



29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.
37.

38.

Razlozi, kako bi racunal vrednosti funkcije

V24222 -2 —a?

. r=1, 1073, 107° 107"
X

f(x)

Dana je rekurzija

33

Tpy1 = alz, —22) 30 €[0,1] 1<a< T\/_
Poisci negibne tocke ! Pri katerih pogojih so privlacne. Pokazi, da je
za xg € (0,1) zaporedje {z,} C (0,1). Preizkusi za a = 2.1 x4 = 0.6.

Ugotovi negibne tocke diferen¢ne enacbe

325 + bawy,

, T
S5z} + 3a 0

Tnt1 =

katere so privlacne in katere odbijajoce? Koliksen je red asimptoticne
konvergence? Pokazi, da je za a > 0 in xg > 0 zaporedje monotono!

Razlozi, kako bi racunal vrednosti funkcije

VAt —VA—a?

- r=1 =103 2z=10"

()

T

Poisci partikularno resitev diferencne enache

1
Yn+1 = — — NYn
n

ki je omejeno zaporedje. KolikSen je prvi ¢len y; tega zaporedja ?
Poisci pozitivne korene enacbe e* = 4.9sin z.
Ugotovi realne negibne tocke diferenc¢ne enacbe

4
x, + 2ax,

)
3 Y
2z0 4+ a

Tnt1 =

katere so privlacne in katere odbijajoce? KolikSen je red asimptoticne
konvergence? Pokazi, da je za a > 0 in 2y > 0 zaporedje monotono!

Poisci prve tri pozitivne korene enacbe ﬁ = bsinx.
Izracunaj negibne tocke za

222 + x, + 1

frt = 3z, +1

in ugotovi katere so privlacne in katere odbijajoce. KolikSen je red
asimptoti¢ne konvergence in dolo¢i intervale globalne konvergence.

[zracunaj prve tri pozitivne korene enache 4sinx = %



39.

40.

41.

42.

43.

44.

1=/ 1—sin? o

e . . 2« . . - .« .
Prepricaj se, da je sin 5 = — 5 In1zracunaj 1z
Ont1 = 7 Qo = g
1—+1-—s, 1
Sn+1 = 9 So = 1

Pri katerem ¢lenu je |£22 — 1| < 10787

Qn

Pokazi, da je za Newtonovo iteracijsko metodo pol funkcije f(x) odbi-
jajoca negibna tocka.
Navodilo: zapisi

fla) = 29 e £0
in pokazi, da je ¢'(a) > 1.

Diferenc¢na enacba
1
a1 — (n+ 1+ ﬁ)an +ap,-1 =0

ima eno resitev a,, = n!. Obstaja pa tudi druga resitev, ki je padajoce
zaporedje (zakaj). Izracunaj prvih dvanajst ¢lenov drugega zaporedja
z zacetnim Clenom ag = 1!

Prepricaj se, da velja za

naslednja rekurzivna relacija
2n+ 1)1, =2vVa+1—2anl, ,, Iy=2(a+1-+/a)
[zracunaj prvih dvanajst ¢lenov tega zaporedja z a = 20.

[zracunaj negibne tocke za

2x, — 1
Ty

Ugotovi, katere so privlacne in katere odbijajoce. KolikSen je red asimp-
toticne konvergence.

Dano je pozitivno realno stevila a, katerega kubi¢ni koren bi zeleli
izracunati iterativno.

a) Doloci parametre p,q in r v rekurziji

.
+—,
n

Tp+1 = Py + Zo

4
2
Tn

tako, da bo negibna tocka o = /a, a > 0 privla¢na oziroma, da
bo imelo zaporedje priblizkov red asimptoti¢ne konvergence p = 3.



45.

46.

47.

48.

49.

b) Izracunaj realne negibne tocke za

1 5a a?
Tpt1 = §(5$n + [E_2 - QU_S)

Ugotovi katere so privlacne in katere odbijajoce. Doloci inter-
val globalne konvergence za privlacne tocke. (Navodilo: Resi ne-
enacbo 0 < % < 1 s ¢imer dolocis interval monotone konver-
gence.).

Izracunaj vse korene enacbe

at = e”

z navadno iteracijsko metodo na pet decimalnih mest natancno.

Enacbo 22 — 52+ 1 = 0 lahko zapisemo v ekvivalentni obliki 22 = 5— %
Izracunaj vse korene te enacbe z navadno iteracijsko metodo na pet
decimalnih mest natanéno!

Prepricaj se, da so reciproéni koreni enacbe z3 — ax + 1 = 0 koreni
enacbe 7° — ax® +1 = 0.

Izrac¢unaj najmanjsi koren enacbe x® — 5z + 1 = 0 tako, da z Bernoul-
lijevo metodo izra¢unas najveéji koren enacbe x® — 522 +1 = 0.

Doloéi intervale, ki vsebujejo natanko eno ni¢lo polinoma ps(z) = 2% —

322 — 1, tako, da vzames za py(x) = p4(z) in tvoris Sturmovo zaporedje
kot ostanke pri deljenju

Prt1 () = q(@)pr(x) — pre-1(2)
Oceni za polinom ps(x), ki je definiran rekurzivno z
prr1(®) = (v — ap)pr(w) — bgpr—1(x) p-1(z) =0 po(x) =1
kjer vzames za
a=1{2,1,0,1,2} b={1,1,1,1,1}

lego nicel tako, da upostevas, da tvorijo {po, . . . ps } Sturmovo zaporedje.
Upostevaj, da so vse nicle na intervalu [—2, 3] (zakaj?).



NALOGE IZ LINEARNE ALGEBRE

. Razlozi, kako bi izracunal ||A||? = max\;(ATA) s poten¢no metodo,

ne da bi racunal ATA. Kako bi z inverzno iteracijo racunal ||A~1||,.
1 10

o ]

Preizkusi za matriko A = [

. Zapisi algoritem za razcep matrike A reda n x n v produkt LQT, kjer
je @ ortonormirana in L spodnja trikotna matrika, z Gram-Schmidtovo
ortogonalizacijo vrstic matrike A.

. Dana je matrika

21000
1 1100
A=]101 01 0
00111
00012

Po Gerschgorinovemu izreku velja za vse lastne vrednosti —2 < \; <
3 (Zakaj). Ugotovi z upostevanjem, da tvorijo determinante glavnih
minorjev Sturmovo zaporedja, Stevilo lastnih vrednosti na intervalih
(t,i+1), i=-2,---,2.

. Zapisi algoritem za razcep matrike A reda m xn m > n v produkt
QU, kjer je () ortonormirana matrika reda m x m in U zgornja trikotna
matrika reda m x n. (Z rotacijskimi matrikami RT mnoZi matriko A

tako, da bo produkt R% ... RTA=U).

. Dana je simetri¢na tridiagonalna pozitivno definitna matrika A. (a;; =
di, @iy1; = ;41 = b;) Zapisi algoritem za razcep matrike A v pro-
dukt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Choleskega.
Nato izracunaj matriko B = UU”. Pokazi, da je matrika B simetri¢na,
pozitivno definitna in podobna matriki A !

. Resi sistem linearnih enacb Az = b, za

1 2 4 2 7
1 4 2 10 12
A= 1 4 2| b= 14 |7 b= 12
1 2 4 12 7
Ce nima resitve poisci min, || Az — b|ls, min ||z]|o.

. Zapisi algoritem za resevanje linearnega sistema Az = d kjer je matrika

A oblike ~ ~
a; b f
Coy Q2 bg 0
A= C3 . 0
bn—1
Cn Gp

Upostevaj, da je matrika podana s tremi vektorji a, b, ¢ in skalarjem f.

8



10.

11.

12.

13.

. Preveri, da sistema linearnih enach Ax = b, kjer je

A:

W N =
N — W
_= W N

ni mogoce resevati z Seidlovo iteracijsko metodo! Ali najdes z zame-
njavo vrstic tak sistem, da je zanj Seidlova iteracijska metoda konver-
gentna?

. Dana je simetricna matrika A. Zapisi algoritem za razcep matrike C'

o-[44

v produkt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika po metodi Chole-
skega. Pri katerih pogojih je matrika C pozitivno definitna ?

Pokazi, da imata matriki A7 A in AA” iste lastne vrednosti \; z izjemo
A= 0.

Preizkusi za primer

A:

—_ = =

1
2
3

Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika. Pokazi, da je matrika

1
B=A-—aa

a11

kjer je a, prvi stolpec matrike A, tudi simetricna pozitivno definitna.

Navodilo: Pokazi s protislovjem in upostevaj, da je matrika B oblike

0 07
o0 5]

. . . . . I B
Zapisi algoritem za razcep simetri¢ne matrike A = [ BT 1 vV pro-

dukt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Choleskega.
Pri katerih pogojih je matrika A pozitivno definitna ?

Za katere vrednosti realnega parametra a je Jacobijeva in za katere
Seidlova iteracijska metoda konvergentna:
111
A=11 a 1
1 1 a

Navodilo: Pri obeh metodah je A\ = % lastna vrednost iteracijske ma-
trike.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Zapisi algoritem za razcep tridiagonalne matrike A(a;; = di, @441 =
bi, aiy1; = ¢;) v produkt LU, kjer je L spodnja in U zgornja trikotna
matrika, po Gaussovi eliminacijski metodi. Izra¢unaj matriko B = UL
in pokazi, da je podobna matriki A. Primer d; = 2,i=1,...,5 b, =
=1 1i=1,....,4

[zracunaj matriki

30 20 15
A=120 15 12
15 12 10

inverzno matriko tako, da resis sistem AX = [ z Gaussovo eliminacijsko
metodo. Koliksno je stevilo obcutljivosti condy(A) ?

Zapisi algoritem za razcep matrike A reda m xn m > n v produkt
QU, kjer je () ortonormirana matrika reda m x m in U zgornja trikotna
matrika reda m x n. (Z rotacijskimi matrikami RT mnozi matriko A
tako, da bo produkt RY ... RTA=U).

Dana je simetri¢na tridiagonalna pozitivno definitna matrika A. (a;; =
di, Qiy1; = ;41 = b;) Zapisi algoritem za razcep matrike A v pro-
dukt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Choleskega.
Nato izracunaj matriko B = UU”. Pokazi, da je matrika B simetri¢na,
pozitivno definitna in podobna matriki A !

Zapisi algoritem za razcep matrike A redamxn m > n v produkt QU,
kjer je @ ortogonalna matrika (QTQ = diag(d;),) in U zgornja triko-
tna matrika, po Gram-Schmidtovi metodi za ortogonalizacijo stolpcev
matrike A. Kako bi resil problem mingcgn || Az — b||

Primer:
1 1 1 —1
1 2 4 9
A= 1 3 9 b= 3
1 4 16 21

Izra¢unaj x in kolikSen je min ||Az — b||. Prepricaj se, da je residualni
vektor r = Az — b ortogonalen na stolpce matrike A.

Pokazi, da za singularno matriko A pri reSevanju sistema Az = b no-
bena iteracijska metoda Nz"™! = Pz" +b A = N — P ne izpolnjuje
potrebnega in zadostnega pogoja za konvergenco p(M) < 1, kjer je
M=N"1pP.

Pokazi, da je Jacobijeva iteracijska metoda konvergentna za vsako si-
metricno pozitivno definitno matriko reda 2 x 2. Ali velja ta trditev
tudi za matrike visjega reda 7 Preizkusi na primeru

A:

S O ©
(G236 B @))
(S NG I @)

10



21.

22.

23.

24.

25.

Zapisi algoritem za razcep matrike A reda n x n v produkt LQ7T, kjer
je @ ortonormirana in L spodnja trikotna matrika, z Gram-Schmidtovo
ortogonalizacijo vrstic matrike A.

Napisi algoritem za razcep simetricne pozitivno definitne tridiagonalne
matrike

[ aq b1
b1 (05} bg
A= by
bn—l
bn—l Qn

v produkt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Chole-
skega. Izracunaj matriko B = UU” in pokaZi, da je podobna matriki
A.

: : 2 0
Dana je matrika A = { 3 9 ]

(a) Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.
(b) Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje u; matrike AT A.

(c) Preizkusi, da sta ¢; = Au;,i = 1,2 ortogonalna vektorja.
Teoreticna naloga. Za vsako matriko A reda m xn, m > n velja

(a) Pokazi, da imata matriki AT A in AAT iste lastne vrednosti z izjemo

(b) Naj bodo u; lastni vektorji matrike AT A. Pokazi, da so ¢ =
Augyi=1,...,n ortogonalni vektorji.
.. o . . . B O
Razlozi, kako bi racunal lastne vrednosti simetri¢cne matrike A = o C

reda n, kjer sta B in C kvadratni matriki reda p in n — p Kaksni so
lastni vektorji in lastne vrednosti matrike A. Preizkusi za

9510 0 21000
120 0 12000
A= , A=1[100 2 1 0
00 21
00 1 2 00121
0001 2
Resi sistem linearnih enacb Ax = b, za
113 11
A=11 2 2|, b=1|20
1 31 23
Ce nima resitve poidéi min, || Az — b, min ||z|]5.

11



26.

27.

28.

29.

30.

31.

Zapisi ekonomicen algoritem za racunanje matrike X = UT AU, kjer je
A simetri¢na in U zgornja trikotna matrika.

Navodilo:
Ut o A a U u X z
ul v a’ o 0 v = | 27 ¢
Ali je za matriko
3 21
A= 1 30
-1 3 3

Seidlova iteracijska metoda konvergentna?
Prizkusi za b in zacetni priblizek xg

6 0
b= 4 Ty — 0
5) 0

Za katere vrednosti parametra a je za matriko A Seidlova iteracijska
metoda konvergentna?

Q

1
A=1| «a

CL2

SIS
—

Izracunaj lastne vrednosti matrike A7 A in matrike

O AT 2 0
=[G 0] =[5

Razcepi matriko

10 0 0
121 0 0
A=|012 1 0
(000 1 2]

a) v produkt LU po Gaussovi eliminacijski metodi
b) v produkt UTU po metodi Choleskega.

Dana je matrika

21000
11100
A=|101 010
00111
00012

Po Gerschgorinovemu izreku velja za vse lastne vrednosti —2 < \; <
3 (Zakaj). Ugotovi z upostevanjem, da tvorijo determinante glavnih
minorjev Sturmovo zaporedja, Stevilo lastnih vrednosti na intervalih
(t,i+1), i=-2---2.

12



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Resi sistem linearnih enacb Az = b, za

1 2 4 2 7
1 4 2 10 12
A= 14 2| b= 14 |7 b= 12
1 2 4 12 7
Ce nima resitve poisci min, || Az — bl|s, min ||z||z.

Zapisi algoritem za reSevanje linearnega sistema Az = d kjer je matrika
A oblike

[ ar b / ]
Coy Q9 b2 0
A= C3 0
bn—l
- cn an -

Upostevaj, da je matrika podana s tremi vektorji a, b, ¢ in skalarjem f.
Pokazi, da velja

lzy" e = N2y ll2 = llzll2lly]l2
Pokazi, da veljajo naslednje neenakosti

lzlla - <lzly < v/nlll.
17llo < l2ll2 < v/l
[2llee <zl < 7flzflo

Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika. Pokazi, da za polju-

ben i # k velja |a;| < \/aiakk-

Preveri, da sistema linearnih enacb Ax = b, kjer je

1
A= 2
3

N — W
— W N

ni mogoce resevati z Seidlovo iteracijsko metodo! Ali najdes z zame-
njavo vrstic tak sistem, da je zanj Seidlova iteracijska metoda konver-
gentna?

Dana je simetricna matrika A. Zapisi algoritem za razcep matrike C'

<[44

v produkt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika po metodi Chole-
skega. Pri katerih pogojih je matrika C pozitivno definitna ?
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

Pokazi, da imata matriki AT A in AAT iste lastne vrednosti \; z izjemo

Preizkusi za primer

11

A=1]1 2

1 3
Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika. Pokazi, da je nenicelna
podmatrika B matrike

1
B=A-—aa

aii
kjer je a, prvi stolpec matrike A, tudi simetri¢na pozitivno definitna.
Navodilo: Pokazi s protislovjem in upostevaj, da je matrika B oblike

0 oF
o-[0 %]

I B

Zapisi algoritem za razcep simetri¢ne matrike A = [ BT | } vV pro-

dukt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Choleskega.
Pri katerih pogojih je matrika A pozitivno definitna ?

Za katere vrednosti realnega parametra a je Jacobijeva in za katere
Seidlova iteracijska metoda konvergentna:

1 1
A=1|1 «a
1 1

Q ==

Navodilo: Pri obeh metodah je A\ = i lastna vrednost iteracijske ma-
trike.

Izracunaj matriki

30 20 15
A= |20 15 12
15 12 10

inverzno matriko tako, da resis sistem AX = I z Gaussovo eliminacijsko
metodo. Koliksno je stevilo ob¢utljivosti condo(A) ?

Zapisi algoritem za razcep matrike A redamxn m > n v produkt QU,
kjer je @ ortogonalna matrika (QTQ = diag(d;),) in U zgornja triko-
tna matrika, po Gram-Schmidtovi metodi za ortogonalizacijo stolpcev
matrike A. Kako bi resil problem mingegn ||Azx — b||

Primer:
1 1 1 —1
1 2 4 9
A= 1 3 9 b 3
1 4 16 21

Izracunaj x in koliksen je min ||Az — b||. Prepricaj se, da je residualni
vektor r = Ax — b ortogonalen na stolpce matrike A.
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45.

46.

47.

48.

49.

Pokazi, da za singularno matriko A pri reSevanju sistema Az = b no-
bena iteracijska metoda Nz = Pz" +b A = N — P ne izpolnjuje
potrebnega in zadostnega pogoja za konvergenco p(M) < 1, kjer je
M=N"1pP.

Pokazi, da je Jacobijeva iteracijska metoda konvergentna za vsako si-
metricno pozitivno definitno matriko reda 2 x 2. Ali velja ta trditev
tudi za matrike visjega reda ? Preizkusi na primeru

A:

S O ©
(2 3G B @))
S Ot Oy

Napisi algoritem za razcep simetricne pozitivno definitne tridiagonalne
matrike

aq b1
b1 a9 bg
A= by
bn—l
bn—l Qn

v produkt UTU, kjer je U zgornja trikotna matrika, po metodi Chole-
skega. Izracunaj matriko B = UU” in pokazi, da je podobna matriki

A.

. : 2 0
Dana je matrika A = { 3 9 }

(a) Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.
(b) Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje u; matrike AT A.

(c) Preizkusi, da sta ¢; = Au;,i = 1,2 ortogonalna vektorja.
Teoreti¢na naloga. Za vsako matriko A reda m xn, m > n velja

(a) Pokazi, da imata matriki AT A in AAT iste lastne vrednosti z izjemo

(b) Naj bodo wu; lastni vektorji matrike ATA. Pokazi, da so ¢ =
Au;,i=1,...,n ortogonalni vektorji.
.. . .. . . B O
Razlozi, kako bi racunal lastne vrednosti simetriéne matrike A = o0 C

reda n, kjer sta B in C kvadratni matriki reda p in n — p Kaksni so
lastni vektorji in lastne vrednosti matrike A. Preizkusi za

510 0 2 100 0
L2 0 0 12000
A= , A=|00210

0021
00 19 00121
00012
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50.

o1.

52.

33.

Resi sistem linearnih enacb Az = b, za

11 3 11
A=1]12 2|, b= 20
1 31 23
Ce nima resitve poisci min, || Az — bl min ||z||z.

Zapisi ekonomicen algoritem za racunanje matrike X = UL AU, kjer je
A simetricna in U zgornja trikotna matrika.Navodilo:

Ut o A a U u X z
u’ v a’ « 0 v = | 2" ¢
Resi sistem enacb Ax = b, kjer sta
4 —6 2 4 12
-6 18 -3 -3 -3
A= 2 =3 17 —10 |~ b= —2
4 -3 —-10 15 25

tako da razcepis matriko A v produkt UTU po metodi Choleskega in
nato resis oba trikotna sistema.

Resi sistem enach Ax = b, kjer sta

0

— =
—_ = O
— O =
O = = =
S 00 ©

tako da razcepis matriko A v produkt LU z Gaussovo eliminacijsko
metodo in nato resis oba trikotna sistema.
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NALOGE IZ INTERPOLACIJE IN APROKSIMACIJE

. Funkcija je podana tabelari¢no

x|-3]-2]-110]12]3
yi3]12]1]011]2]3

a) Konstruiraj interpolacijski polinom
b) Konstruiraj aproksimacijsko funkcijo g(a, b; x) = a+ bx? po metodi
najmanjsih kvadratov.

. Zlepi poltraka
f(x) =2sgn(x), |z|>1

a) s polinomom ¢im nizje stopnje, da bo zlepek € C*

b) Tockama (—1,—2) in (1,2) dodaj kontrolni toc¢ki (—1 + h,—2) in
Se (1 — h,2) in naj Bézierova krivulja aproksimirala to funkcijo.
Narisi te krivulje za h = 1,2, 3.

. Za funkcijo, ki je podana tabelaricno

x| 01| 2] 3|7
y|10|125]20 |15 |7

a) Konstruiraj interpolacijski polinom py(z), izracunaj vrednost poli-
noma pri z = 6 in skiciraj njegov graf!

b) Aproksimiraj jo z empiri¢no formulo y = —%— in skiciraj graf te

a+bz?
funkcije!

. Tabeliraj funkcijo
65
fl@) = 422 4+ 1

v interpolacijskih tockah (—4,—1,0,1,4) in konstruiraj interpolacijski
polinom p4(z). Uredi ga po potencah x-a in skiciraj grafa funkcije f(x)
in py(x). Poisé tudi ekstremne tocke!

. Aproksimiraj tabelaricno podano funkcijo

x| 0] 1]2]3
y|35116]7]3 |1

z empiri¢no formulo y = ae® po metodi najmanjsih kvadratov.

. Za katere vrednosti parametra a je premica p(z) = ax+1 interpolacijski
polinom za funkcijo f(z) = e*. Izracunaj interpolacijske tocke za a =
3, a=0.2, a=1.

. Za katere vrednosti realnega parametra a, je polinom p(x) = z+a inter-

polacijski polinom za funkcijo f(x) = 3. V mejnih primerih izracunaj
interpolacijske tocke.
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10.

11.

12.

13.

14.

Za katere vrednosti realnega parametra a, je polinom p(r) = x? —

a interpolacijski polinom za funkcijo f(z) = x?. V mejnih primerih
izracunaj interpolacijske tocke.

Funkcija je podana tabelariéno

x(|-3]-2|-1]0|11]2/|3
yvi-4/-3|-2]-1/-2]-3|-4

a) Konstruiraj interpolacijski polinom, ki v danih interpolacijskih tockah
x; zavzame vrednosti y;

b) Konstruiraj aproksimacijsko funkcijo g(a,b;z) = acos? &+ bpo
metodi najmanjsih kvadratov.

V trikotniku (2,0), (0,2), (—2,0) konstruiraj lok, ki se dotika stranic
trikotnika v tockah (1,1),(—1,1)

a) kot Hermitov polinom (zlepek)

b) kot Bézierovo krivuljo

Tabelaricno podano funkcijo

vI31 171107

aproksimiraj z

a) z interpolacijskim polinomom

b) s funkcijo y = a + g po metodi najmanjsih kvadratov.

V ekvidistantnih tockah xq, z1, 22, x3, 24 so podane funkcijske vredno-
sti fo, f1, f2, f3, fa. Konstruiraj polinom ps(x) ki po metodi najmanjsih
kvadratov aproksimira podano funkcijo. Izpelji formulo za izracun pri-
blizka integrala te funkcije z integralom polinoma py(x) v mejah od x
do xy.

Primer:

x]01]02]03]04]05
vi1 ]| 2121

Konstruiraj tobogan, ki ima razliko med zgornjo in spodnjo tocko b
in razdaljo med zacetkom in koncem a. Na vrhu in na dnu naj ima
vodoravno smer.

Ali bi znal postaviti tak tobogan, da bi bili tudi ukrivljenost na zacetku
in na koncu enaki 07

Izpelji formulo za rac¢unanje ploscine odseka kvadratne Beziérove kri-
vulje z vozloma a , ¢ in kontrolno tocko b

1 1 1
p:§(axb)+6(axc)+§(b><c)
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15.

16.

17.

18.

19.

Za koliko,odstotkov se razlikuje ploscina elipse, ki je vértana v pravo-
kotnik ((1,-3),(1,3),(—1,3),(—1,—3)) od plosc¢ine lika, ki ga doloca
Beziérova krivulja s kontrolnimi tockami oglis¢ pravokotnika in se vozli
ujemajo z dotikalisci elipse.
Zlepi poltraka

f@)=lz|, || >1
s polinomom ¢immanjse stopnje, da bo zlepek iz C*'(R)(C?(R)).

Tobogan ima visino 4.2m nad vodo in se po Stirih metrih spusti na 1m
nad vodo. Na vrhu in na dnu ima vodoravno smer. Opisi tobogan z

a) zlepkom oziroma Hermitovim polinomom

b) Bézierovo krivuljo, kjer vzames za vozla tocki (0,4.2), (4,1) in kon-
trolni tocki (p,4.2), (4 — p,1).

c) Pri kateri vrednosti parametra p sta tangenti v tocki (2,2.6) za obe
krivulji enaki in kdaj je tangenta Bézierove krivulje v tej tocki
navpicna?

Tabelaricno je podana funkcija

x[-1]0]1
v10[1]0

za katero velja y'(—1) =3, /(1) = -3

a) Zapisi interpolacijski polinom p4(x), ki bo v teh tockah zavzel pred-
pisane vrednosti

b) Zapisi zlepek, ki ga sestavljata dva polinoma tretje stopnje

c) Tockama (—1,0) in (1,0) dodaj kontrolni tocki (—1 + h,3h) in Se
(1 — h,3h), da bo Bézierova krivulja aproksimirala to funkcijo
(potekala skozi tocko (0, 1)).

Dane so tocke

x(|-51-2|-110]1}|2]5
y|-721-12 | -12 |0 | 12| 12| 72

a) Konstruiraj interpolacijski polinom

b) Konstruiraj premico y = ax + b po metodi najmanjsih kvadratov.
Skiciraj grafa obeh aproksimacijskih funkcij.

V trikotniku (2,0), (0,2), (—2,0) konstruiraj lok, ki se dotika stranic
trikotnika v tockah (1,1),(—1,1)

a) kot Hermitov polinom (zlepek)

b) kot Bézierovo krivuljo
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Tabelariéno podano funkcijo

aproksimiraj z

a) z interpolacijskim polinomom

b) s funkcijo y = a + % po metodi najmanjsih kvadratov.

Funkcija je podana tabelaricno

x| -3]-1]0] 2 3
y|45|71]10]5.1]4.6

a
1+z2

Konstruiraj aproksimacijsko funkcijo g(a,b;x) = + b po metodi

najmanjsih kvadratov.

V trikotniku (2,0), (0,2),(—2,0) konstruiraj lok, ki se dotika stranic
trikotnika v tockah (1,1),(—1,1)

a) kot Hermitov polinom (zlepek)

b) kot Bézierovo krivuljo

Tabelariéno podano funkcijo

x| 1 ]2 47
v 31|17 107

aproksimiraj z

a) z interpolacijskim polinomom

b) s funkcijo y = a + g po metodi najmanjsih kvadratov.

Dani sta tocki (—1,0) in (1,0) . Dolo¢i kontrolne tocke Bézierove kri-
vulje (—=1,a), (1,a) tako, da bo ta krivulja potekala skozi tocko (1,0)
in aproksimirala polkroznico. Ugotovi, ali Bézierova krivulja oklepa
kroznico ali ne (kje je tocka Bézierove krivulje pri vrednosti parametra
t=0.25).

Konstruiraj tobogan, ki ima razliko med zgornjo in spodnjo tocko b
in razdaljo med zacetkom in koncem a. Na vrhu in na dnu naj ima
vodoravno smer.

Ali bi znal postaviti tak tobogan, da bi bili tudi ukrivljenost na zacetku
in na koncu enaki 07

Izpelji formulo za rac¢unanje ploscine odseka kvadratne Beziérove kri-
vulje z vozloma a , ¢ in kontrolno tocko b

1 1 1
p:§(a><b)—{—6(a><c)+§(b><c)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Za koliko,odstotkov se razlikuje ploscina elipse, ki je vértana v pravo-
kotnik ((1,-3),(1,3),(—1,3),(—1,—3)) od plosc¢ine lika, ki ga doloca
Beziérova krivulja s kontrolnimi tockami oglis¢ pravokotnika in se vozli
ujemajo z dotikalisci elipse.

Dane so tocke

x| -61]-2]-1]1]2]|6
y | -10]-14|-10| 10 | 14 | 10

a) Konstruiraj interpolacijski polinom in skiciraj njegov graf.

b) Aproksimiraj jo z empiri¢no formulo y =
kvadratov in skiciraj graf te funkcije.

540 po metodi najmanjsih

Zlepi poltraka
flx) =laf, |z[>1

s polinomom ¢immanjse stopnje, da bo zlepek iz C*'(R) (C?*(R)).

(—V/3, —1) ocrtaj "kroznicod pomocjo Bézierove krivulje drugega reda.
Kontrolne tocke naj bodo presecisca tangent na kroznico. Zapisi en lok
te krivulje in izracunaj odstop od kroznice pri t = %!

Za tabelaricno podane vrednosti

x| -6 -2 -1 1 2 6
y|-10 -14 -10 10 14 10

a) Konstruiraj interpolacijski polinom

ax

b) Aproksimiraj z y = ;7%

po metodi najmanjsih kvadratov.

Tobogan ima visino 4.2m nad vodo in se po Stirih metrih spusti na 1m
nad vodo. Na vrhu in na dnu ima vodoravno smer. Opisi tobogan z
a) zlepkom oziroma Hermitovim polinomom

b) Bézierovo krivuljo, kjer vzames za vozla tocki (0,4.2), (4, 1) in kon-
trolni tocki (p,4.2), (4 — p, 1).

c) Pri kateri vrednosti parametra p se tangenti v tocki (2,2.6) za oba
primera ujemata in kdaj je tangenta Bézierove krivulje v tej tocki

navpicna?
Za funkcijo sin x konstruiraj na intervalu I = [—~7, 7] aproksimacijski
polinom

a) Taylorjev polinom stopnje 3 tj. T3(z) = x — %3

b) Hermitov interpolacijski polinom z interpolacijskima tockama xy =

_T =T
T 5"

Ugotovi najvecjo napako Taylorjevega in Hermitovega polinoma (z =
0.7) na intervalu I.
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33. Dani sta tocki (1,0) in (0,1) . Doloci kontrolni tocki Bézierove krivulje
(1,a), (a,1) tako, da bo ta krivulja potekala skozi tocko (v/2,v/2) in
aproksimirala cetrtino kroznice.

34. Pois¢i po metodi najmanjsih kvadratov premico, ki najbolje aproksi-
mira naslednje meritve:
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NALOGE I1Z INTEGRACIJE IN DIFERENCILANIH ENACB

. Izracunaj [ cos® zdx s Simpsonovo formulo S(5), S(5) in's trapezno

formulo T'(%), T(%). Koliksen je priblizek za napako in koliksna je
dejanska napaka 7

. Izpelji kvadraturno formulo

/h f(x)dz = Af(=h)+Bf(0)+Cf(h)+Df'(=h)+Ef'(h)+RfP(¢)

. . « . . ™ . .
in izracunaj vrednost integrala fo sinzdx s korakom h = 7 in h = 7.

Koliksna je dejanska napaka in kolikSen je priblizek za napako 7

. Izpelji kvadraturno formulo

" (z)dx = Af(h) + Bf(2h) + Cf'(0) + Df'(3h) + Rf P (€)

0

z metodo nedolocenih koeficientov. Zapisi sestavljeno pravilo in izracunaj

integral fow sinzdr s h = % in h = %. Koliksen je priblizek za napako

in koliksna je dejanska napaka 7

. Poisci splosno resitev sistema diferencialnih enach
;2 —1
. Izrac¢unaj zlimitirani integral

2h de

o VE

na dva nacina.

a) s substitucijo odstrani singularnost in izracunaj integral s Simpso-
novo metodo

b) Izpelji kvadraturno formulo f02h L\/?dx = Af(0)+Bf(h)+C[f(2h)+
RfE()

) . 0.2 -
Preizkusi za fo e\/gdx

. Izracunaj vrednost funkcije y = sinx, ki zadosca diferencialni enacbi

tako, da sistem 3y = 2, 2 = —y resujes s trapezno kvadraturno for-
mulo.
Izracunaj vrednost sin 0.3 s korakom h = 0.1
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7.

10.

11.

Dan je sistem diferencialnih enacb prvega reda

Tt = azr+bry z(0) = =z
j = cy+duy y(0) = wo

. . .. . cedx . .. . .-
Izracunaj prvi integral sistema z“ﬁ = K in razlozi, kako bi s pomocjo
tega integrala kontroliral odstop numeri¢ne resitve od prave resitve.

Formuli za numeri¢no odvajanje
a) yh = o (—3yo + 4y — y2) + O(h?)
b) 5 = 57 (o — 41 + 3y2) + O(h?)

lahko uporabimo za resevanje diferencialne enac¢he

y, = f(x,y), y(l‘o) =%

in dobimo

a) yir1 =4y — 3yi1 — 2hf(zi_1,yi1) + O(h®)
b) yir1 = 34y — yio1) + 2hf (xig1, Y1) + O(h°)

Obe metodi imata isti red p = 2.

i) Izracunaj y; z istim redom natancnosti.
ii) Ugotovi nicelno stabilnost obeh metod

iii) Izracunaj interval absolutne stabilnosti za ti dve metodi

Primer:
Resi enacbo 3y = —y, y(0) = 1 z metodo (b) in korakom h = 0.2.
Koliksna je dejanska napaka pri x = 17

Zapisi algoritem za resevanje sistema diferencialnih enacbh

y =A@y, y0) =y,

s trapezno metodo. Razlozi kako lahko racunamo Y. eksplicitno, saj
je sistem linearen.

Primer:

1

y = xz y(0) = 1
/

7 = —xy 2(0) = 1
Razlozi, kako resis robni problem
—(p@)y) +q(@)y =r(x), yla)=Ayb)=B

tako, da ga prevedes na dva zacetna problema, ki ju resujes z diferenc¢no
metodo.

Zapisi algoritem za reSevanje zacetnega problema
—(p(@)y) +a(@)y =r(x), y(zo) = 4o,y (x0) = 1

z metodo Runge-Kutta.

24



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Riccatijevo diferencialno enacbo
y =2"—y*,  y(0)=1
resuj z metodo Runge-Kutta. Vzemi za h = 0.2 in izracunaj vrednost
resitve pri x = 0.4
Poisci resitev sistema
y= 2z , y0)=0
2= —y 2(0) =1

in reSuj sistem s trapezno metodo s korakom h = 0.1. Koliksna je
dejanska napaka numericne resitve pri z = 0.2
Ugotovi red p formule

2

h/ ” ” ”
Yntl — 2Yn + Yn—1 = E(Zlnﬂ + 10y, + y,_1) + O(R")

Resi enacbo y” +y =0, y(0) =0, ¢'(0) =1 Kako bi reseval nu-
meri¢no to enacbo z zgornjo formulo in razlozi kako izracunas vrednost
y1 = y(h) + O(hP) s primerno natan¢nostjo.

Napisi nekaj clenov Taylorjeve vrste za resitev diferencialne enacbe

Yy =z+y* y(0)=0

Izracunaj vrednosti funkcije y = e, ki zadosca diferencialni enachi
y' =y, y(0)=1s trapezno formulo v tockah x; = ih

i) = () + 5 (o) + y(win)) + 00

z diferen¢no enacbo

h
Yigl = Yi + 5(% +yit1), w=1

Izra¢unaj vrednost y(1) s korakom h = 0.1 in nato Se s korakom h = 0.2.
Izboljsaj natancnost rezultata z Rombergovo metodo.

Koliksna je priblizna napaka 7°(0.1) in koliksna dejanska? Koliksna je
dejanska napaka rezultata, ki je izracunan z Rombergovo metodo?

Enacbo iy = 2% — 32 integriramo
1
) = o) = [ (= o)
xo
in uporabimo trapezno formulo

h

Y1— Yo = 5((333 — ) + (27 —u}))

Iz zgornje enacbe izracunaj y; rekurzivno s korakom h = 0.1. Kako bi
ga racunal iz kvadratne enacbe? Nadaljuj do ys.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Izracunaj

1 et — o7
——dx
-1 Xz

s trapezno formulo, kjer vzames za korak h = 1 in h = 0.5. Nato
izboljsaj natancnost z Rombergovo metodo.

Pojasni, kako resimo robni problem
y' +py'+ay=1 y(a)=Ayb) =B

s pomocjo dveh Cauchyjevih nalog. Zapisi za primer ko racunamo z
leve in kako racunamo z desne. Kako bi resil robni problem z istimi
robnimi pogoji, vendar nelinearno diferencialno enacbo?

Preveri red formule

h
Yn+1l — Yn = E(E’%H + 83/41 - y;71> + O<hp+1)

in izracunaj interval absolutne stabilnosti take metode, ki jo uporabis
pri reSevanju enacbe y' = f(z,y)

Diferencialno enacbo y' = f(z,v), y(xo) = yo resujes s pomocjo kva-
draturne formule

h
Ynt1 — Yn = 5(3y; - y;L71> + O(hp+1)

a) izpelji to formulo s pomocjo iterpolacijskega polinoma
b) ugotovi red p te metode

c) izracunaj interval absoutne stabilnosti te metode.

Razlozi, kako bi reseval diferencialno enacbo ' = f(z,vy), y(xo) = yo
s pomocjo kvadraturne formule

T h h2
| e =S+ £+ 350 - 1)+ 00)

Izracunaj y; in yo po tem pravilu za y' = —y,y(0) = 1 pri b = 0.1.
Koliksna je dejanska napaka?

Resi robni problem
v +alx)y +b(x)y=clx) y(0)=A4, ¢ (1)=B
z dvema Chauchyjevama zacetnima nalogama. y = u + Cv

Razlozi, kako bi s strelsko metodo resil nelinearni robni problem

' =v*, y(0)=Ay(1)=B
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Ce v napaki Simpsonove kvadraturne formule

h h h5
/_ = S+ 4fo+ 1) = 55/

h

nadomestis £ (¢) s formulo za numeriéno ra¢unanje éetrtega odvoda

 Ja—Afa+6fo—4fi+ [
— o~

f(4) (20)

dobis izboljsano Simpsonovo formulo 1.S(h). Izpelji jo in ugotovi red
napake p te formule t.j. I — IS(h) = Rf®(£)

T 4

Izracunaj ploséino lika, ki ga oklepata krivulji f(z) = e~ in g(x) = =

a) Izracunaj mejo integracije.

b) izracunaj .
p=2 / ((z) — g(x))dz

s Simpsonovo formulo s korakoma A = 0.42 in h = 0.21. Odtod
izracunaj priblizek za napako.

c) oceni celotno napako.

V ekvidistantnih tockah xg, z1, x2, x3, 24 so podane funkcijske vredno-
sti fo, f1, fo, f3, fa. Konstruiraj polinom ps(x) ki po metodi najmanjsih
kvadratov aproksimira podano funkcijo. Izpelji formulo za izra¢un pri-
blizka integrala te funkcije z integralom polinoma py(x) v mejah od
do Ty4.

Primer:

x][01]02]03]04]05
vl 1] 2121

Izpelji formulo za racunanje zlimitiranega integrala

h
/ *Inxf(x)de = Af(0) + Bf(h) + Rf” ()
0
kjer je f(x) dovolj gladka funkcija.
Pois¢i sposno resite Riccatijeve enache
Y +y' -2 +20-2=0

¢e uganes, oziroma bi utegnil uganiti posebno resitev te enacbe Y =

xr— 1.
/01 y(z)dz

kjer je x = ye¥, na Stiri decimalna mesta natancno.

Izracunaj integral
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Razlozi kako bi reseval diferencialno enacbo ¢ = f(x,y), y(xo) = yo
s pomocjo kvadraturne formule

2

(fo+2f1) + O(h?)

on 2h
/ f(x)dx:tho-FT

Kako bi poiskal vrednost resitve y(z) v tocki z;. Koliksen je interval
absolutne stabilnosti t.j. za katere h\ sta resitvi diferencialne enache
y' = Ay in pripadajoce diferencne enacbe vsklajeni?

Prevedi robni problem
y' +a(@)y +b(x)y =c(z), yla)=A, y(b)=D8B

na dve Cauchyjevi zacetni nalogi y = u + Cv. Zapisi zacetne pogoje za
funkciji u in v v za¢tni tocki a in nato Se v tocki b.

Razlozi, kako bi z Newtonovo metodo izra¢unal niclo funkecije y(x), ki
zadosca diferencialni enacbi

y'+(1+2%)y=0, y(0)=0

L sing
—dx

S trapezno formulo s korakom A =1 1in h = 0.5 . Izboljsaj natancnost
z Rombergovo metodo.

Izracunaj

Izracunaj vrednost integrala

1
/ e” ln zdx
0

tako, da z integracijo per partes odstranis singularnost integranda in
ga nato numeric¢no izracunas na Stiri decimalna mesta natanéno.

Poisci resitev diferencialne enacbe
y'+2 +y=1

ki zados¢éa robnemu pogoju y(0) = 0, y(1) = 1 Nato aproksimiraj
odvode v tocki x; = 0.5 z deljeno diferenco in izracunaj y;. Koliksna
je razlika med y; in y(0.5)7

Prepricaj se, da ima Mersonova metoda

ky = hf($ay)

ko = hf(z+h/3,y+k/3)

ks = hf(x+h/3,y+ki/6+ k2/6)
k4 = hf(x+h/2,y+ki/8+ 3k3/8)

za reSevanje diferencialne enacbe ' = ay  y(o) = yo red p = 5.
Navodilo: Primerjaj koeficiente Taylorjeve vrste in ¢lene Mersonove
metode !
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38.

39.

Poiséi resitev enacbe ¢y = y—%‘ y(0) = 1 Izracunaj vrednost te resitve
z metodo Runge-Kutta s korakom h = 0.4 in korakom h = 0.2 pri x =
0.4. Koliksen je priblizek za napako in koliksna je dejanska napaka ?

Pokazi, da ima Milneove implicitne formula (Simpsonova formula) in-
terval absolutne stabilnosti prazen. To pomeni, da je za vsak h > 0
reSevanje diferencialne enacbe

vy =Xy (A<0)
s to metodo nestabilno (ena od resitev prirejene diferenéne enacbe je
narasc¢ajoca).

Navodilo: Upostevaj, da sta oba korena kvadratne enac¢be 22 +bx+c = 0
absolutno pod ena natanko tedaj ko velja |c¢| < 1in |b] < 1+c.
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