NUMERICNE METODE 1, prakti¢na matematika

Naloge za utrjevanje znanja

Resevanje nelinearnih enacb

1. Iscemo resitev enacbe f(z) = z° — 10z + 1.

(a) Dokazite, da lezi ena nicla na intervalu [0.0.2].
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(b) Izpeljite iteracijsko funkcijo g(z) = =

(c) Dolocite zacetne priblizke, pri katerih bo iteracija konvergirala k fiksni tocki
oziroma k resitvi enacbe.

(d) Z zacetnim xy = 0 izracunajte x; in xo. Ocenite napako drugega priblizka.

RESITEV:

Ker je funkcija zvezna in ker velja f(0) - f(0.2) < 0, ima na danem intervalu
vsaj eno niclo.

Iteracija konvergira za x( € (—(75, \75)
Priblizki: g =0, z; = 0.1, x5 = 0.100001, . ..
Napaka priblizka: |22 — | ~ 810710

2. Dana je iteracija
Trp1 =2, (3= 3ax, +d’z7), a€R, a#0.

(a) Izracunajte vse fiksne tocke. Katere so privlacne in katere odbojne?
(b) V okolici privlacnih fiksnih tock dolocite red konvergence.

(c) Dolocite interval zacetnih priblizkov, pri katerih bo iteracija konvergirala proti
privla¢ni fiksni tocki.

(d) Preizkusite na primeru a = 5, zo = 0.1.

RESITEV:

- Fiksne tocke: a =0 (odbojna), a = 2 (odbojna), a = % (privlacna)
- Kubic¢na konvergenca

- Tteracija konvergira za 3 — /3 < 3azo < 3+ V3



3. Dana je iteracijska funkcija
g(x) =22 —ax), a>0.

(a) Izracunajte vse fiksne tocke. Katere so privlacne in katere odbojne?
(b) V okolici privlacnih fiksnih tock dolocite red konvergence.

(c) Natancno dolocite interval zacetnih priblizkov, da bo iteracija konvergirala
proti privla¢ni fiksni tocki. Isto nalogo resite se z uporabo odvodov.

RESITEV:

- Fiksne tocke: @ =0 (odbojna), a = 1 (privlac¢na)
- Kvadrati¢na konvergenca

- Iteracija konvergira za xy € (O, %) S pomocjo odvodov dobimo interval kon-

vergence rg € (%, %)

4. Kvadratni koren pozitivnega stevila a lahko racunamo iterativno z

z? 4 3a
3r2+a’

Tpsl = Ty r=20,1,2,...

(a) Preverite, da je y/a fiksna tocka.
(b) Dolocite red konvergence v blizini te fiksne tocke.

(c) Pokazite, da je metoda konvergentna za poljuben zy > 0.

RESITEV:
Kubi¢na konvergenca

5. Dana je iteracijska funkcija
g(x)=azx(l—x), 1<a<d4.
(a) Izracunajte vse fiksne tocke. V odvisnosti od parametra a dolocite, katere
tocke so privlacne in katere odbojne?

(b) Dolocite red konvergence.

(c) Dolocite interval zacetnih priblizkov, pri katerih bo iteracija konvergirala proti
privlacni fiksni tocki.

(d) Dokazite, da za 3 < a < 4 funkcija g preslika inteval (0,1) v interval (0,1).
Zaporedje x, nima limite, ampak stekalisca.

RESITEV:



- Fiksne tocke: o = 0, privla¢na za —1 < a < 1, odbojnaza 1 <a <4
a=1-— %, privlacna za 1 < a < 3, sicer odbojna

- Linearna konvergenca

- Iteracija konvergira za xq € (%(1 — i), %(1 + %))

6. Dana je iteracija

1 4
xr+1:§ xr+x— , r=0,1,...

(a) Izracunajte vse fiksne tocke in dolocite katere tocke so privlacne in katere
odbojne?
(b) Dolocite red konvergence v okolici privla¢nih fiksnih tock.

(c) Dolocite interval zacetnih priblizkov, pri katerih iteracija konvergira proti pri-
vlacni fiksni tocki.

RESITEV:

- Fiksne tocke: aw = —2 (privlacna), o = 2 (privlacéna)
- Kvadrati¢na konvergenca

- Tteracija konvergira za |zo| > /2

7. Enacbo 2° —a = 0, a € R reSujemo z iteracijo
Ty = ax, + B2, r=0,1,...

Dolocite parametra « in 3, da bo red konvergence v okoli¢i resitve /a vsaj kva-
draticen. Kaksen je tocno red konvergence? 7 iteracijo, ki jo dobite, izracunajte
V10 z zacetnim xy = 2.5 na pet decimalk natanéno.

RESITEV:

= 3, = 3, kvadraticna konvergenca

8. V iteracijski formuli
A? x3 z8
Tpy1 = :)3_? (OﬁLBZ‘f‘VE) , r=0,1,...

za racunanje v/ A doloé¢ite neznane parametre «, /3,7 tako, da bo konvergenca v
okolici resitve vsaj kubic¢na.

RESITEV:
o = _%76 =7= g



9. Is¢emo nicle funkcije f(x) = x +4 — e*’. Preverite, da ima funkcija f vsaj eno
niclo na intervalu [—2, —1] in na [1,2]. Predlagajte iteracijske funkcije za izracun
teh dveh nicel.

RESITEV: Uporabite lahko iteracijski funkciji

gi1(z) = —/log (x +4), go(x) = /log (z +4).

612(2I2—1>+4

2¢?

Lahko pa tangentno metodo g(z) =

r—1

10. Resujemo enacbo f(z) = 2? + logz = 0.

(a) Dokazite, da ima enacba natanko eno resitev.
(b) Dokazite, da resitev lezi na intervalu (0, 1).

(c) Raziscite konvergenco zaporedja priblizkov iteracijskih funkeij:

g(x) = \/—logw,

g(x) == (x + e_wQ) )

(d) Izpeljite tangentno metodo. Kaksen je red konvergence?

RESITEV:

- Narisite graf funkcij 22 in — log x. Iz grafa se vidi, da je eno samo presecisce.

- Ker je funkcija zvezna in ker velja f(0) - f(1) < 0, je nicla na intervalu (0, 1).

ne konvergira; konvergira (linearna konvergenca - zelo pocasna); konvergira
(linearna konvergenca - hitrejsa od prejsnje)

23 4x—xlog(x) s
—.2i1 » kvadraticna konvergenca

Tangentna metoda:

11. Dolocite red konvergence iteracije

(14 )
1+ 2z, +logz,’

Tpp1 = =0,1,2,...

za reSevanje enacbe e” — % = 0.

RESITEV: Kvadraticen red konvergence.



12. Izpeljite tangentno metodo za resevanje naslednjih enacb:

2° =10z +1=0,

sinz = 2(1 — 2?),

cosx + 4x =0,
ze® =2
RESITEV:
1 — 4a?
=01,

222 — sin (z,.) + x, cos (z,) + 2

= Cor=01,...
Tri Az, + cos (x,) "
z, sin (x,) + cos (z,)
r+1 = - ) =0,1,...
et sin (z,) — 4 "
2 (:Ef + e—x%)
$T+1zw, 7’:0,1,....

13. Dolocite vse polinome stopnje stiri z vodilnim koeficientom 1, pri katerih se tan-
gentna metoda obnasa takole:

- v blizini « ima linearno konvergenco;

- v blizini —a ima kubi¢no konvergenco.

Dolocite Se ostale nicle in red konvergence v njihovi blizini.

RESITEV:
p(x) = (r — a)*(z + a)(z + 2a)
14. Naj bo a m-kratna nicla funkcije f. Izracunajte

lim ¢'(z),

T—Q

kjer je g iteracijska funkcija za tangentno metodo: g(x) = = — ]{,((‘?). Kaj lahko
poveste o redu konvergence.

RESITEV:

lim, 4 ¢'(z) = 1 — L. Linearna konvergenca. Vegji kot je m, bolj blizu 1 je odvod
¢'(a) in zato je konvergenca pocasnejsa.

15. Izracunajte vsaj eno ciklicno tocko tangentne metode za enacbo sinx = 0.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dolocite red konvergence tangentne metode za iskanje nicel polinoma

p(z) =2* —az® —d’z+d®>, a€R, a#0,
v blizini nicel.
RESITEV:
Nicle: o = a (dvakratna nicla, linearna konvergenca), a = —a (kvadrati¢na kon-
vergenca)

Poiscite vsa presecisca funkcij
y=ux+4, y:e‘vz.

(a) Skicirajte grafa.
(b) Uporabite tangentno metodo. Kaksen je red konvergence?

(c) Predlagajte se kaksno iteracijsko funkcijo za izracun nicel.

Z operacijami +, —, * izracunajte % za a > 0. Izberite f tako, da bo % nicla in
uporabite tangentno metodo. Dolocite red konvergence, ocene napake. Kje lahko
vzamemo zacetne priblizke.

Zapisite pridruzeno matriko polinoma
p(z) = 22° — 32° + 4w — 1
Zapisite pridruzeno matriko polinoma
p(z) = =32* + 223 — 42 + 1
Izracunajte Sturmovo zaporedje za polinom
p(z) = 2% — 52% 4 1.
Dolocite stevilo razlicnih nicel nicel na intervalu (0, 1) ter na intervalu (0, 5).

RESITEV:
Sturmovo zaporedje:

50x 4257
{x 5x° +1,3x Ox, 9 ) 5500

Na intervalu (0,1) je ena enostavna nicla, na intervalu (0,5) pa dve.



22. Izracunajte Sturmovo zaporedje za polinom
p(z) = 2% + 22 — 4.

Dolocite stevilo razliénih nicel nicel na intervalu (—1,0) ter na intervalu (0, 2).

RESITEV:
Sturmovo zaporedje:

4
{:B3+2:v—4,3:v2+2,4— g,—zg}

Na intervalu (—1,0) ni enostavne nicle, na intervalu (0, 2) je ena enostavna nicla.



