NUMERICNE METODE 1, prakti¢na matematika

Naloge za utrjevanje znanja

Resevanje linearnih sistemov enacb

1. Za vektor x = (5, —4,2,—1)T izracunajte ||z||2, ||z]|1, [|]|o0, |]|3-

RESITEV:
[zl = V46, |lzlly =12, |zl =5, |z[s=V198.

2. Za vektor z = (—1,5,—2,0,8)7 izracunajte ||z||2, | z|l1, |7l -

RESITEV:
lzlls = V94, |zl =16, |z[« =S8.

3. Dana je matrika

1 =2 4
A=13 0 =2
0 1 -5

zracunajte || Al |4 o, [ Al

RESITEV:
[l =11 Al =7, [|4]lr = V60.

4. Dana je matrika

4 =2 4 0
1 2 -3 5
A= 1 -1 0 1
2 3 1 0

Izracunajte || Al [|Alle, || Al

RESITEV:
1AL =8, [Alle =11, [Allr = v92.



5. Dokazite, da
Noo(A) = max|a; ]
ni matri¢na norma.

6. Najbox € R"in A € R™*" .

(a) Izpeljite oceno
12]lo < llzll2 < vV [l2]loo-

(b) S pomocjo zgornje ocene dokazite, da velja

1
WHAHOO < 1Al < Vnl|All-

(c) Izpeljite e oceno

1
%IIAlll < [[All2 < V[l Al

7. Dokazite, da velja ocena

Noo(A) < [[All2 < 1 Noo(A).

8. (a) Dokazite, da za vsako matri¢no normo || - ||,, obstaja vektorska norma || - |,,
ki je z njo usklajena.

(b) Dokazite, da za vsako lastno vrednost A(A) matrike A in poljubno matri¢no
normo || - ||, velja

IAA)] < [|A][m.
(c¢) Dokazite, da velja ocena

1A < 1Al [14]]o-

9. Naj bo A € R™™" matrika z elementi a; ;:

CLZ‘,Z‘:—QZ‘, i:1,2,...n,
ai+1,i:ai7i+1:n—i, i:1,2,...n—1,
Q1 = O, ‘Z — ]{?| > 1.

Izracunajte ||A|1, || Ao, || Al|r ter ¢éimbolj natancno ocenite || A|2.
10. Izracunajte ||1{1, ||Z||2; [|{|lcos I ||, kjer je I € R™ ™ identiteta.

11. (a) Dokazite, da za poljubno matricno normo velja (||| > 1, kjer je I € R"*"
identiteta.

(b) Dokazite, da je za poljubno operatorsko normo ||/|| = 1.

1
c¢) Dokazite, da je [|[A™!|| > —— za poljubno nesingularno matriko A.
1A]



(d) Dokazite: ¢e je ||A|| < 1, potem je I + A nesingularna matrika in velja

11]]

I+A)H < ————.
I+ A0 < =

12. (a) Izpeljite neenakost ||AB||r < ||All2||B||F-
(b) Izpeljite neenakost ||ABC||r < ||Allr||Bll2]|C| 7.

13. Podana sta vektorja z,y € R™. Naj bo A = xy?. Dokazite, da velja

1AllF = [|All2 = llzl2]yll2-

14. Podana je matrika A in vektor b:

3 5 10 3
6 11 2 1 7
A= -3 -5 1 7 |’ b= 4
9 17 5 0 9

Izracunajte LU razcep matrike A brez pivotiranja in resite sistem Ax = b.

RESITEV:
1 0 00 3 51 0 1
2 1 00 01 0 1 0
=1 1010 Y“looz2 7| "o
3 2 11 00 0 —9 1
15. Podana je matrika A in vektor b:

3 5} 1 0 1 12

-3 -4 -1 1 1 -9

A= 3 7T 3 9 8 |, b= 23

-9 —-14 1 13 6 —25

15 29 7 11 21 7

Izracunajte LU razcep matrike A brez pivotiranja in resite sistem Az = b.

RESITEV:
1 0 0 0 O 3 51 0 1 1
-1 1 0 0 0 01 0 1 2 2
1 21001, U=l002 7 3|, z=]| -1
-3 1 2 1 0 0O 0 0 -2 1 1
5 4 1 0 1 0O 00O 0 5 0



16.

17.

18.

19.
20.

Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearen sistem Ax = b za

0 4 12 12 —16
12 4 8 0 —4
A= 6 6 8 8 |’ b= 2
0 1 9 18 -7
RESITEV:
1 000 12 4 8 0 0100 1
L1 00 0 4 4 8 0010 2
_ 2 _ _
=10 110" L oosa|'P"l1000]/7" | =3
0 1 11 0 00 12 0001 1
Z LU razcepom z delnim pivotiranjem resite linearen sistem Ax = b za
0 2 -8 0 12 14
183 9 0 3 —12
A=| 6 3 13 -3 13 |, b= 10
183 0 0 18 3
18 5 19 —3 15 2
Izracunajte Se determinanto matrike A.
RESITEV:
10 0 00 18 39 0 3 01000
1%100 0 6 3 —18 9 00001
L:%§100,U:00939,P:00100,x:
0 & -110 0 00 9 18 10000
10 -1 3 1 000 0 18 00010

Sestavite ucinkovit algoritem za reSevanje sistema linearnih enach

U —I\ (zx\ [a

B L y) \b)’
kjer je B nesingularna matrika reda n z LU razcepom B = LU. Prestejte stevilo
operacij.

Kako bi preko LU razcepa matrike A izracunali njen inverz?

Resevanje kompleksnega linearnega sistema prevedite na reSevanje realnega linear-
nega sistema.



21. Dana je nesingularna matrika A ter njen inverz A~!. Kako bi uéinkovito izrac¢unali
inverz B~! razsirjene matrike
A u
B—

kjer sta u,v € R" in a € R. Koliko operacij je potrebnih za izracun?

22. Izracunajte razcep Choleskega za matriko

i
I
=N OO
B
O O U= O
@l
—
Tt O O =

t
—_
W

RESITEV:

<
Il

N = O W N

S TN OO

W= o o o

_ o O OO

23. Izracunajte razcep Choleskega za matriko

9 3 15 0

3 5 7 2 1
A= | 15 7 35 1 14

0 2 1 2 1

9 1 14 1 15

ter reSite sistem Arx =bza b= ( -3 =13 —-20 -4 8 )T.

RESITEV:
30 000 1
1 2 0 0 O —2
V=5 1 3 00|, z2=]| -1
0O 1 01 0 0
3 -1 0 2 1 1



24. Izracunajte razcep Choleskega za matriko

1 21 3 1
251 8 2
A= 113 2 2
3 8 2 15 5
122 5 4

ter reSite sistem Ar =bza b= ( -3 -7 -2 —-10 -1 )T.

RESITEV:
1 0 000 1
2 1 000 —2
v=|l1 1100/, z=| -1
3 2 110 0
1 0 1 1 1 1
25. Ali je matrika
1 2 3 4 1
2 8 12 16 2
A=1 3 12 27 36 6
4 16 36 64 8
1 2 6 8 3
simetri¢no pozitivno definitna?
RESITEV: Da. Obstaja razcep Choleskega.
1 0000
22 000
V=13 3 3 00
4 4 4 4 0
1 01 01
26. Ali je matrika
1 2345
22516
A= 354 11
411 2 3
56 1 3 2

simetri¢no pozitivno definitna?

RESITEV: Ne. Razcep Choleskega se ne izvede.

27. ZapiSite algoritem za LU razcep brez pivotiranja za tridiagonalno matriko A.



