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Predgovor

Zbirka nalog, ki je pred vami, je nastala iz gradiva, ki sva ga pripravila pri
izvajanju predmeta Numericne metode na NTF v studijskem letu 2009,/2010
in na podlagi izkuSenj, ki sva jih pridobila pri izvajanju raznovrstnih drugih
predmetov. Ker dosedaj ni bilo primerne zbirke nalog iz numeri¢nih metod,
so Studenti pogresali naloge, s katerimi bi si pomagali pri pripravah na
kolokvije in izpite. To je posebej vazno na studijskih smereh, kjer je matem-
aticnih predmetov relativno malo.

Namen te zbirke je preprost. Obravnavana so osnovna podrocja numericne
matematike, pri vsakem so na kratko ponovljeni osnovni teoreti¢ni rezultati,
nato pa se zacnejo naloge. Za razliko od podobnih zbirk ne napiseva samo
idej resevanja in kon¢nega rezultata, ampak resitev detajlno razdelava. Tako
lahko student/ka nalogo resi samostojno, in nato primerja resitvi korak po
korak. Nekaj nalog zahteva preizkus numeri¢nih metod z ra¢unalnikom. Tu
sva se odlocila za brezplacen program Octave, ki je kompatibilen z Mat-
labom. Programe, ki so nastali pri pisanju zbirke, lahko bralec/bralka najde
na spletni strani zbirke, opisani pa so tudi v enem od zaklju¢nih razdelkov.

Zbirka je namenjena predvsem Studentom/Studentkam, ki poslusajo pred-
mete numeri¢ne matematike na smereh, kjer je matematike nekoliko manj, ter
studentom prakticne matematike. Poleg tega sluzi za utrditev osnovnih algo-
ritmov numeri¢ne matematike tudi za Studente matematike na univerzitetnih
bolonjskih smereh.

Zahvaljujeva se kolegom, ki so podrobno pregledali zbirko in podali vrsto
koristnih pripomb.

Ljubljana, december 2010

Selena Praprotnik in Gasper Jakli¢
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Poglavje 1

Predstavitev programa Octave

1.1 Namestitev programa in dokumentacija

Octave je odprtokodni program za numeri¢no ra¢unanje. Informacije o pro-
gramu lahko najdete na domaci strani http://www.gnu.org/software /octave/
7 domace strani sledite povezavi Download, s katere lahko prenesete datoteke,
ki jih potrebujete za namestitev programa. Podprta je vecina operacijskih
sistemov. Na domadi strani najdete tudi dokumentacijo (sledite povezavi
Docs).

1.2 Osnove dela z Octaveom

Pomoc¢ priklicemo z ukazom help oz. help ime_funkcije. Primer: help
eig. Po zgodovini ukazov se premikamo s tipkama gor/dol.

Ce se program izvaja predolgo ¢asa (npr. ¢e se zanka ne konca), lahko us-
tavimo izvajanje s tipko break ali kombinacijo Ctrl+C. Octave zapustimo z
ukazom exit ali quit.

Za brisanje vrednosti spremenljivk uporabimo ukaz clear all. Ce Zelimo
izbrisati vrednost ene same spremenljivke, npr. x, uporabimo clear (x).
Ukaz who prikaze, katere spremenljivke smo ze definirali.

Imena spremenljivk so lahko karkoli, ne smejo pa se zaceti s stevilom. Enako
velja za imena datotek, v katere shranimo programe. Imena ne smejo vse-
bovati presledkov. Octave razlikuje med malimi in velikimi ¢rkami. Nize
vpisujemo med enojne narekovaje.

Natancnost izpisa dolocamo z ukazom format. Privzet nacin je format
short, ki izpiSe 5 decimalnih mest, ¢e zelimo daljsi izpis, uporabimo format
long, ki izpiSe 15 decimalnih mest. Izpisujemo z ukazom disp.
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file:.

1.2.1 Shranjevanje

Osnovno okolje v Octaveu je vmesnik, v katerega piSemo ukaze in ki prikaze
rezultate izracunov. Shranimo lahko le vrednosti spremenljivk, ne pa tudi
zaporedja ukazov. Ukaz save ime_datoteke shrani vrednosti vseh spre-
menljivk v datoteko ime_datoteke. Shranimo lahko tudi vrednosti le dolocenih
spremenljivk. Ce Zelimo shraniti vrednosti spremenljivk x,y,z, to storimo z
ukazom save ime_datoteke x y z. Ko naslednji¢ zazenemo Octave, vred-
nosti nalozimo z ukazom load ime_datoteke. 7 ukazom save shranimo
samo rezultate izracunov v binarnem zapisu. Za uporabnika je obic¢ajno za-
nimivo zaporedje ukazov, s katerim smo prisli do rezultata, ki ga zapisemo
v posebno tekstovno datoteko.

Programe in funkcije pisemo v datoteke s konc¢nico .m. Take datoteke lo¢imo
glede na uporabo na skriptne in funkcijske. Skriptne datoteke vsebujejo
zaporedje ukazov, funkcijske pa definicije funkcij. Pozorni moramo biti na to,
da se v Octaveu nahajamo v delovnem podrocju (mapi), v kateri se nahaja
datoteka s programom. Ce Zelimo zagnati program program.m, moramo
biti v mapi, v kateri je shranjen, klic ukaza program pa bo zagnal ukaze v
datoteki.

1.3 Matrike in vektorji

1.3.1 Vnos matrik in vektorjev

Osnovni objekti v Octaveu so matrike. Stevila so 1 x 1 matrike, vektorji
pa bodisi stolpci bodisi vrstice. Znotraj vrstice elemente lo¢ujemo z vejico
ali presledkom, v novo vrstico pa skoc¢imo s podpic¢jem. Nakljuéne matrike
generiramo s pomocjo funkcije rand. Ukaz rand(n) generira kvadratno ma-
triko dimenzije n X n z naklju¢nimi elementi med 0 in 1. Podobno funkcija
rand (m,n) generira nakljuéno pravokotno matriko dimenzije m x n. Komplek-
sna stevila zapisemo kot z = 4 + 3i. Iz dveh obstojecih vektorjev lahko ses-
tavimo novega npr. x0 = [6,7,8], v = [3,4,5,x0] vrne [3,4,5,6,7,8].
Ce sestavljamo matriko, moramo paziti, da se dimenzije ujemajo.

Primeri:

[0;1;2] je stolpec

[0,1,2] je vrstica

m = [0,1,2;3,4,5] je 2 x 3 matrika, ki smo jo shranili v spremenljivko m
rand(2,3) je matrika nakljucénih stevil med 0 in 1, velikosti 2 x 3



1.3.2 Zapis z dvopic¢jem

Ce Zelimo zapisati vektor zaporednih $tevil, je to lahko zamudno, zato upora-
bimo zapis z dvopi¢jem. Izraz 1:5 predstavlja vrsti¢ni vektor [1,2,3,4,5].
Stevila v tako generiranih seznamih niso nujno cela.

Primeri:

1:5 je vrstica Stevil od 1 do 5, [1,2,3,4,5]

0:2:10 je vrstica stevil od 0 do 10, korak je 2, [0,2,4,6,8,10]
5:-1:0 je vrstica stevil od 5 do 0, korak je -1, [6,4,3,2,1,0]
0:0.5:2 je vrstica stevil od 0 do 2, korak je 0.5, [0,0.5,1,1.5,2]

1.3.3 Izpis elementov

Elementi vektorjev in matrik so indeksirani. Prvi element ima indeks 1. Ce
zelimo izpisati element, ki ne obstaja, program javi napako. Indekse lahko
zapisemo z dvopic¢jem ali z vektorjem zZeljenih indeksov.

Primeri:

v = [3,4,5,6,7,8]

v(4) izpise Cetrti element, 6

v(0) ali v(10) javi napako

v(2:4) izpise elemente od drugega do cetrtega (oba vkljucena), [4,5,6]
v(1:2:3) izpise prvi in tretji element, [3,5]

v(3:end) izpise elemente od tretjega do zadnjega, [5,6,7,8]

m = [0,1,2;4,5,6;7,8,9]

m(1:2,:) izpise prvi dve vrstici matrike m

m(:,2:3) izpiSe drugi in tretji stolpec matrike

m(:) iz matrike naredi vektor (stolpec), tako da stolpce zaporedoma zlozi v
vektor

1.4 Operacije

Osnovne operacije so + (sestevanje), - (odstevanje), * (mnozenje), ~ ali *x*
(potenciranje), * (transponiranje), \ (levo deljenje) in / (desno deljenje). Ce
zelimo, da operacija deluje po komponentah, pred operator zapisemo piko.
Pozorni moramo biti na dimenzije. Operator ’ (transponiranje) pri matrikah
s kompleksnimi koeficienti pomeni transponiranje in konjugiranje. Ce zelimo
matriko le transponirati, uporabimo .’. Ce napiSemox = A \ b, je x reSitev
sistema A*x = b. Ce izra¢unamo x = b/A, je x refitev sistema x*A = b.
Primeri:



v0 [1,2,3]

vl [4,5,6]

vO + 5 vsaki komponenti pristeje 5, [6,7,8]

vO*v1 vrne napako

v0.*v1 zmnozi istolezne komponente vektorjev, [4,10,18]
m=[1+2i, 2 + 2i; 1 - i, -3i]

m’ vrne [1 - 2i, 1 + i; 2 - 2i, 3il

m.’” vrne [1 +2i, 1 - i; 2 + 2i, -3i]

1.5 Vgrajene funkcije in konstante

Zapisan je seznam najbolj pogosto uporabljanih vgrajenih funkcij. V vsaki
vrstici so nastete funkcije, ki so si vsebinsko podobne. Imena funkcij so
logi¢na glede na njihovo uporabo, za podrobnosti pa si pomagamo s funkcijo
help. V zadnji vrstici so zapisane tudi vgrajene konstante.

conj(z), imag(z), real(z), abs(z), arg(z)

max(v), min(v), sort(v), sum(v), size(v), length(v), abs(v)
sin(x), cos(x), tan(x), asin(x), acos(x), atan(x), exp(x), log(x),
sqrt(x), floor(x), ceil(x), round(x)

zeros(n), ones(n), eye(n), diag(v), rand(n)

inv(A), det(A), eig(A), rank(A), disp(x)

e, pi, Inf, inf, true =1, false = 0, i, j, eps

1.6 Pisanje programov

Programe lahko pisemo v poljubnem urejevalniku besedil. Vrstice, ki se za-
¢nejo z znakom %, nimajo vpliva na program. Uporabljamo jih za komenti-
ranje programa. Programi naj bodo vedno (smiselno) komentirani, koda pa
zamaknjena. Ime datoteke je enako imenu funkcije, koncnica pa je .m.
Primer 1:

1 function y = sestej(a,b)

2 y = a + b;

3 end

Ta program shranimo v datoteko z imenom sestej.m. Ko zelimo funkcijo
uporabiti, moramo paziti Se, v kateri mapi se nahajamo.

V splosnem bodo funkcije oblike

1 function [izhodne_sprem] = ime_funkcije(vhodne_sprem)

2 stavki, ki se izvedejo ...

3 end



Podpicje na koncu stavka pomeni, da se vrstica ne izpise med izvajanjem.
Primer 2:

1 function [v, r] = vsotaRazlika(x,y)

2 v =x+y;
3 r=Xx-1Y;
4 end

1.6.1 Pogojni stavki

Pogojne stavke uporabimo, kadar Zelimo, da se del programa izvede le, ¢e je
izpolnjen dolocen pogoj. Pogoje sestavimo s pomocjo relatorjev <, >, <=,
>=, ==, I=, ~= Logi¢ni operatorji, ki sluzijo za povezovanje pogojev, so &
ali & (in), | ali || (ali), ~ ali ! (negacija). Rezultat relatorjev je matrika
enic in nicel.

Pogoj A "= B je izpolnjen le, ¢e se razlikujejo VSE komponente matrik
Ce nas zanima, ali se razlikuje kaksna od komponent matrik, napisemo
any(any(A "= B)).

Primer:

Ce je stevilo a vedje od Stevila b, naj program izpise res je, sicer pani res.

1 function y = vecji(a,b)

2 if a>b

3 disp(’res je’)

4 else

5 disp(’ni res’)

6 end

7 end

V splosnem je pogojni stavek oblike

1 if pogojl

2 stavki, ki se izvedejo, Ce je izpolnjen pogojl
3 elseif pogoj2

4 stavki, ki se izvedejo, cCe

5 pogojl ni izpolnjen in

6 je izpolnjen pogoj2

7 else

8 stavki, ki se izvedejo, Ce

9 noben od prejsnjih pogojev ni izpolnjen
10 end

Stavki elseif in else niso obvezni. Stevilo elseif stavkov je lahko poljubno.
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1.6.2 Zanka for

Zanko for uporabljamo, kadar vemo, kolikokrat Zelimo ponoviti dolocene
stavke in za katere vrednosti spremenljivke jih Zelimo izvesti.
Primer 1:

Rac¢unamo a” =ga-a----- a,.
———
(n—1) mnozenj
1 x=a;
2 for i = 2:n
3 X=x%*a;
4 end
V splosnem lahko namesto 2:n pisemo poljuben vektor.
Primer 2:

Zelimo n-krat izpisati $tevilo a.
1 function y = nKrat(a,n)

2 y = a;

3 for i=2:n

4 y = [y;al;
5 end

6 end

Ta program ni najbolj u¢inkovit, saj je treba ob vsaki ponovitvi zanke povecati
dimenzijo vektorja y. Popravimo!
1 function y = nKrat2(a,n)

2 y = zeros(n,1);
3 for i = 1:n

4 y(i) = a;
5 end

6 end

Naceloma se, ¢e se le da, izognemo uporabi zank. Octave namre¢ najbolje
deluje pri operacijah z vektorji. Ce malo pomislimo, najdemo elegantnejgo
resitev.

1 function y = nKrat3(a,n)

2 y = a*xones(n,1);

3 end

1.6.3 Zanka while

Zanka while je oblike

1 while pogoj

2 stavki, ki se izvedejo, Ce je pogoj izpolnjen
3 end

11



in se izvaja, dokler je pogoj resnicen.

Primer:

Izpisati Zelimo vse potence stevila 2, ki so manjse od 1000.
1 x=1;

2 while x < 1000

3 disp(x);
4 X = X*2;
5 end

Pozorni bodimo, da se morajo spremenljivke iz pogoja spreminjati znotraj
zanke. Ce na to pozabimo, se program “zacikla”.

1.6.4 Stavka break in continue

Stavka break in continue uporabljamo, kadar zelimo predcasno prekiniti
izvajanje zanke. Stavek break prekine izvajanje zanke in izvajanje programa
se nadaljuje po zanki. Stavek continue prekine izvajanje zanke in program
nadaljuje na njenem zacetku.

Primer:

1 x=1;

2 while true

3 disp(x);

4 x++;

5 if x > 3

6 break;
7 end
8 end

9 disp(x);

1.6.5 Interaktivni vnos podatkov

Ce Zelimo, da bi namesto klica funkcije, vrednosti parametrov vpisoval uporab-
nik, uporabimo ukaz input. Primer:
a = input(’Vpisi stevilo... )

1.7 Grafika

Ukaz za risanje grafov je plot. Ce imamo dva vektorja x in y iste dolzine
in klicemo ukaz plot(x,y), se odpre graficno okno, v katerem se narise graf
skozi tocke (x;,y;).

Primer 1:
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x = linspace(-pi, pi, 100);

y = sin(x);

plot(x,y);

Krivulje lahko risSemo tudi parametri¢no.
Primer 2:

t = 0:.001:2%pi;

x = cos(3%*t);

y = sin(2x%t);

plot(x,y)

Grafe lahko opremimo z naslovom, imeni osi, besedili... Uporabimo title,
xlabel, ylabel, legend, axis. Naistigraflahko narisemo tudi vec¢ krivulj.
Primer 3:

x =0:.01:2*pi;

yl = sin(x);

y2 = sin(2xx);

plot(x,yl,x,y2)

Lahko pa sestavimo matriko stolpcev Y,

y = 0:.01:2%pi;

Y = [sin(x)’, sin(2*x)’, sin(4x*x)’];

plot(x,Y)

1.8 Naloge

Vsako nalogo v tem poglavju je mogoce resiti na ve¢ nacinov, resitve podajajo
le eno od moznosti. Programe lahko najdete tudi na spletni strani [1J.

1. S ¢im manj ukazi sestavite naslednje matrike:

1 11 00 2 2 2 2 2
3_9283 11100 2000 O
A:9 9 22.9,B:11100,C:2077O
9 9 9 0 00040 2 07 70
00 00 4 2 0 0 0 10

Resitev.

% Nalogal.m
clear all
a = diag([4,-2,21,0]-9) + ones(4)*9
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b [ones(3), zeros(3,2); zeros(2,3), 4*eye(2)]
c = zeros(b);

c(1,:) = ones(1,5) * 2;

c(:,1) = ones(5,1) * 2;

c(3:4,3:4) = T*ones(2);

c(5,5) = 10;

c

.V Octave vnesite naslednje matrike:

1+4i 1 1—i
A= 2 1-3 1 ,A;;:l
4—i 142 i

A — A, I]

1
2
1 0 24,
1

1 1
1 1
1 3
1 1

S VA G R

Izpisite tretjo vrstico in prvi stolpec matrike A;. V matriki As vse
nicle v spodnjem levem kotu spremenite v 2. Izracunajte determinanto
in lastne vrednosti nove matrike As. Poisc¢ite maksimalni element po
absolutni vrednosti v matriki A,. Naj bo x drugi, y pa tretji stolpec
matrike As. Izracunajte skalarni produkt vektorjev x in y.

Resitev.

% Naloga2.m

clear all

al = ones(4);

al1(2,1) = 2;

al(3,4) =3

a2 = [1+i,1,1-1;2i,1-3i,1;4-1i,1+2i,1]

a3 = [al, eye(4); zeros(4), 2x*al]

al(3,:) % tretja vrstica matrike al

al(:,1) % prvi stolpec matrike al

a3(5:end,1:4) = ones(4) * 2 ¥, spremenimo matriko a3
det(a3) % determinanta

eig(a3) % lastne vrednosti

max (max(abs(a2))) ’% maksimalni element po absolutni vrednosti
x = a2(:,2);

y = a2(:,3);

x’*y Y skalarni produkt x in y

. Napisite funkcijo sestejN(n), ki sesteje prvih n naravnih stevil. Upora-
bite zanko for. Napisite Se funkcijo sestejN2(n), pri kateri ne upora-
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bite zanke. Rezultate lahko preverite s formulo
iéi::Aln(n—Fl).
i=1 2

Resitev.

% sestejN.m

function y = sestejN(n)
y = 0;
for i = 1:n

end

% sestejN2.m

function y = sestejN2(n)
y = sum(l:n);

end

% Naloga3.m

% preizkusimo funkciji sestejN in sestejN2
clear all

n=9;

sestejN(n)

sestejN2(n)

% preverimo rezultat po formuli

1/2*n* (n+1)

. Napisite funkcijo enakomerno (xzac,xkon,n), ki naredi isto kot funkcija
linspace, tj. funkcija naj ustvari vektor, ki vsebuje n vrednosti, ki so
enakomerno razporejene od xzac do xkon.

Resitev.

% enakomerno.m

function y = enakomerno(xzac,xkon,n)
t = (xkon - xzac)/(n-1);
y xzac:t:xkon;

end
% Nalogad.m
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% preizkusimo funkcijo enakomerno
clear all

enakomerno(1,2,5)

linspace(1,2,5)

. Napisite funkcijo minEksponent (a,b), ki izracuna najmanjse naravno
stevilo n, za katerega je a” > b. Ne uporabite funkcije log.

Resitev.

% minEksponent.m
function y = minEksponent(a,b)

n=1;

while a™n < b
n=n+1;

end

y = 1n;

end

% Nalogab.m

% preizkusimo funkcijo minEksponent
clear all

minEksponent (2,5)

. Napisite funkcijo matrikan (n), ki vrne matriko velikosti n xn naslednje
oblike (za n = 4):

Ay =

=~ W N =
= W N
S O = W
-1 O Ol A

Resitev.

% matrikan.m

function y = matrikan(n)
y = ones(n);
\' 1:n;
for i = 1:n

end
end
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% Naloga6.m

% testiramo funkcijo matrikan
clear all

matrikan(4)

. Napisite funkcijo poVrsti(n), ki vrne matriko velikosti n x n, v kateri
so po vrsti Stevila od 1 do n?. Primer:

co Ot N
NoRe) UV

1
poVrsti(3) = | 4
7

Namig: Pomagajte si s funkcijo reshape.

Resitev. Funkcija reshape(v,m,n) iz vektorja v naredi matriko di-
menzije m X n.

% poVrsti.m
function y = poVrsti(n)

y = 1:n72;

y = reshape(y,n,n)’;
end

% Naloga7.m

% preizkusimo funkcijo poVrsti
clear all

poVrsti(3)

. Napisite program za generiranje matrik oblike

O = W DN =
=W N =N
W N = DN W
DN = DN W
— N W s Ot

Resitev.

% matrika.m

function m = matrika(n)
m = ones(n);

1:n;

A%
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10.

for i=1:n
m(i,i:end) = v(l:end-i+1);
m(i,1:i) = v(i:-1:1);
end
end

% Naloga8.m

% preizkusimo funkcijo matrika
clear all

matrika(5)

Napisite funkcijo tridiagonalna(sp,d,zg,n), ki vrne matriko dimen-
zije n X n, v kateri so na diagonali Stevila d, nad diagonalo Stevila zg,
pod diagonalo pa stevila sp

Resitev.

% tridiagonalna.m
function y = tridiagonalna(sp,d,zg,n)
diagonala = ones(n,1)*d;
naddiag = ones(n-1,1)x*zg;
poddiag = ones(n-1,1)*sp;
y = diag(diagonala)+diag(naddiag,1)+diag(poddiag,-1);

end

% Naloga9.m

% preizkusimo funkcijo tridiagonalna
clear all

tridiagonalna(3,5,2,4)

Sestavite funkcijo, ki bo izracunala vrednost periodi¢ne realne funkcije,
ki je na [0,10) definirana takole:

r+sin(z), 0<xr<2

) |z =3, 2<x<4
fla) = (x—5)?2, d<z<T
12-5z, 7<z<10

Namig: Uporabite funkcijo mod.

Resitev. Funkcija mod(a,n) vrne stevilo med 0 in n — 1, ki ustreza
ostanku pri deljenju stevila a z n. Ostanek pri deljenju izra¢unamo s
pomocjo funkcije rem(a,n). Razlika med mod in rem je pri negativnih
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stevilih a. Tako je mod(5,3) = 2 in mod(-1,3) = 2, ostanka pa sta
rem(5,3) = 2in rem(-1,3)=-1.

% fun.m
function y = fun(x)
x = mod(x,10);

if x<2

y = x + sin(x);
elseif x <= 4

y = abs(x-3);
elseif x < 7

y = (x-5)72;
else

y = 12 - b*x;
end

end

. Sestavite funkcijo postevanka(), ki prebere stevili a in n in izpise
postevanko stevila a od a do n * a.

Resitev.

% postevanka.m
function y = postevanka()

a = input(’Vnesi stevilo a: ’);
n = input(’Vnesi stevilo n: ’);
y = a:a:(n*a);

end

. Sestavite funkcijo stDeliteljev(n), ki prebere naravno stevilo n in
izpise, koliko deliteljev ima n.

Namig: Uporabite funkcijo rem ali funkcijo mod.

Resitev. Funkciji rem in mod sta opisani v resitvi naloge [10]

% stDeliteljev.m
function y = stDeliteljev(n)

y = 0;
for i=1:n
if rem(n,i) ==
y=y+1;
end
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13.

14.

end
end

% Nalogal2.m

% preizkusimo funkcijo stDeliteljev
clear all

stDeliteljev(12)

Sestavite funkcijo osnova(n,b), ki izpise Stevilo n v bazi b,1 < b < 10.

Resitev.

% osnova.m
function y = osnova(n,b)

v = rem(n,b);
s = 1;
while n ~= 0
n = floor(n/b);
v = [v,rem(n,b)];
s = [s,s(end)*10];
end
y = v*s’;

end

% Nalogal3.m

% preizkusimo funkcijo osnova
clear all

osnova(13,2)

Sestavite funkcijo minmaxPovpr (m), ki vrne dve vrednosti. Prva vred-
nost je minimum povprecja stolpcev matrike m, druga pa maksimum
povprecja stolpcev matrike m.

Resitev.

% minmaxPovpr.m
function [a,b] = minmaxPovpr(m)

v = sum(m) / length(m); %vektor povprecij stolpcev
a = min(v);
b = max(v);

end
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15.

16.

17.

Narisite graf funkcije sin z na intervalu € [—3, 3].

Resitev.

% Nalogalb.m

clear all

x = -3:.01:3;
plot(x,sin(x))

Narisite graf funkcije arccos x - 22
imeni osi in naslovom.

na intervalu [—1, 1]. Opremite ga z

Resitev.

% Nalogal6.m

clear all

x =-1:.01:1;

y = acos(x).*(x.72);

plot(x,y),

xlabel(’os x’), ylabel(’os y’),
title(’Moj prvi graf’)

Napisite funkcijo horner (a,x), ki po Hornerjevem algoritmu izracuna

vrednost polinoma p(x) = Y1, a;x* v dani tocki z. Pri tem je vektor
a = (ag,ay, ..., a,) vektor koeficientov polinoma.

Hornerjev algoritem:

b, = a,

t=n—1n—-2...,0
bi = xbis1 + a;
Dobljeni by je enak vrednosti polinoma p v tocki x.

Resitev.

% horner.m
function y = horner(a,x)
b = a(end);
n = length(a);
for i = n-1:-1:1
b = xxb + a(i);
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18.

% Nalogal7.m

% preizkusimo delovanje funkcije horner
clear all

horner([1,5,3],2)

1 + 5*%2 + 3%272

Napisite ukaz dpoly(a), ki vrne vektor s koeficienti odvoda polinoma
podanega z vektorjem koeficientov a.

Resitev.

% dpoly.m
function v = dpoly(a)
n = length(a);
v [1:n-1] .*a(2:end) ;

end

% Nalogal8.m

% preizkusimo delovanje funkcije dpoly
clear all

dpoly([1,3,5])
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Poglavje 2

Aritmetika v premicni piki in
stabilnost izracuna

2.1 Premicna pika
Stevilo  je v premié¢ni piki zapisano v obliki
x=+m-b°.

Stevilo m je mantisa, $tevilo b je baza (obicajno 2 - dvojiski zapis mantise,
lahko tudi 10 ali 16), stevilo e je eksponent v mejah L < e < U. Mantiso
zapisemo v obliki m = 0.ci¢y . .. ¢, kjer je t dolzina mantise. Ce je ¢; # 0,
pravimo, da je stevilo normalizirano. V zapisu so ¢; stevke med 0 in b — 1.
Zapis ozna¢imo z P(b,t, L,U). Stevilom, ki jih dobimo na ta nacin, pravimo
predstavijiva stevila. Vsa ostala stevila zaokrozimo na najblizje predstavljivo
Stevilo. V praksi gledamo Stevko, ki sledi Stevki na mestu t. Ce je ta Stevka
> %b, stevki ¢; pristejemo 1, kar morda vpliva se na stevke pred njo, sicer
samo odrezemo ostanek.

s 2 |

I eksponent mantisa (¢; = 1)
predznak C2C3 ... Coq

Slika 2.1: Predstavljiva stevila v enojni natancnosti.

Najbolj pogosto uporabljamo aritmetiko, ki jo predpisuje IEEE standard.
V osnovni obliki so v racunalniku stevila zapisana v enojni ali v dvojni
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natancnosti. V enojni natancnosti so stevila shranjena v 32 bitih in zapisana
v obliki P(2,24, —125,128) (slika 2.1). V dvojni natancénosti so Stevila za-
pisana v obliki P(2,53, —1021,1024) in jih shranimo v 64 bitih (slika [2.2).

1l 1 | 52 |
t t
eksponent mantisa, coC3 ... Cs3
predznak

Slika 2.2: Predstavljiva stevila v dvojni natanc¢nosti.

2.2 Osnovna zaokrozitvena napaka

Osnovna zaokrozitvena napaka wu nastane, ker ne moremo natancéno pred-
staviti vsakega stevila. Enaka je

1
=0
T

Pri zapisu $tevila v enojni natanénosti je u ~ 6- 1078, pri dvojni natancnosti
pa je u ~ 10716,
Naj bo x dano stevilo. Oznacimo najblizje predstavljivo stevilo s fi(x). Velja

fl(z) =z(149), 0] <,

i) x| _
|| T 14w

~

Pri IEEE standardu za racunanje s standardnimi operacijami velja

fllzoy) = (xoy)(1+96), [0 <wu,
filVz) = Va(l+9), 3] <,

kjer je o katerakoli od operacij +, -, *, /. Tu je d relativna napaka.

2.3 Stabilnost izracuna

Tezave s stabilnostjo pri numeri¢nih izracunih imamo najpogosteje, kadar
odstevamo dve stevili priblizno enake velikosti ali kadar delimo z majhnim
Stevilom.
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2.4 Naloge

1. Zapisite stevilo 3481 v aritmetiki s premicno piko v dvojni dolzini.

Resitev. Zapisimo stevilo z = 3481 v obliki z = (—1)%(1+ f) - 2671923,
Najprej zapisimo x v dvojiskem zapisu. To lahko storimo na vec¢ naci-
nov.

1. nacin:

3481:2 = 1740 ost. 1
1740:2 = 870  ost. 0
870:2 = 435 ost. 0
435:2 = 217 ost. 1
217:2 = 108 ost. 1
108:2 = 54 ost. 0
54:2 = 27 ost. 0
272 =13 ost. 1
13:2 =6 ost. 1
6:2=3 ost. 0
32=1 ost. 1
1:2=0 ost. 1

Zdaj preberemo ostanke od spodaj navzgor.

2. nacin:

Stevilo zapisemo kot vsoto potenc Stevila 2. Stevilo delimo z najvecjo
mozno potenco 2¥, pogledamo ostanek in ponovimo postopek. V nasem
primeru je

3481 = 21 4 210 4 98 4 9T 4 94 4 93 4 90

Torej je 348119 = 1101100110015 = 1.10110011001 - 2. MnozZenje z 2!
tu pomeni premik pike za 11 mest v levo. Iz tega zapisa vidimo, da je
f=0.10110011001 in e = 11 4 1023 = 1034.

Tudi eksponent zapiSemo v dvojiski bazi in dobimo e = 1034 = 210 +
23 + 21 = 100000010105.
Zapis stevila x v aritmetiki s premic¢no piko v dvojni dolzini je torej

0 | 10000001010 | 101100110010000...0
52

Rezultat lahko preverimo z Octaveom. VpiSemo format bit in de-
setisko Stevilo (v tem primeru 3481).

2. Zapisite stevilo 1342 v aritmetiki s premi¢no piko v dvojni dolzini.
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Resitev. Zapisimo Stevilo z = 1342 v obliki z = (—1)%(1+ f) - 2671923,
Najprej zapisimo x v dvojiskem zapisu,

1342:2 = 671 ost. 0
671:2 =335 ost. 1
335:2 =167 ost. 1
167:2 = 83 ost. 1
83:2 =41 ost. 1
41:2 = 20 ost. 1
20:2 =10 ost. 0
10:2 =5 ost. 0
52 =2 ost. 1
22=1 ost. 0
1:2=0 ost. 1

Zdaj preberemo ostanke od spodaj navzgor, torej je
134219 = 10100111110, = 1.0100111110 - 2'°.

Iz tega zapisa vidimo, da je f = 0.0100111110 in e = 10+ 1023 = 1033.
Se eksponent zapisemo v dvojiski bazi in dobimo e = 1033, = 210 +
23 + 20 = 10000001001,.
Zapis stevila x v aritmetiki s premi¢no piko v dvojni dolzini je torej

0 | 10000001001 | 01001111100...0
52

Rezultat lahko preverimo z Octaveom. VpiSemo format bit in de-
setisko Stevilo (v tem primeru 1342).

. Zapisite stevilo 796 v aritmetiki s premi¢no piko v enojni dolZini.

Resitev. Zapisimo Stevilo z = 796 v obliki x = (—1)°(1 + f) - 267127,
Najprej zapiSimo x v dvojiskem zapisu,

796:2 = 398 ost. 0
398:2 =199 ost. 0
199:2 =99 ost. 1
99:2 = 49 ost. 1
49:2 = 24 ost. 1
24:2 = 12 ost. 0
12:2 =06 ost. 0
6:2 =3 ost. 0
32=1 ost. 1
1:2=0 ost. 1

Zdaj preberemo ostanke od spodaj navzgor, torej je

79610 = 11000111005 = 1.100011100 - 2°.
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Iz tega zapisa vidimo, da je f = 0.100011100 in e = 9 4+ 127 = 136.

Se eksponent zapisemo v dvojiski bazi in dobimo e = 136, = 27 +2° =
100010005.

Zapis stevila x v aritmetiki s premic¢no piko v enojni dolzini je torej

0

10001000

100011100...0
23

. Pokazite, da je

o0

0.1=> (2742741 (2.1)

=1

in od tod pokazite, da je binarni zapis za x = 0.1 enak 0.0001100 (zadnji
4 biti se ponavljajo). lzracunajte f1(0.1) v binarni IEEE aritmetiki z
enojno natancnostjo.

Resitev.
vrste

Uporabili bomo formulo za vsoto neskoncéne geometrijske

iqi: L, za |q| < 1.
i=0 l—q

Izra¢unajmo vsoto na desni strani (2.1)):

o)

Sreren- (3 + ()

=1 %

Od tod sledi

Il
i

-2(6)
—\2\16
31 &1y
=5 152 (1)
311
SR
3 1 16
gL
_1_
—E—O.l

o0

01 — 2(2741' + 2741'71)

=1
=24 4925498 99 o712 018
= 0.000110011001100,
= 0.11001100T100, - 273.
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Ko racunamo fI(0.1), nas zanimata 24. in 25. mesto v zapisu, saj
zaokrozujemo na 24 decimalk. Vidimo, da je Stevka na 25. mestu
enaka 1, Stevka na 24. mestu pa je 0. Ko stevilo zaokrozimo, bo na 24.
mestu 1, ostale Stevke pa se ne spremenijo.

Rezultat je fl(z) =0.11001100...1101-273.

24

. Naj bosta x in y predstavljivi stevili. Ocenite napako pri izracunu

2% — y? v premicni piki, ¢e racunate na dva nacina

(a) 2 —y* = (z—y) - (x +y),
(b) z* —y*.

Resitev. Vemo, da velja
fl(xoy)=(xoy) - (1+9), |0 <u,

od koder sledi

fl(xoy)—zoy _ 9]
Toy ’

kar nam olajsa racunanje napake.
(a) Predpostavimo, da je x > y. ZapiSimo izraz v zgornji obliki

(@ =y +y) = (@ —y)
<(@—ylz+y)(1+uw)?

= (2* — *)(1 + 3u + 3u* +u?)
= (2* =) (1 + 3u + O(u?)),

r—y)(x+y)(1+01)(1+ d)(1+d3)

kjer so |6;| < u, i = 1,2,3. Napaka d; nastopi zaradi napake pri
odstevanju, 0, zaradi napake pri seStevanju, d3 pa zaradi napake
pri mnozenju. Ker je u majhen, sta u? in u? $e precej manjsa, zato
ju lahko zanemarimo.

Ocenimo fl((a: —y)(x+ y)) Se navzdol,

=y +y) = (= —y)

> (= y)(z+y)(1 —u)’

= (2 —*)(1 — 3u + 3u* — u?)
= (¢® = y*)(1 = 3u + O(u?)),

r—y) (@ +y)(1+61)(1 4 52)(1 + d3)
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torej velja
F1((z =)@+ )| < (@ = y*) (1 +3u+ O(w?))
in je

(@ =)z +y) = (@ —y)(z+y)

CENCET) < Bu+ O,

Za y < x zamenjamo vlogi x in y.

(b) Spet si pomagamo z izrekom in zapiSemo
flla® = y?) = (@*(1+61) — y*(1 +82))(1 + 3),
kjer so |6;] < wu, i =1,2,3. Sledi

fl(x* —y?) = 22(1 4+ 61) (1 + 03) — y*(1 + 6)(1 + 53)
= I2<1 + 51 + 53 + 6153) — ’y2<1 + 52 + 53 + 6253)
= I’Z — y2 —+ .732(51 + (53 -+ 5153) — yQ((SQ + 53 + (5253),

od koder dobimo

fl(x® —y?) — (22 — y?) 22(81 + 03 + 6103) — y*(09 + 03 + 0203)

22 — 42 22 — 42
22(2u + u?) + y*(2u + u?)
B |22 — y?|
(2u + u?) (2% + y?)

|22 — 12|

Izraz je odvisen od x in y, zato bo tak izracun slabsi od prejsnjega.
Problem je imenovalec, ¢e je |z| =~ |y|.

6. Pokazite, da pri racunanju vsote in produkta kompleksnih stevil z,y €
C v premicni piki velja

(a) fl(zr+y)=(v+y)(1+9), [d] <u,
(b) fl(x-y) = (z-y)(1+0), 6] < V2u(2+u).

Resitev. Ker sta z,y € C, je tudi § € C. Zapisimo = = a + bi in
y=c+di, a,b,c,d € R.
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(a) Vsoto kompleksnih $tevil izracunamo kot x+y = (a+c¢)+ (b+d)i,

torej porabimo dve seStevanji (mnozenje z ¢ lo¢i komponenti), zato
je

fllz+y)=(a+c)(1+6)+ (b+d)(1+d)i
(a+c)+ (b+d)i+(a+c)b + (b+ d)dqi

T+y

=(x+y)+ (x+y)d (hotemo dobiti),

kjer sta d1,d5 € R, [6;] < u. Torej je
(a4 )0y + (b+ d)oai

)=
T4y
in zato
o = (a+¢)%07 + (b+ d)*53
(a+ )2+ (b+d)>

(a+c)?u® + (b+ d)*u?

)

(a+c)?+ (b+d)?
(a+e)P+(b+d)?
(a+cf +(b+dp"

:u’

torej je || < u.
Produkt kompleksnih stevil izrac¢unamo kot z-y = (a+bi)(c+di) =
(ac—bd)+i(ad+bc), torej za izracun porabimo 4 realna mnozenja
in 2 realni sestevanji. Zapisemo
fl(zy) = (ac(1 4 01) — bd(1 + 09)) (1 + 03)+
+ i (ad(1 + 64) + be(1 + d5)) (1 + d6)
in zaradi lazjega racunanja definiramo
(14+0)(1+0d3) =1+ (14+0)(1+d)=1+13
(1402)(1+03) =1+ (14+05)(1+0) =1+ 4.
Od tod dobimo 1 + d; + 05 4+ 0103 = 1 + 71, torej velja
v | < 2u + u?

Enako oceno dobimo tudi za ostale ;. Uporabimo jo v zgornjem
izrazu,

fl(zy)

ac(l+ 1) — bd(1 +~2) + i (ad(1 4+ ~3) + be(1 + v4))
= (ac — bd) + i(ad + bc) +acy, — bdys + i(adys + beyy)
Ty
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torej je
|zyd| = |acyr — bdyz + i(adys + beya)|.
Preoblikujmo zgornjo enacho,
’35‘219‘2’(”2 = ‘a071 — bd’Y2’2 + ‘ad% + bc”Y4|2
< (lac| + [bd])?*(2u + u*)* + (Jad| + |be])* (2u + u?)?
= (2 2 ((Jac| + |bd])* + (Jad] + [be])?)
< (2u+u?)* ((Jac| — |bd])* + (Jac| + [bd])* +
+ (lad| — |bel) (Iad|+f|bcD2),

u+u

kjer smo pristeli dva pozitivna ¢lena. Izbrali smo taka clena, da
se racun lepo poenostavi,

2\ac|2 + 2|bd|* + 2|ad|? + 2|bc|?)

( +b2d2+a2d2+b2 2)

= (2u + u?)?

N

[\
—~
Q
_|._
S
[V
~—
—
Q
+
S
[\]
~—

torej je

16] < V2(2u +u?) = V22 +u) - u

. Zapisite izraze v stabilnejsi obliki za racunanje in povejte kje so tezave
s stabilnostjo:

(a)
(Vo +1—+x),

(b)
1—cosz

)
.1‘2

() )
log <1 + > + log z,
x

(d)
vV1i+x—1.

Resitev.
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(a) Tezava pri izracunu
(Ve +1—x)

je odstevanje, preuredimo izraz

. (z+l)—a
(Ve + _\/E)_m—\/x—ﬂ+\/§

N

(b) Tezava pri izracunu
1—cosx
2
je odstevanje ali deljenje z majhnim stevilom. Preuredimo izraz
1 —cosz (1—cosx)(l+cosz)
2 22(1 + cosx)
1 —cos’z
22(1 + cos x)
sin?
sin® x

22 - 2 cos? 5

_1 sinx 2
2 xcosg

kjer smo uporabili 1 + cosz = 2 cos? 5, kar dobimo iz

cos 2z = cos® r — sin®x = cos’z — (1 — cos® x) = 2cos’x — 1

1+ cos2r = 2cos’ x

1 + cosz = 2 cos? %
(¢) Tezava pri izracunu
1
log (1 + ) + log x
x
je deljenje z majhnim z. Preuredimo izraz

1 1
log (1 + ) + logz = log (H) + logx
x x
=log(zx+ 1) —logz + logx
= log(xz + 1).
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(d) Tezava pri izra¢unu
vi+z—1

je odstevanje. Preuredimo izraz

(V1 +z-1)(V14+z+1)
ite—1= Vitzr+1

l1+z-—1

T Itz +1
X
Itz +1

8. Dan imamo tangens kota tan a = ¢. Stabilno izracunajte sin « in cos «.

Resitev. Poznamo tan «, zelimo izracunati sin « in cos a.

1. ideja:

t = tana,
« = arctant,

izracunamo sin o in cos «.

Tak nacin racunanja ni ekonomicen, saj trikrat racunamo vrednost tri-
gonometri¢ne funkcije.

2. ideja:

Uvedemo oznaki ¢ = cosa, s = sina, dan je t = tan a.

Iz sin? a + cos? @ = 1 dobimo

1

1+ tana = T
cos? a

torej je
+1

V142

CoOS ¥ =

sinus kota pa dobimo iz

sina = +v1 — cos? a.

Algoritem:
1 r=+/1+12-racun je stabilen (seStevamo pozitivni stevili)
2 c = j:% - ker je r > 1, nimamo tezav (tezave so pri deljenju z

majhnimi Stevili)
3 s = £V 1 —¢? - tezave imamo, kadar je ¢ blizu +1, saj takrat
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odstevamo priblizno enake vrednosti
Predznake =+ izberemo glede na predznak ¢ = 2.

3. ideja:
Popravimo izrac¢un sin a in dobimo

. Ly 1 +t +t ;
SN v = — = = —=1%.c.
V'l V142

Tretji korak zgornjega algoritma popravimo na s = t - ¢, kar izracu-
namo stabilno. Ta algoritem porabi manj operacij kot prvotni in vse
so elementarne.

. Dano je kompleksno stevilo a = u + v, kjer sta u,v € R in v # 0.
Izracunajte /o = x + iy v realni aritmetiki na stabilen nacin.

Resitev. Izrazimo x in y z danima u in v,
u+iv=a=(r+iy)? = 2> —y* + 2xyi.
Od tod dobimo sistem

u =z — 3> (2.2)
v = 2xy.
Iz druge enacbe izrazimo x = ;—y in ga vstavimo v prvo enacho,

v 2
_ e . 2
‘T <2y> Y

duy® = v? — 4y
4yt + duy® —0* = 0.

Od tod dobimo regitve za 32,

—du % \[16u — 4 -4 (—0?)

2
yl,? - 2. 4
1 1
=—5u + 5\/u2 + v?
1
= (ol —u),

kjer smo oznadili || = v/u? + v2, resitev z minusom pa nas ne zanima,
saj bi v tem primeru dobili negativno sStevilo, mi pa iS¢emo realen y.

Torej je
/1
Y12 == §(|04‘ —u).
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Iz prve enacbe sistema (2.2)) izrazimo Se x in uporabimo rezultat,

v =u+y?
=t 5 (Ja]
=u+ (ol —u
1
= S(lal +u),
torej je
1
T1o ==+ §(|a\+u).
Algoritem:

1 t = |a|] = vu?+v?, racun je stabilen (to uporabimo, da ne
racunamo veckrat iste vrednosti)

2 x= :l:\/?, tukaj lahko nastopi problem, ¢e je u < 0 in t ~ |u].
3 y= j:\/?, tukaj lahko nastopi problem, ¢e je u > 0 in ¢t ~ u.
Prvi problem je, kako izbrati predznak pri z in y. Izberemo ga tako,
da je predznak zy enak predznaku pri v (druga enacba sistema )
Izracun x ali y je nestabilen za majhne v, saj je takrat |u| ~ |a| = t.

Popravimo algoritem:

1 t=vVu2+02(=]al)
2 Ce jeu=>0

3 r =4,/

4 Y=

5 ¢e jeu<0

6

7

yzi\/?
T=

Zelimo se izogniti veckratnemu racunanju istega izraza. V tem primeru
smo prihranili en izracun kvadratnega korena. Problemi z izracunom
lahko nastanejo, ¢e je x ali y blizu 0. Temu se ne moremo izogniti.

35



Poglavje 3

Resevanje nelinearnih enacb

3.1 Bisekcija

Dana je zvezna funkcija f : R — R, iS¢emo resitve enacbe f(z) = 0. Vemo,
da velja naslednji izrek:

Naj bo f(z) zvezna funkcija na [a,b] in f(a) - f(b) < 0. Potem ima f(z) na
intervalu (a, b) niclo, tj. obstaja tak £ € (a,b), da je f(§) = 0.

Algoritem:

Dani so a, b, €, f; metoda vrne c.
1 fa = f(a)

2 fo=[(0)

3 e=b—a

4  if sign(f,) = sign(f,) stop
5 repeat

6 e= %e

7 c=a-+e

8 fc = f(C)

9 if Sign(fa) = Sign(fc)
10 a=c

11 fa = fc

12 else

13 b=c

14 fb = fc

15 end

16  until |e| <e

Tocka ¢, ki jo dobimo s tem algoritmom, je priblizek za niclo, ki se od prave
nicle razlikuje za manj kot ¢.

Slabosti algoritma so:
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- Ce ima f na (a,b) vec ni¢el, nimamo vpliva na to, katero ni¢lo dobimo.

- Algoritem ni uporaben za iskanje sodih nicel.

3.1.1 Zgled

7 bisekcijo zelimo poiskati priblizek za /3. Vemo, da je v/3 = 1.73205.
Bisekcija vrne priblizke za nic¢le funkcije na danem intervalu. Ker Zelimo najti
priblizek za /3, hoemo najti funkcijo, katere nicla je enaka /3. Izberemo
funkcijo

f(z) =2 - 3.

Zdaj poiscemo tak interval, da bo na robovih intervala funkcija razlicno
predznacena. Izberemo lahko [1,2], saj je f(1) = —2, f(2) = 1. Torej je
a =1, b =2. Zdaj lahko naredimo en korak bisekcije:

1 fo=—2
2 =1

3 c= “TH’ =
4 f c = f (C) _%

Zdaj imamo dve moznosti: Nicla je lahko na intervalu [a,c] = {1, %} ali na
%

vidimo, da je funkcija razlicno predznacena na intervalu [

I e

2} . Ce pogledamo vrednosti funkcije v vseh treh tockah,

3
29

intervalu [c, b] = {
2] , torej je v
naslednjem koraku bisekcije a = %, b=2:

1 fa:_%

2 =1
3 c= b —

4 fc:f(c) Tlﬁ

Nicla je na intervalu [

I i

3 7

5 ﬂ . Lahko nadaljujemo z bisekcijo na tem intervalu,

7_3
¢e pa smo zadovoljni z natancnostjo |452| = 0.125, je priblizek za niclo
razpolovisce zadnjega intervala
7,3
L _l’_ 2
c=4 5 2 — 1.625.

Poglejmo Se, kaj vrne program bisekcija[l]. Za dano funkcijo (definirano z
f = @(x) x.72 - 3), zacetni interval [1,2] in natan¢nost 1072, dobimo za-
poredje priblizkov zy = 1.5000, 1 = 1.7500, x5 = 1.6250, x3 = 1.6875, x4 =
1.7188, x5 = 1.7344, x4 = 1.7266, resitev pa je v/3 = 1.7305.
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3.2 Navadna iteracija

[S¢emo resitev « enacbe f(x) = 0. Najprej zapisemo problem f(z) = 0 v
obliki z = g(x) za ustrezno iteracijsko funkcijo g(x). Za resitev velja g(a) =
a < f(a) =0. Ce je a = g(a), pravimo, da je o negibna tocka funkcije g.

Algoritem:

1 izberi g

2 r=12 ...

3 Ty = g(xr—l)

Pri primerno izbranem zacetnem priblizku xq in primerno izbrani funkciji g
zaporedje konvergira k negibni tocki funkcije g, ki je nicla funkcije f.
Negibne tocke delimo na

- odbojne, ¢e je |¢'(a)| > 1,

- privlacne, ¢e je |¢g'(a)] < 1.V tem primeru zaporedje konvergira k nicli,
saj velja

Izrek. Naj bo g zvezno odvedljiva na I = [ — d, a + d], kjer je o = g(a), in
naj velja |¢'(x)| < m < 1 za vse x € I. Potem za poljuben zy € I zaporedje
Zr+1 = g(z,) konvergira proti .
Zaporedje xz, konvergira k a z redom p, ¢e obstajata konstanti 0 < ¢; < co,
da velja

alr, —alf <z, —al < colz, — af”.

Ce je p = 1 imamo linearno konvergenco, za p = 2 kvadraticno, . ..

Izrek. Ce je funkcija g(x) p—krat zvezno odvedljiva v okolici negibne tocke
ain je ¢'(a) = ¢"(a) = --- = g®V(a) = 0, g®(a) # 0, potem je red
konvergence zaporedja x,,1 = g(z,) enak p.

Pri racunanju reda konvergence se pri odvajanju velikokrat zgodi, da je del
funkcije v tocki a enak 0. Recimo, da lahko funkcijo g(z) zapisemo v obliki
g(x) = hi(z) - ha(x), kjer je hy(a) = 0. Takrat uporabimo trik. Funkcijo g
odvajamo

g'(x) = (h(x) - ha(x))" = ha(x) - hy(x) + hi () ha(z),
in, ko vstavimo «a, dobimo
g'(a) = hy(@)hs(a).
Na ta nacin se lahko izognemo nepotrebnemu delu pri odvajanju. Celotno

funkcijo moramo odvajati le v primeru, ko je ¢'(a)) = 0.
Kako poiscemo iteracijsko funkcijo? Primeri:

38



- gi(x) =z — f(x),
- go(w) =x —c- f(x), ¢ #0,
- gs(w) = — h(z) - f(x), h(a) #0.

3.2.1 Zgled

7 navadno iteracijo zelimo poiskati resitve enacbe

2 —br+1=0.

V Octave-u z ukazom roots([1,0,-5,1]) poisc¢emo nicle, ki so

1 = —2.330058739567982,

T = 2.128419063844577,
x3 = 0.201639675723405.

Prva iteracijska funkcija, ki jo izpeljemo, je

Na primerih si oglejmo, kaj se zgodi z zaporedjem pri razlicnih zacetnih

1423

g(z) = ——

priblizkih. Uporabimo funkcijo iteracija [I].

Zo
I
T2
Zs3
Ty
Ts
Te
Z7
Ig
Zg
T10
T
T12
T13
L14

0.000000000000000
0.200000000000000
0.201600000000000
0.201638708019200
0.201639652116243
0.201639675147505
0.201639675709356
0.201639675723062
0.201639675723396
0.201639675723404
0.201639675723405
0.201639675723405

2.000000000000000
1.800000000000000
1.366400000000000
0.710227139788800
0.271650922681262
0.204009253796415
0.201698163874077
0.201641102963663
0.201639710541370
0.201639676572794
0.201639675744126
0.201639675723910
0.201639675723417
0.201639675723405
0.201639675723405

3.00000000000000e+000
5.60000000000000e+000
3.53232000000000e+001
8.81495237522063e+003
1.36990328299253e+-011
5.14161690798161e+032
2.71849877008952e+097
4.01806925772563e+291
Inf

Inf

Za zacetni priblizek xq = 0 dobimo zaporedje, ki o¢itno konvergira k resitvi
x9. Za zacetni priblizek xg = 2 dobimo zaporedje, ki spet konvergira k resitvi
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Zo, vendar pocasneje, saj je bil zacetni priblizek slabsi. Za zacetni priblizek
o = 3 dobimo zaporedje, ki divergira.

Kje nam konvergenco zagotavlja konvergenc¢ni izrek? Poglejmo, kje je odvod
iteracijske funkcije po absolutni vrednosti manjsi od 1,

Torej nam konvergencni izrek zagotavlja konvergenco zaporedja le za |z| <
1.291. Kot vidimo, lahko zaporedje konvergira tudi na vec¢jem intervalu (v
nasem drugem primeru).

Drugih dveh resitev enacbe s to iteracijsko funkcijo ne moremo dobiti, saj
tam zaporedje ne konvergira. Sestavimo novo iteracijsko funkcijo

2 —5r+1=0
2 =5r—1

x=v/br— 1.

Nova iteracijska funkcija je torej

Oglejmo si primer. Za zacetna priblizka xy = —1 in g = 1 dobimo zaporedji,
ki konvergirata, vendar zelo pocasi.
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Ty
xy
T2
Z3
Ty
Ts
Zg
X7
Tg
Ty
T10
T
T12
Z13
T14
T15
T16
Zi7
T8
T19
T20
T2
L22
T23
T4
L5
T26
L7
Tag
T2g
T30
T31
T32
Z33
T34
T35
T36

-1.00000000000000
-1.81712059283214
-2.16056476459804
-2.27681970564885
-2.31359923956675
-2.32499494801901
-2.32850320095544
-2.32958111700741
-2.32991210810294
-2.33001372526036
-2.33004492083705
-2.33005449743809
-2.33005743730344
-2.33005833979421
-2.33005861684403
-2.33005870189375
-2.33005872800262
-2.33005873601761
-2.33005873847807
-2.33005873923340
-2.33005873946527
-2.33005873953645
-2.33005873955830
-2.33005873956501
-2.33005873956707
-2.33005873956770
-2.33005873956790
-2.33005873956796
-2.33005873956797
-2.33005873956798
-2.33005873956798

1.00000000000000
1.58740105196820
1.90717556826722
2.04369491208149
2.09678074854246
2.11671495967476
2.12410433660789
2.12683047319964
2.12783445448731
2.12820396200576
2.12833992408246
2.12838994761394
2.12840835181395
2.12841512283873
2.12841761393191
2.12841853041582
2.12841886759401
2.12841899164321
2.12841903728141
2.12841905407188
2.12841906024916
2.12841906252181
2.12841906335793
2.12841906366554
2.12841906377871
2.12841906382034
2.12841906383566
2.12841906384130
2.12841906384337
2.12841906384413
2.12841906384441
2.12841906384452
2.12841906384456
2.12841906384457
2.12841906384457
2.12841906384458
2.12841906384458
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Poglejmo, kje nam izrek zagotavlja konvergenco pri tej iteracijski funkciji,

oD »
/0 = prm— Il <1

.3

5
3 3

< —_
595—1 (5)

|5m—1| \/@

/\

1
|5z — 1| >
(5
5
Za x > % mora biti
1 1 1 )
hr—1> — = zx>-|1+ = 0.63033,
(3) ’ (2)
5) 5
sicer pa
1 1 1 i
“br+l1l>—m = z<-|1———=1]=-0.23033,

(2 (2)

torej iteracija konvergira za vse x € (—o00,—0.2303) U (0.6303,00). S to
funkcijo lahko izracunamo preostali resitvi enacbe.

3.3 Tangentna metoda
Iz priblizka x, dobimo nov priblizek x,,; kot presecisce tangente na krivuljo

v tocki (z,, f(z,)) z abscisno osjo (slika [3.1)).
Enacba tangente na krivuljo v tej tocki je

Yy — f(‘rr) = f,(xr)($ - xr)>
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Slika 3.1: Grafi¢na izpeljava tangentne metode.

iS¢emo pa presecisée z x osjo, tocko (z,41,0). Torej mora veljati

0— f(z,) = f'(x,)(Trs1 — 7).
Nov priblizek iz starega dobimo kot

~ f()
f(wy)

Opazimo se, da je tangentna metoda poseben primer navadne iteracije za
iteracijsko funkcijo

Try1 = Ty

@
M= iy

Lastnosti tangentne metode:

Vsaka nicla je privlacna tocka (|¢'(a)] < 1 za vsako niclo), torej jo
lahko izracunamo z dovolj dobrim zacetnim priblizkom.

V blizini veckratne nicle (f'(a) = 0) je konvergenca linearna.

- Ce je a enostavna nicla, je f'(a) # 0 in ¢’(a) = 0, zato je konvergenca
vsaj kvadraticna.

- Ce je a enostavna nicla in f”(a) = 0, je konvergenca vsaj kubicna.
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3.3.1 Zgled

IS¢emo resitve enacbe
2 —r+1=0.

Natancni resitvi sta «; = 1 (dvojna nicla) in ap = —1 (enostavna nicla).
Izpeljimo tangentno metodo za ta primer. Tangentno metodo dobimo kot
Lypy1 = Tp — f(xT)
r+ s f/(l‘r) )

v tem primeru torej

3 2

xy —xr — Ty + 1
a2 —2x, — 1

3 —z? 241
3z2—2z—1

Lry1 = Ty —
Zdaj uporabimo iteracijsko funkcijo g(x) = = — v Octaveu (upora-
bimo program iteracija [I]).
Za zacetna priblizka zy = 0.5 in £y = —0.5 dobimo zaporedji priblizkov

T
T2
T3
Ty
Ts
T
Ty
Tg
Tg
T10
T11
T2
T13
T14
T15
T16
Ti7
T8
T19
T20
T21
T22
T3
Toq
T25
T26

0.500000000000000
0.800000000000000
0.905882352941176
0.954132539091586
0.977338616437368
0.988734610384883
0.994383303992375
0.997195612087415
0.998598791189703
0.999299641276319
0.999649881983167
0.999824956318402
0.999912481989770
0.999956241952312
0.999978121215269
0.999989060667537
0.999994530350836
0.999997265177114
0.999998632588296
0.999999316282907
0.999999658134565
0.999999829036609
0.999999914594049
0.999999957166969
0.999999978550793
0.999999988902906

-0.500000000000000
-2.000000000000000
-1.400000000000000
-1.100000000000000
-1.008695652173913
-1.000074640791193
-1.000000005570624
-1.000000000000000
-1.000000000000000
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Zacetni priblizek g = —0.5 da mnogo hitrejSo konvergenco, saj je nicla -1
enostavna in je red konvergence kvadraticen.

3.4 Laguerrova metoda

[S¢emo resitev enacbe p(x) = 0, kjer je p polinom stopnje n. Najprej izracu-
namo

Nov priblizek dobimo z

: (3.1)

LTry1 = Ty —

si(x,) £ /(0 — 1) (nsa(,) — s3(2,))

kjer predznak izberemo tako, da je absolutna vrednost imenovalca najvecja.
Konvergenca metode je v blizini enostavne ni¢le kubi¢na, v blizini veckratne
nicle pa linearna.

3.5 Naloge

1. 7Z bisekcijo poiscite priblizek za +v/20. Naredite tri korake.

Resitev. Najprej izberemo funkcijo f, katere vrednosti je enostavno
izraCunati in ki ima niclo v/20. Naj bo to funkcija

f(z) = 2* - 20.

Zdaj poiscemo tak interval, da bo na robovih intervala funkcija f ra-
zliéno predznacena. Izberemo [1,4], torej a = 1, b = 4, in naredimo en
korak bisekcije:

1 fo=-19

2 f, =44

_at+b __
3 c=33 =

4 fc:f(c>:_%'

Vidimo, da je funkcija razlicno predznacena na robovih intervala B, 4] ,

Nt

torej je v naslednjem koraku bisekcije a = g, b=4:
1 fa = _%
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2 fy=44
3 c=2atbt 13

2 4
4 fc:f(c):%.
5

Funkcija je razlicno predznacena na robovih intervala {5, %} , torej je

v naslednjem koraku bisekcije a = g, b= % :
R e

2 o=

3 c = atb _ 23

2 8
_ _ 1927

4 f c — f (C) — 512 °
Koncali smo tretji korak bisekcije in vrnemo priblizek med a in ¢

5 23

2 _'_ £9

c=2—-8 = 26875.
2

. 7 bisekcijo poiscite priblizek za v/2 na dve decimalki natanéno.

Resitev. Najprej izberemo funkcijo f, katere vrednosti je enostavno
izrac¢unati in ki ima niclo v/2. Naj bo to funkcija

f(z) =2* —2.

Zdaj poiscemo tak interval, da bo na robovih intervala funkcija f ra-
zlicno predznacena. Izberemo [1,2], torej a = 1, b = 2, in naredimo en
korak bisekcije:

1 fo=-1
2 fr=2
3 c:‘ib:%

2
4 fe= f(c) %.

Vidimo, da je funkcija razli¢no predznacena na robovih intervala [1, %] ,
torej je v naslednjem koraku bisekcije a = 1, b = % ;

1 fo=-—1

> f=!

s ek

4 fc:f(c):_llﬁ'

Funkcija je razli¢no predznacena na robovih intervala [%, %} , torej je v
naslednjem koraku bisekcije a = g, b= % :

_ 7
1 fa*l_ﬁ
2 szgb
3 e=rnt=l

4 L= =&

V naslednjem koraku sta a = %

Do

inb=
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7
2 fb—ajzl—b 23
5. =% =0
4 fC:f(C:%
Zdaj sta a =L in b %:
1 fo=— l
g fb a+%6 45
C=" T3

4 fe=1flc)=- 1(2)34

Razlika med a in b je enaka a — b = 0.0625, torej je zadnji priblizek
¢ = 1.40625 natancen na eno decimalko. Postopek nadaljujemo, dokler
ni razlika med a in b manjsa od 0.01 in dobimo priblizek ¢ = 1.41797,
natancen na dve decimalki.

. Z uporabo programa bisekcija [I] poiscite priblizek za niclo funkcje

f(z) =e"%(3.2 sinx — 0.5 cosx)

na tri decimalke natancno.

Resitev. I[s¢emo interval, na katerem je funkcija f razlicno predz-
nacena. Dolo¢imo ga lahko s poskusanjem ali iz grafa funkcije. Defini-
rajmo funkcijo z £ = @(x) exp(-x)*(3.2*sin(x) - 0.5%cos(x)) in
poskusimo f(3) in £(4). Lahko izberemo interval [3,4] in pozenemo
program z ukazom bisekcija(f, 3, 4, 0.001). Priblizek za niclo
funkcije f je 3.2964.

. Ali konvergencni izrek zagotavlja konvergenco zaporedja

1
Try1 = 10 (1 +x )
¢e izberemo zacetni priblizek o = 07 Koliksen je red konvergence?
Resitev. Izracunajmo odvod iteracijske funkcije g(z) = 15(1 + 2°),
1 L

/
g (x) = 1 - 5t =37

in vstavimo vrednost x = 0. Ker je ¢’(0) = 0 < 1, imamo konvergenco
v okolici xy = 0. Da dobimo red konvergence, spet odvajamo,

g//( )_21,3 g”(O):O,
///( )—613 ///(0) :07

g () = 122, ¢(0) =0,
O(x) =12, ¢®(0) =12 #0,

torej je red konvergence enak 5.
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5. Poiscite resitve danih enacb in ugotovite red konvergence iteracije:

&) 1 4
$_2<x+x)’

izracunajte se interval konvergence z uporabo konvergencnega iz-

reka,

(b)
_z(2? +12)
322 +4

)

(c)
_z(1—Inx)
S

Resitev.

(a) Najprej izracunajmo resitve enacbe,

1
x:<x+>
T
4
e =x+ —
T
4
xrT— — =
x
2 —4=0
(z =2)(z +2) =0,

resitvi sta torej x; 9 = £2.
Odvajajmo iteracijsko funkcijo g(z) = 1 (

1 4
/
=—(1——).
g(x) 2 ( :U2)
V enacbo vstavimo £2 in dobimo

g (*£2) = ; (1 - i) =0.

Se enkrat odvajajmo,



vstavimo £2 in vidimo
" o 1
g'(£2) = ii #0,

torej je konvergenca kvadraticna (red je 2).

Poglejmo Se, kje je |¢'(z)] < 1 (po konvergencénem izreku za take
zacetne priblizke x iteracijsko zaporedje konvergira),

lg'(x)] <1
!

1 4
Z (1= =
’2( 2
4

I

<1

<2

i. Najprej izracunajmo, kje je izraz pod absolutno vrednostjo
nenegativen,

|z| > 2.

V tem primeru dobimo naslednjo neenacbo, ki jo resimo

kar je vedno izpolnjeno. Resitev je |z| > 2.

ii. V primeru, ko je izraz pod absolutno vrednostjo negativen
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(tj. za |z| < 2), dobimo

23
|z > \3/_ = 1.1547.

Resitev je torej % < |z| < 2.
Iteracijsko zaporedje konvergira za zacetne priblizke

et (4).

Ce resitev testiramo v Octaveu, vidimo, da iteracija res konver-
gira k tockama £2, odvisno od zacetnega priblizka. Ce vzamemo
zacetni priblizek blizu 0, vidimo, da iteracija ne konvergira.

(b) Izra¢unajmo resitve enacbe,

z(z? + 12)
32 +4

z(32° +4) = z(2* + 12)
r(302 +4 -2 —12) =0
z(20° —8) =0
22(x® —4) =0
2x(z —2)(z+2) =0,
torej so resitve x1 =0, x9 = 2, 3 = —2.
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x(x2+12)
3z244 7

) (22 +12) + 2 - (22)) (32? + 4) — z(2? + 12) - 62
g(e) = (322 4+ 4)?
(32% +12)(32% +4) — 62* — 12 - 622
(322 +4)?
_ 9zt +122° +12- 322 44 12 — 62" — 12 - 62
= (322 1 4)?

Odvajajmo iteracijsko funkcijo g(x) =

 3xt — 242 + 48
(322 4 4)?

3(z% — 4)?
(322 +4)?

3 —2)%(x+2)°

B (322 + 4)2
in poglejmo vrednosti odvoda v resitvah enacbe,
, 3-4-4
90) =5

= nimamo konvergence v okolici tocke 0,

=3>1=

¢'(2) = 0= imamo vsaj kvadrati¢no konvergenco v okolici 2,

¢'(—2) = 0 = imamo vsaj kvadrati¢no konvergenco v okolici -2.

Se enkrat odvajajmo,
" (B3-2(x —2)(x+2)2+3-(x —2)%-2(x+2)) - (322 + 4)*—
9'(z) = 2 4
(322 +4)
—3(z —2)%(x + 2)% - 2(32% + 4) - 62

6z —2)(z+2)(x+2+x—2) (32*+4)°—
(32 +4)4
—36z(z — 2)*(z + 2)*(32% + 4)

122(x — 2)(z + 2)(32? + 4)(32* + 4 — 3(z — 2)(z + 2))

(322 1 4)
_ 12z(x — 2)(x 4+ 2)(32* + 4 — 3(2* — 4))
B (322 4 4)3
~ 122(x—2)(z+2)- 16
B (3x2 — 4)3
~ 192x(2 - 2) (2 + 2)
B (322 +4)3
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torej velja
g"(+2) = 0 = vsaj kubi¢na konvergenca v okolici +2.

Uporabimo trik s funkcijo hy(x) = (x — 2)(x + 2), torej je bl (x) =
r+24+2xr—2=2x in
192 - (£2)
(3-4+4)3

192-8 3
=T 87"

zato je konvergenca kubi¢na v okolici £2 (red je 3).

g"(£2) = - (+4)

(¢) Pois¢imo resitve enacbe,
z(1—Inz)
e
z(14+2)=2z(1 —Inx)
r+2°=r—rlnx
> +rlnr =0

z(z+Inz) = 0.

Tr =

Resitvi enacbe sta x1 = 0 in x5 = 0.5671. ResSitev 1 ni smiselna,

saj In 0 ne obstaja. Odvajajmo iteracijsko funkcijo g(z) = I(l—lnx)7

(1 =ma)+a(=D) (1 +2) —2(l —na)

(1+2)?
_ —Inz(l1+z)—-2(1—-Inz)
- (1 +2)
_ —Inz—-—rhr—-r+zlnz
a (1+ )
_ z+Inz
T (4o

Vstavimo tocko xs in dobimo ¢'(x2) = 0, saj je xo + Inxy = 0, ker
je xq resitev enacbe. Uporabimo trik s funkcijo hy(z) = = + Inz,
torej dobimo Af(z) =1+ 1, in

1 1
,/.T - __ - 1+)
g ( 2) (1—|—[L’2)2 ( Ty
1—|—.§L’2

_.1’2(1 + .1'2)2

1

S
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zato imamo kvadrati¢no konvergenco (red je 2).

6. Resujemo enacbo e* = % Izracunajte red konvergence iteracije

(1 + )
142z, +Inx,

Lpy1 =

Resitev. Najprej poglejmo, kako dobimo iteracijsko funkcijo,

. 1
e =
T
1
r=1In-—
T
r=—Inzx
—zr=Inzx

r=2x+Inx
l+z=14+2z+Inz

1 1
l+2z 142r+Inx
r T
l+2 1+2r+Inx
(1l +x)
C142z+Inz’
Odvajajmo iteracijsko funkcijo g(z) = 1$S:ﬁ)m7

by ((1+$)+$)(1+2$+1H$)—3;'(1—1—1’)(24—%)
g(w) = (1+ 2z + Inx)?
(1+2z)(1+2z+1Inzx) — (1+2)(2x+ 1)
(14 2z +1nx)?

(1+2x)(1+2z+Inz—1—2)

(14 2z +Inx)?
(1+2x)(x+Inx)
(14 2x+1nx)?

Oznacimo resitev enacbe z a. Torej velja

o 1
et = —
«Q
1
a=In—
Qo
a=—Inao
a+Ina=0,
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kar uporabimo, ko a vstavimo v enacbo za odvod,

yoy (I+2a)(a+Ina)
g(@) = (1+2a+Ina)?

Uporabimo trik s funkcijo hy(z) = 2 + Inz, sledi hf(z) =1+ 1, in

1 1+ 2«
" — 1 ) .
g'(e) ( +oz (1+2a+Ina)?

l+a 1+ 2«
a  (1+a)?
14+ 2c

“aira) 7 "

ker v # —1 (vstavimo v enacbo in vidimo, da e /2 # —2). Torej je
red konvergence enak 2.

. Venacbi 22 +Inz+a = 0 je a dolo¢en tako, da je resitev enacbe enaka
a = % Enacbo lahko zapisemo v obliki z = g(z), kjer je g ena od danih
funkcij:

gi(x) =vV—Inz — q,

gg(x) — e—(a—i—ggQ)7

g3(x) = ?1) (a: + 26_(‘”5‘2)) :

Izpeljite dano iteracijsko funkcijo in raziscite konvergenco zaporedja
priblizkov z,11 = g(x,) pri poljubnem zacetnem priblizku.

Resitev.
(a) Najprej izpeljimo iteracijsko funkcijo,
7’ =—-Inr—a (3.2)

r=+v—-lnz — a.

Odvajajmo g1,

_1

/ — x
6(7) 2vV—Inxz —a

—1

B 22/ —Inx —a
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in preverimo, ali je |g}(a)| < 1, kjer je a = 5 reSitev enacbe. Pri
tem uporabimo enakost o? = —Ina — a, ki sledi iz enac¢be (3.2)).
Ocenimo odvod v «a,

1

/ —
S Y

1
B 200V o2
1

- 2aa
1

N
N =

=2>1.

Iteracijsko zaporedje ne konvergira.
(b) Izpeljimo iteracijsko funkcijo,
2 +Inz+a=0
Inz = —(2°+ a)

2
1 = e @ta)

Odvajajmo go,
- ZI/‘Q a
gy(a) = e (—2u)

in poglejmo vrednost v a = %,
1 1
/ In o
— R 2 — . 1 = < 1
)l = e |~ 2al = L= <1

kjer smo spet uporabili, da je o resitev enacbe in zato velja o? +
Ina+a=0=Ina=—(a?+ a). Po konvergenénem izreku sledi,
da zaporedje konvergira.

(c) Izpeljimo iteracijsko funkcijo, uporabimo tocko

2
r=e @t

9 = 2¢(@*+a)
T+ 2 = g + 2~ (@)

32 = ¢ + 2e~ (@)
1

T = 3 (m + 26_(”32”)) .
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Odvajajmo gs,
(1 - 4:1:6’(9”2*“))

W —

/ JR—
g3(x) =
in vstavimo a = %,

=0,

gh(a)] = ’; (1-4a-a)| = ’;)(1 — 4a?)

torej ima metoda vsaj kvadraticno konvergenco.

Izracunajmo Se drugi odvod,

gs(x) = (—46_(z2+“) — Age= @) (—23:))

e~ @) (242 — 1),

W] — W

in vstavimo o = %,
" 4 2
i) =5 -a- (207 = 1) 20,

torej je metoda reda 2.

8. I8¢emo resitve enacbe 22 + Inz = 0 (tocna resitev je a = 0.653). Raz-
is¢ite konvergenco zaporedja priblizkov v blizini resitve, ¢e uporabite
naslednje iteracijske funkcije, ki jih tudi izpeljite:

(a) gi(z) = vV—Inuz,

(b) gs(w) = e,

(¢) gs(x) = 3(x +e™),
(@) gile) = 2757
Resitev

(a) Najprej izpeljimo iteracijsko funkcijo. Zac¢nemo s funkcijo f in
izrazimo spremenljivko x,

224+ Inzx=0

> =—Inx

r=+v—Inz.
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Oglejmo si konvergenco zaporedja. Izracunajmo odvod funkcije

gi1(z) =+v—Inz,

in vstavimo vrednost «,
-1
2ay/ —In

kjer smo upostevali & = ¢;(a) = v/— In a.. Ker je vrednost odvoda
v tocki a0 vecja od 1, po izreku sledi, da zaporedje ne konvergira,
torej ta metoda ni dobra.

1
= =1.173>1
202 -

l91(a)] =

Najprej izpeljimo iteracijsko funkcijo,

22 4+Ilnzr=0
Inz = —22
.2
Tz=c .

Oglejmo si konvergenco zaporedja. Izracunajmo odvod funkcije
2
92 (I) =e ", )

ga(x) = =22,
in vstavimo «,
gy(@)] = | — 206" | = 20 = 0.853 < 1,
kjer smo upostevali o = go(a) = e, Ker je vrednost odvoda v
tocki @ manjsa od 1, zaporedje po izreku konvergira, vendar pa je
konvergenca pocasna, saj je vrednost odvoda blizu 1.

Najprej izpeljimo iteracijsko funkcijo, uporabimo se tocko ,
r=e
w=a+e "
(a4 e
r=—-(r+e )
2
Oglejmo si konvergenco zaporedja. Izracunajmo odvod funkcije
—x2
g3(x) = 5(x +e7),
, 1 2
() = 5(1 - 20e7).
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Vstavimo «,

1 1
lg5(e)] = 51~ 20e~")| = 50— 20%)] = 0.074 < 1.

Po izreku zaporedje konvergira. Konvergenca je boljsa, saj je vred-
nost odvoda zelo majhna.

(d) Najprej izpeljimo iteracijsko funkcijo, uporabimo se tocko ,

x2

r=e
23 4+ =23 + e
(20 +1) = 2% + ¢

24
2241
Oglejmo si konvergenco zaporedja. Izracunajmo odvod funkcije
234e?
g4<$> =2 1i2:r;2 ’

(2 = (2322 — 2ze ") (1 +222) — (223 4+ %) -2 2z

9 (1+ 222)2
622 + 622 - 20% — 2we™™ — daPe ™ —dx - 223 —dx e
- (1 + 222)?
4zt — 423" 4 622 — 6are ™
- (1 + 222)2
423 (x — ) 4 ba(x — )
- (1 + 222)2
(x — e ") (4a® + 6x)
- (1 + 222)?
 2x(22% 4 3)(x — e ")
(1+2:22

. - v - 2 . v
in vstavimo «a. Iz tocke sledi e™* = «a, kar uporabimo v rac¢unu,
/ —
|ga(a)| = 0.

Ta metoda nam je najbolj vSeé, saj je odvod v a enak 0. Izracuna-
jmo Se drugi odvod (uporabimo trik s funkcijo hy(z) = = — e_””Q).
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Dobimo

dile) = (1= e (-20) BT L)

(1+2a2) - 2a(2a? + 3)

(1+ 2a2)2
20(2a + 3)
= ———= =2.T16 # 0.
1+ 202 7

Torej ima po izreku metoda kvadratiéno konvergenco (ima red 2).
To pomeni, da konvergira hitreje od ostalih in da se stevilo to¢nih
decimalk na vsakem koraku podvoji.

9. Pokazite, da lahko kvadratni koren pozitivnega Stevila a racunamo it-
. x%+3a v ave . .

eratlvpo Z xr‘ﬂ = Tr 3. Doloéite red konvergence v b1'121'm Vva 1?

pokazite, da je metoda konvergentna za poljuben zacetni priblizek vecji

od 0.

z243a
3z2+a

Resitev. Najprej preverimo, da je iterativna funkcija g(x) = =
res dobra za racunanje kvadratnega korena,

a4+ 3a

9(xva) =£Va = £V,

3a+a

dodatna negibna tocka je se 0.

Oglejmo si red konvergence. Zato izracunajmo odvod funkcije g v tocki

Va,

z? 4 3a 22(32% + a) — (22 + 3a) - 62

/
g) = 322 +a (322 +a)?

(2 +3a)(32% + a) N 621 + 2ax* — 621 — 18ax?
(322 + a)? (322 + a)?

32t + 9ax? 4 ax? 4 3a® + 2a2® — 18ax®

B (322 4 a)?

B 3zt — 6ax? + 3a>

(322 +a)?

_ 3(z" = 2a2® + a®)
(322 + a)?
2 2

e s
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[zracunajmo Se drugi odvod,

2(2? —a) - 2x(32% + a)* — (2* — a)? - 2(32® + a) - 6z
(322 4 a)*
(322 + a)(2? — a) (1223 + 4ax) — (122 — 12ax))
(322 +a)t

g"(x) =3

=3

r? — a) - 16az
(322 4 a)3
?—a

g

Zdaj pri tretjem odvodu uporabimo trik s funkcijo hy(z) = 2? — a,

§"(Va) = o (o)

(3a +a)?
2. 48a?
 64a3

3
= — #£0.
2@7é

Od tod sledi, da je konvergenca kubi¢na (metoda je reda 3).

Pokazati hocemo sSe, da je metoda konvergentna za vsak zacetni prib-
lizek veéji od 0. Dokazimo, da velja (pri predpostavkah si pomagamo

s sliko ,

(a)
\/a > Tra1 > Ty, To € (07 \/a]a

v tem primeru dobimo narascajo¢e navzgor omejeno zaporedje,
torej je konvergentno.

(b)

\/a < Tri1 < Tr, To € (\/57 OO),

v tem primeru dobimo padajoce navzdol omejeno zaporedje, torej
je konvergentno.
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xi=g(%) Va

|
Xo

Slika 3.2: Tteracija za xo < v/a.

Najprej dokazimo desni neenakosti. Izracunajmo

B 2%+ 3a
g(x)—x—xm—x
22+ 3a— 322 —a
322 +a
—222% 4+ 2a
312 +a
a—x?

v 32 +a

=2

Od tod za zg < /a sledi g(xg) — xg = 21 — 29 > 0, torej x; > xq in
po indukeiji sledi, da je zaporedje narascajoce. Za xo > /a dobimo
xr1 < xg, torej je po indukciji zaporedje padajoce.

Dokazimo Se levi neenakosti:

g(z) —Va =

7% + 3a
m3x2+a_\/a
23 + 3ax — 3y/az® — a\/a
32+ a
z® — 322\/a + 3xva? — Va®
312 +a
_ (z—Va)’

322 +a

J

od koder za xy < /a sledi z1 < v/a, za o > y/a pa je 1 > y/a. Torej
zaporedje konvergira za vsak xy > 0.
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10. Resujemo enacbo z — /1 + x = 0. Ali iteracija
LTry1 = V 1+,

konvergira k resitvi, ¢e izberemo xy dovolj blizu resitve?

Za katere vrednosti c iteracija

2
Tpp1 = — c(xs — 2, — 1)
konvergira k resitvi, ¢e je xy dovolj blizu resitve?

Resitev. Izracunajmo resitvi,

r—V1+2x=0
Vit+zr=«x
1+z=2?

??—r—-1=0

in dobimo

Q12 =
’ 2

Ker sta oy o resitvi osnovne enacbe, velja tudi

a9 = \/1 + aq 9. (33)

[zracunajmo odvod iteracijske funkcije g(x) = /1 + z,
1
/
) = ———,
9@ =5 e
in poglejmo vrednost v resitvah o 2, kjer uporabimo (i3.3)),

1
/
g\Qi12)| =
|(12)| |2\/WL2

torej iteracija konvergira.

1
2@172

1
= <1,
11+ /5]

Resimo Se drugi del naloge. Odvajajmo novo iteracijsko funkcijo g(x) =
r—c(x® —x—1),
gd(x)=1—c(2z—1).

Zanima nas, za katere vrednosti x je v okolici oy 5 odvod |¢'(z)]| < 1.

Najprej poglejmo za oy,
g/(an)] = 1= c(1+ V5 - )] = |1 —ev/5| < L.

62



11.

Izraz pod absolutno vrednostjo je nenegativen za ¢ < %, kjer dobimo
neenacho
l—evV5<1=¢>0.

V nasprotnem primeru dobimo

25

2
1+evh<l=e< = =",
NGRS
2v/5

iteracija konvergira za ¢ € (0, <£2).

1+5
2 5

torej v okolici ay =

Oglejmo si Se okolico as,

g (2)] =1 —c(1=vV5—1)|=[1+cV5| < 1.

Izraz pod absolutno vrednostjo je nenegativen za ¢ > —%, kjer je

5
resitev neenacbe
l+eVb<1l=c<0,

v nasprotnem primeru pa dobimo

2 25
1-cVr<l=e>——=_"Y"
V5 5
25

Torej iteracija v okolici ap = 1_7\/5 konvergira za ¢ € (—=%°,0).

V iteracijski formuli

A? x> 28
Tril = 5 <04+5A +’YAQ>

T

za racunanje v A doloéite parametre a, 3,7, tako da bo konvergenca
vsaj kubi¢na. Kaksen je red konvergence?

Resitev. Da bo iteracija konvergirala k +/A in bo konvergenca vsaj
kubi¢na, mora veljati

YA) =
g (VA) =0, (3.4)
VA) =0

kjer je g iteracijska funkcija
g(r) = A%ax™® + ABx~? + .
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[zracunajmo odvoda,

d(z) = —5A%x % — 2AB273 + ~,
g (r) = 30A%ax™" + 6A48x7%.

Zdaj vstavimo /A in iz (3.4)) dobimo tri pogoje. Prvi pogoj je

g(VA) = A ASa+ A- A58+ Aly = A5
ASq+ ASB + ASy = A3

atpft+y=1,
drugi
g (VA) = —5A%0 - A2 —248- A" +4=0
—ba =28+ =0,
tretji pa
g"(VA) = 30A%0A75 + 6ABA™S =0
300 A3 + 68475 =0
ba+ 5 = 0.
Tako dobimo naslednji sistem za «, 3 in 7,
at+f+y=1
—ba =28+ =0,
ba+ = 0.
Iz druge enacbe dobimo
v =ba+ 20, (3.5)

kar uporabimo v preostalih dveh enacbah, da dobimo nov sistem,

6+ 30 =1,
ba+ = 0.

Od tod iz druge enacbe dobimo
B = —ba, (3.6)

kar vstavimo v prvo enacbo. Izracunamo a = —%, iz. (3.6) dobimo

f=2 1z (B3 pasey=1.
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Za red konvergence izra¢unamo tretji odvod funkcije ¢ in vstavimo v/A,

g"(x) = 30A%(—T2®%) + 6AB(—4zx7)

g///(\?)/Z) — _9210A42%. (_;) . A*% —24A . g . Afg
_ s _ 20
3 3

10
RvEa
torej je konvergenca kubicna (reda 3).

12. Za katere zacetne priblizke je iteracija x,,; = g(z,) konvergentna, ce
je g(z) = 8x — 12 — 2?7 Kam konvergirajo ta zaporedja in koliksen je
red konvergence? Kje zagotavlja konvergenco konvergencni izrek?

Resitev. Izracunajmo negibne tocke funkcije g,

r=g(x)
r=8xr—12— 22
22 —Tr+12=0

TEVI9—112
n 2

T1,.2
oy = 3, Qg = 4
in njene nicle,

—2?+82—-12=0
2 —8x+12=0
(x—6)(z—2)=0
Tyt = 2, Tno = 6.

S skice razberemo naslednje trditve, ki jih dokazemo:

(a) Za zg < 3 zaporedje divergira. Dokazimo, da je v tem primeru
Try1 < x, za vsak r € N.

glx)—r=8r—-12—2* —x = -2’ + Tz — 12 = —(x — 3)(z — 4),

torej je za x < 3 izraz g(x) — x < 0, zato zaporedje ne more biti
konvergentno (¢e bi konvergiralo, bi konvergiralo k 3 ali 4).
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Slika 3.3: Skica funkcij g(z) in y = x z negibnima tockama in nic¢lama.

(b)

(c)

Za xy > 5 zaporedje divergira. Dokazimo, da velja zo > 5 = 21 <
3. Potem po tocki zaporedje divergira.

3—x1=3—g(wo) =3 —8x¢+ 12 + 7
= x5 — 879 + 15 = (79 — 3)(29 — 5) > 0,
zato je x1 < 3.
Oglejmo si, kaj se zgodi, ¢e je x¢ = 3,
g(3)=8-3-12—-3*=3,
torej je zaporedje konstantno in konvergira k 3.
Ce je xg = 5, je
g(5)=8-5—-12—-5*=3
in zaporedje konvergira k 3.

Ostane se primer, ko je 3 < xg < 5. Trdimo, da v tem primeru
zaporedje konvergira k 4. Izracunajmo

Ty —4=8r, —12— 22 —4 = —2> + 8z, — 16 = — (v, — 4)°.

7‘_

Oglejmo si napako na r—tem koraku iteracije e, = |z, — 4|. Iz
zgornjega vemo, da je
_ 2
e7”-’-1 - 67‘7

iz predpostavke 3 < xy < 5 pa sledi

60:|$0—4‘<1.

66



13.

Napaka na r—tem koraku je torej

60:|J]0—4|<1
e1=|v1 — 4| = |vg — 4> =€

ey = |zo — 4| = |11 — 4]* = ¢

eT:egT—>0, ko gre r — oo,

in od tod sledi

2, — 4] =¥ 0 = z, =F 4.
Zanima nas tudi red konvergence. Izracunajmo odvode funkcije g v
tocki x =4,

g'(x) =8 =2z, g'(4) =0,
g"(x) = =2, ¢"(4) = =2 # 0.

Po izreku sledi, da je konvergenca kvadratiéna (red je 2).

Zanima nas Se, kje konvergenco zagotavlja konvergencni izrek, tj. tam,
kjer je

§/(@)] = |8 — 22| < L.
Za x < 4 dobimo 8—2x < 1, torej x > %, zax >4 pa —8+42x < 1, torej
x < 5. Izrek nam konvergenco zagotavlja na intervalu (3, 9). Vidimo, da
iteracija konvergira na vecjem intervalu, kot ga zagotavlja konvergencni
izrek.

Za katere zacetne priblizke je navadna iteracija za reSevanje enache
r = g(r) konvergentna, ¢e je g(r) = 2? — 4z + 67 Kam konvergirajo ta
zaporedja? KolikSen je red konvergence? Za katere zacetne priblizke
zagotavlja konvergenco konvergencni izrek?

Resitev. Izra¢unajmo resitve enacbe (tj. fiksne tocke iteracijske fun-
kcije g),

z = g(x)
x:x2—4x+6
22 —5r+6=0

(z=3)(x =2) =0,

torej sta fiksni tocki a; = 2 in oy = 3. Skicirajmo funkcijo g in funkcijo
y = x (slika . S skice dobimo naslednje predpostavke:
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y=9(X)

Za xy > 3 zaporedje divergira.

)

b) Za xy < 1 zaporedje divergira.
) Za xy = 3 zaporedje konvergira k 3.
)

Za xg = 1 zaporedje konvergira k 3.

(e) Za xqy € (1,3) zaporedje konvergira k 2.
Dokazimo predpostavke:

(a) Izra¢unajmo g(z) —x za x > 3,

glx) —rx =24 +6—x
= 2> =546
=(x—3)(r—2) >0z x> 3,

torej po indukciji sledi, da je x,41 > x,., Ce je xy > 3, torej za-
poredje ne more konvergirati k 2 ali k 3 in divergira.

(b) Dovolj je pokazati, da je g(xo) > 3 za xy < 1, divergenca potem
sledi iz tocke [13a] Izracunajmo

g(wg) —3 =23 — dwg + 6 — 3
=22 — 419 +3
= (29— 3)(xg— 1) >0 za xy < 1.

(¢) Za xy = 3 dobimo
g(wo) = g(3) =3°—4-3+6=3,

torej je zaporedje konstantno in konvergira k 3.
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(d) Za zg =1 dobimo
g(zo) =g(1)=1*>—-4-146 =3,

od tu naprej pa je zaporedje po tocki konstantno, torej kon-
vergira k 3.

(e) Naj bo xy € (1,3). Oglejmo si razliko z, 1 — 2,
Ty —2=a22 — 41, +6 — 2 =22 —dx, +4 = (2, — 2)*.
Definirajmo napako na r—tem koraku iteracije z
e = |z, —2|.

Vemo, da velja e,,; = €2 in po predpostavki ey = |rg — 2| < 1,
torej

60:|Z‘0—2|<1

e1 = |v1 — 2| = |vg — 2> = ¢
ey = |19 — 2| = |11 — 2| =€
er = |2, — 2| = |21 — 2|* = €5 — 0, ko gre r — oo.

Zato zaporedje |z, — 2| — 0, ko gre r — oo, in gre torej z, — 2.

Zanima nas red konvergence. Izracunamo odvode:

Torej je konvergenca kvadraticna (red je 2).
Konvergenc¢ni izrek zagotavlja konvergenco, kjer je

9/(2)] = |22 — 4] < L.

ZaxEQmorabitiQx—4<1:>:l:<g,zaa:<2pa—2x+4<
3 5)

l=2> % Torej izrek zagotavlja konvergenco za vse = € (3, 3).

14. Izpeljite tangentno metodo za resitev enacbe in izracunajte naslednji
priblizek z zacetnim priblizkom x,

()

r4+Inxr =0, xg =1,
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(b)
()
sinz =10(1 — ), 29 = 0.
Resitev.
(a) Tangentno metodo dobimo kot

v, +Inz, . (z, +Inz,)
1+ 1+,

Try1 = Ty — =Ty —

Naslednji priblizek je

zo(zo + In ) 1-(14+0) 1
g T BT g ZTVHH
=t 1+ 1+1 2

(b) Najprej preoblikujemo enacbo v obliko f(z) =0,

nato vstavimo v formulo za tangentno metodo,

Tr

Ty — €~
Ty = Tp — ————.
+1 T
Naslednji priblizek je
Tg— e o 0—-1 1
=2 — =U———=12.
14 e 1+1 2

(c) Spet preoblikujemo enacbo v sinz — 10(1 — z) = 0 in vstavimo v
formulo,

sinx, — 10(1 — x,.)
cosx, + 10

Lry1 = Ty —

Naslednji priblizek je

sin g — 10(1 — o) 0 0= 10(1—0) 10
T1 = Tn — = _——_— - = —
L= cos zo + 10 1+10 11

15. Dolocite vse polinome 4. stopnje z vodilnim koeficientom 1, pri katerih
se tangentna metoda vede takole:

- v blizini ni¢le o ima linearno konvergenco,
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- v blizini ni¢le —a ima kubiéno konvergenco.

Katere so preostale nicle in kaksen je red konvergence v njihovi blizini?

Resitev. Ker je v okolici a konvergenca le linearna, mora biti «
veckratna nicla. Kubi¢na konvergenca v okolici —a pomeni, da je
P'(—a) # 0in p”(—a) = 0. Zapisimo polinom v obliki z ni¢lami (« nicla
stopnje 2, —a enostavna nicla, neznana nicla (in edina neznankal) naj
bo f),

pla) = (z — a)*(z + a)(z - §).

Dvakrat odvajamo,

P(@) =2z —a)@+a)(z—B)+ (@ —a)(z—F)+(z—a)(z+a)
§() = 20+ )z — B) + 2x — @)z — B) + 2x — @)z + )+
+2(z — a)(z — B) + (z — a)*+
+2(x —a)(z +a) + (z — a)?
—2c+ 0)(x — ) + 4(z — a)(z — B)+
+4(z — a)(z + a) + 2(x — a)?,

in vstavimo —a,

p'(—a) = 4(=2a)(—a = B) + 2(-20)’
= 8a(a + B) + 8a?
=8a(2a+ ) = 0.

Od tod dobimo, da je
b= —2a.

Preverimo Se ostale pogoje,
p(—a) = (-2a)*(—a—3) = 4a® #0,

ker bi v primeru a = 0 dobili v okolici o linearno in kubi¢no konver-
genco, kar pa ni mogoce.

Zanima nas Se red konvergence. Ker je § # +a, torej je enostavna
nicla, mora biti v okolici S metoda vsaj reda 2. Izracunajmo

p"(B) = p"(—2a) = 4(—3a)(—a) + 2(—3a)? = 30a* £ 0,
torej je metoda reda 2 (kvadrati¢na konvergenca).
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16. Izpeljite Laguerrovo metodo za
2° —62° +1lx —6 =0

in naredite en korak z zacetnim priblizkom xy = 0.

Resitev. Najprej izracunamo s; in ss,

p(x,)  3x—12z, +11

p(x,) 23— 622+ 11z, — 6’

sa(xr) = —s ()

(322 — 12z, + 11)* — (2 — 622 + 11z, — 6)(62, — 12)
(x3 — 622 + 11z, — 6)?

3t — 2423 + 7222 — 96z, + 49

B (23 — 622 + 11z, — 6)2

s1(x,)

ki ju potem uporabimo v enac¢bi (3.1)) za nov priblizek. Enacba je v
tem primeru

n
Try1 = Ty — 5
s1(2) £ /(0 = D (nsa(ar) — si(ar)
3
= xT —
322122, +11
x3—6x24+11x,.—6 + \/5
3. 3z} —24a347202 962,449  (3z2—-12z,+11)2
(z3—6x2+11z,—6)2 (z3—6x2+11z,—6)2
. 3(a8 — 622 + 112, — 6)
= Ir

322 — 122, + 11 % \/2(928 — 7223 + 21622 — 288z, + 147—

— (92 + 14422 + 121 — 7223 + 6622 — 264x,))
B 3(x? — 622 + 11z, — 6)
32 — 12z, + 11 % \/2(622 — 24z, + 26)
3(x3 — 622 + 11z, — 6)
322 — 120, + 11£2,/30% — 120, + 13

:a’]r

:ng
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[zra¢unajmo nov priblizek s to metodo,

3(zf — 62 + 11z — 6)
323 — 1220 + 11 + 2,/323 — 120 + 13
3.(-6)
C11+2V13

18
- 20.9884,
11+ 213

kar je Ze zelo blizu 1, ki je ni¢la polinoma. V imenovalcu smo izbrali
predznak +, ker je 11 > 0 in bo tako imenovalec vecji po absolutni
vrednosti.

Tr1 = Ty —
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Poglavje 4

Resevanje sistemov nelinearnih
enacb

4.1 Sistemi nelinearnih enacb

Resujemo sistem n enacb z n neznankami

fl(xtha"'?xn) 07
f2(x17'r27 s 713”) = 07

ki ga zapisemo v obliki

kjer je

F=[fi,fo. s fal", 2 =[x1,29,...,2,)]", F:C" = C".

4.2 Navadna iteracija
Pois¢emo funkcijo G : C* — C", za katero velja

Gla)=a & F(a)=0.

Algoritem:

1 Izberemo zacetni priblizek (9 € C”
2 r=0,1,...

3 ) = G (™)
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4.3 Newtonova metoda

Newtonova metoda je posploSitev tangentne metode, namesto odvoda nas-
topa Jacobijeva matrika,

) = 20— JE (M) F ().

Inverza matrike ne racunamo, zato sistem prevedemo na reSevanje sistema
linearnih enacb,
JE(z) (2D — 20y = —F(2™).

r

Oznadimo razliko ™Y — 2 = Az in dobimo

JF(zM)Az™ = —F(zM).

Algoritem:

1 Izberemo zacetni priblizek z(©)

2 r=0,1,...

3 resimo sistem JF(z(")Az™) = —F (™)
4 2+ = 2 1 Ag()

V okolici enostavne nicle imamo kvadrati¢no konvergenco (JF(«a) je nesin-
gularna). Slabost je, da tezko izberemo dober zacetni priblizek. Na vsakem
koraku moramo izracunati novo Jacobijevo matriko, zato je metoda precej
zahtevna.

4.3.1 Zgled

7 uporabo Octavea resujemo sistem nelinearnih enach

22+ =10z +y =1,
2 —y? —x + 10y = 25.

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

|22+ 1024y —1
|2 —y? —a+ 10y — 25|

in izracunajmo Jacobijevo matriko,

JF— [%—10 2y + 1 ]

20 —1 —2y+10

Pomagamo si s programom newton [I]. Zacetni priblizek in Stevilo reSitev
dolo¢imo s slike. Na sliki danih krivulj vidimo, da se krivulji sekata v
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okolici tock (2,4) in (9, —3), zato ti tocki uporabimo za zacetna priblizka
v Newtonovi metodi. Podrobnejsi potek si oglejte v datoteki testnewtonl
.

Ce uporabimo zacetni priblizek (2,4) nam Newtonova metoda vrne rezultat
(1.9623, 3.6258), za zacetni priblizek (9, —3) pa (9.0944, —3.5799). Dobili smo
dve razli¢ni resitvi sistema enacb, s slike pa vidimo, da sta to edini resitvi.
Torej smo poiskali vse resitve sistema.

4.4 Naloge

1. Za dane sisteme enacb naredite korak Newtonove metode z zacetnim
priblizkom [1,1]7,

(a)
22+ 27 =2,
2t —xy+y=0,

x2+y2:27
v? - 2ry+y =2,

2+ =10z +y =1,
2? —y* — 2+ 10y = 25.
Resitev.
(a) Zapisimo v vektorski obliki

F(x,y):[

22 +2y% -2
> —zy+y

in izracunajmo Jacobijevo matriko

2z 4y 1

JF(z,y) = [Zx —y —x+1

Resiti moramo sistem



torej
2 4 AZEO _ 1
1 0| |Ayg| 1
Zapisimo sistem v obicajni obliki,

2 Axg+ 4 Ayg = —1,
Al’o = —1,

od koder dobimo se Ayy = i. Nov priblizek je torej enak

MR EREL

(b) Zapisimo v vektorski obliki

224+ y? -2
Fz,y) = [332—2:173/%—3/—2

in izracunajmo Jacobijevo matriko

2x 2y ]

TF(,y) = [Z:E—Zy 2z 41

Resiti moramo sistem
2 2 AI‘O o 0
Zapisimo sistem v obicajni obliki,

2A$0+2Ay0:0,
_Ayo = 27

od koder dobimo Ayy = —2 in Azy = 2. Nov priblizek je torej
enak
il 1 T =2 T =1
(c) Zapisimo v vektorski obliki

2?4y =10z +y—1

7



in izracunajmo Jacobijevo matriko

JE(xy) = [2:15—10 2y + 1 ]

20 —1 —2y+10
Resiti moramo sistem

AT
JF(x0,v0) A:;S = —F(x0, ),

—8 3| [Azo] _ [-8
1 8 _Ay()_ - —16]| "

Zapisimo sistem v obic¢ajni obliki,

torej

-8 A[Eo +3 Ayo = 8,
Axg+ 8 Ayy = 16,

od koder dobimo Axy = —% in Ay = 16%6. Nov priblizek je torej

T 1 —16 51
o= B [ - 1)

2. Za dani sistem enacb naredite korak Newtonove metode z zacetnim

priblizkom [l Q] T

47 164

IH(I'Q + y) =1- Y,
Vo +xy =0.
Resitev. Zapisimo v vektorski obliki

Flo.y) = [ln(xij—iyj_ ;yl + y]

in izracunajmo Jacobijevo matriko

L o L 41
JF(?C?y):[:‘Zl”jL o 1
vz Y

Resiti moramo sistem



torej

1 1
i 18-
16 4 Yo o1

Zapisimo sistem v obicajni obliki,

1 1
S Az 42 Ayg = —
2 x0+ Yo 167

31 1 A7

O Azg+ = Ay = — -

T S AR

od koder dobimo Axg = —% in Ay = %, torej je nov priblizek enak

1 1 _ 19 _ 7
hn 16 192 192

Zapisite Newtonovo metodo za reSevanje sistema enach

3 — 3y = —1,
322y —y® = 0.

Resitev. Zapisimo problem v obliki F'(x) = 0,

23 —3xy? +1
F(x7y>:[ 3x2y2y3 1:07

in izracunajmo Jacobijevo matriko,

2 9.2 o
JF(z,y) = [3:16 3y 3x Qy]

32?2 —3y?  —6ay
3y-2x  3a? — 3y? '

6y 3x? — 3y?

V prvem koraku metode izberemo zacetni priblizek [zg, yo]”
sistem

3z2 —3y2  —6xoyo Az
6zoyo 373 —3y3| |Awo

Za dani sistem enacb naredite korak Newtonove metode z zacetnim
priblizkom [1,1,1]7,

in reSujemo

|ay = 3Tyg + 1
3xyo — Yo |

?+yt 427 =1,
22° +y* —42 =0,
322 — 4y + 2* = 0.
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Resitev. Zapisimo v vektorski obliki

24yt 22 -1
F(x,y)=| 22?2 +y* — 4z
3w — 4y + 22

in izracunajmo Jacobijevo matriko

20 2y 2z
JFE(x,y) = |4z 2y —4].
6z —4 2z
Resiti moramo sistem
A.To
JF(xoaymZo) Ay | = —F(xmyo, Zo),
AZO
torej
2 2 2 Axg 2
4 2 —4| |Ay| =—|—1
6 —4 2 Az 0

Zapisimo sistem v obicajni obliki,
2A$Q+2Ayo+2AZOZ—2,

4 Axg+2 Ayg — 4 Azy =1,
6A$0-4A@/0+2AZOZO,

od koder dobimo Azy = —1—12,Ay0 = —% in Azy = —%, torej je nov
priblizek enak
1 11
o I I
o Bt el I
1 1 —36 36

. Dani so podatki (z;,v;), i = 1,2,...,n. Pois¢i funkcijo oblike y =
f(x) = a €, ki se najbolje prilega podatkom.
Resitev.

Oglejmo si skico na sliki[t.1] Razdalja med tocko (z;,y;), ki jo dolocajo
podatki, in tocko (z;, f(x;)), ki lezi na grafu iskane funkcije, je enaka
ly; — f(z:)|. Zelimo ¢im manjSe odstopanje podatkov od funkcije, zato
seStejemo razdalje pri vseh tockah,

z i — f(a).

80



80000 -

60000 -
20000~ (X, Vi)

Slika 4.1: Iskanje funkcije, ki se najbolje prilega podatkom.

Zelimo se izogniti absolutni vrednosti, zato razdaljo kvadriramo in do-
bimo funkcijo

n n

Yoy — fx:))? = (i —a )2,

i=1 i=1

ki je odvisna od parametrov a in b. [S¢emo minimum te funkcije, zato
jo (parcialno) odvajamo. Tako dobimo nelinearen sistem

a n

o 2(y; — a ) - (=) = 0,

Jda ;

9 S bx; bx;

5% > 2(y; — a e’ - (—ax; ) = 0.

1

.
I

Resujemo torej enacbo F(a,b) = 0 s funkcijo

F(CL7 b) = [ Z?:l(yi ebTi _ ¢ e2b:ci) ‘| |

n bx; 2bx;
o (ziy; €77 — ax; e™)

Izracunajmo Jacobijevo matriko,

| X S (s € = 2am; €27)
@b = l_ i1 T e i (@ e — 2ax} egbxi) ’
zdaj pa resimo sistem
JF(ay,b,) [ﬁﬂ = —F(a,b,),

[ar+17 br—i—l]T = [ara b’I’]T + [Aam Abr]T-
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Tezave imamo Se z izbiro zacetnega priblizka, vendar se v to ne bomo
spuscali.

Motivacija za to nalogo je npr. rast populacije zajcev na nekem ob-
mocju ali razpad radioaktivnega elementa, kjer Zelimo iz danih po-
datkov dolociti, kako se bo rast nadaljevala.
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Poglavje 5

Vektorske in matricne norme

5.1 Vektorske norme
Dan je vektor x = [z, 7,...,1,]7 € R". Funkcija
Il : R* = R

je vektorska morma, Ce za vse x,y € R", a € R, velja

1.
[zl 20, f|lz]| =0 & = =0,
2.
lez]| = o - |2,
3.

lz +yll < =l + llyll

Lastnosti [3| pravimo trikotniska neenakost.
Primeri norm so:

1. prva norma
lelly = lwa| + [ + - - - + |l

2. druga norma

lzlls = /2% + 2} + - + 22,

3. neskonc¢na norma

]l = e i
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5.2 Matriéne norme

Matricna norma je preslikava ||.|| : R™*™ — R, za katero velja
1.
[A][ =0, [[A] =0 < A=0,
2.
lacAll = [ - [[All,
3.
A+ Bl < [|A[l + 1B,
4.

[A- Bl < [lA]l-|B]

za vse matrike A, B € R™*" in vse skalarje o € R. Tocki 3| recemo trikotniska
neenakost, tocki {4| pa submultiplikativnost.
Primeri norm so:

1. Prva norma

Az
H ||1 o < HA«THh

o Nzl el

41 = o (3ol

torej je enaka maksimumu vsot absolutnih vrednosti elementov matrike
po stolpcih.

[A]lx =

za katero velja

2. Druga norma

||Aflf||z _

A = x ||Az||2,
H H2 H$|| H$||2:1H ||2
za katero velja
”AHQZ )‘maX<ATA)-
3. Neskoncéna norma

Az || oo

4l = ma A2 o g
[2lo Izl

za katero velja
n
14lloo = max (Z‘i |ai,j|) :
]:
torej je enaka maksimumu vsot absolutnih vrednosti elementov matrike
po vrsticah.
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5.3 Naloge

1. Izracunajte prvo, drugo in neskon¢no normo danih vektorjev,
(a)
r=[1,1,-2]",

(b)
r=[1,-2,-2".

Resitev.
(a) Izracunamo po definiciji:

|lz|h =1+ 142 =4,

lzlls = vVI+T1+4= V6,
||z]| o = max{1,1,2} = 2.

(b) Izra¢unamo po definiciji:

|lz]i =1+24+2=05,

|zllo =V1+4+4=3,
||z]| o = max{1,2,2} = 2.

2. Pokazite, da sta prva in neskon¢na norma res vektorski normi.
Resitev. Najprej pokazimo, da je prva norma vektorska norma.
(a) Nenegativnost ||z|; > 0 je oditna, saj seStevamo nenegativna

stevila. Enakost dobimo natanko takrat, ko so vse komponente
vektorja enake ni¢, to pa je natanko takrat, ko je z = 0.

(b) Preverimo drugo tocko,

lozlly = oy | + |aws| + - - + o)

= laf (Jza] + [za] + - & [2a]) = [af - [l]1.
(c) Preverimo Se trikotnisko neenakost,

|z +yllh = o1 +w| + |22 + 2| + -+ |20 + Yn
<] + (] + |zl + |yo| + -+ |zn| + [ynl
= |lzlly + [yl

kjer smo uporabili trikotnisko neenakost, ki velja za absolutno
vrednost.
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Pokazimo Se, da je neskon¢na norma vektorska norma.

(a) Nenegativnost je spet ocitna, saj racunamo maksimum nenega-
tivnih Stevil. Maksimum nenegativnih Stevil je enak 0 natanko
takrat, ko so vsa stevila enaka 0, torej natanko takrat, ko je x = 0.

(b) Preverimo drugo tocko,

lazlleo = max |a zi = |af max Jz;| = |o] - ||2]o.

(c) Ostane sSe trikotniska neenakost,
lz + ylloo = max |z; +yif < max fai| + max [y:] = |2l + |[ylleo,

kjer smo uporabili, da je maksimum vsote manjsi ali enak vsoti
maksimumov.

3. Pokazite, da veljajo neenakosti
[2]loe < flzfls < 2o,

1]l < llzll2 < V7 [|2]|oo,

[z[l2 < [l
Resitev.

(a) Preverimo po definicijah norm,
1zl = max o] < |z1] + fwaf + - + |2l = |llls,

saj je maksimum le eno od Stevil na desni, na desni pa temu stevilu
pristejemo Se nekaj nenegativnega.

Za desno neenakost uporabimo oceno |z;| < max;<;<, || = ||7]|~
za vsak j = 1,2,...,n (torej vsaka komponenta je manjsa ali
enaka najvedji),

[zl = lwa| + || 4+ - - - + |
< l#lloo + l2lloo + -+ 4 12llo = 7 (|| oo

n
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(b) Ozna¢imo z ¢ indeks, pri katerem dosezemo maksimum, torej
||$Hoo = mMaXi<i<n |xz| = |Ig|. Potem velja

lzlls = ot +af+ -+ 22 > \Ja? = || = |[2]|oo

saj smo v vsoti izpustili nenegativne clene.

Za desno neenakost uporabimo enako oceno kot v tocki torej
2] < 12l 72 vse

lells = yat+ a3+ +a2 < [lel + el + -+ =l

=y llzll3 = v llz]s.

(c¢) Dokazati zelimo

n

VEiFad+ a2 <o+ o]+ ).
Ce neenacbo kvadriramo, dobimo

3+ a4+ ah < (log| + we] + -+ |2])?
=2 + 25+ + 22 + 2 (mesani ¢leni, ki so vsi nenegativni),

torej neenakost velja.

4. Izracunajte prvo in neskonéno normo danih matrik,

1 -2 3 5 7
A=|3 4|,B=12 -6 4
~5 6 0 2 8

Resitev. Izracunajmo normi matrike A. Vsoti absolutnih vrednosti po
stolpcih sta 9 in 12, torej je || A|l; = max{9, 12} = 12. Vsote po vrsticah
so 3,7,11, torej je || Al = max{3,7,11} = 11. Normi matrike B sta

| B|l, = max{5, 13,19} = 19,

| B||oo = max{15,12,10} = 15.

5. Dana je matrika
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[zracunajte prvo in neskon¢no normo.

Resitev. Izracunajmo vsote absolutnih vrednosti stolpcev,

1. stolpec: n + 1,
2. stolpec: 2n + 1,
3. stolpec: 2n + 1,

j—tistolpec: (n—j)+2j+(n—(j—1)) =2n+1,

zadnji stolpec: 2n + 1,
torej je
|Alls = max{n+1,2n+ 1} =2n + 1.

Ker je matrika simetri¢na, so vsote absolutnih vrednosti vrstic enake
vsotam absolutnih vrednosti stolpcev, zato je

[Alloo = [[A[ly = 2n + 1.

. Naj bo
Nyo(A) = max |a;x|, A€ R™™.

1<4,k<n

Dokazite, da je nNo(A) matri¢na norma. Dokazite, da N (A) ni
matri¢na norma.

Resitev. Preverimo po tockah.
(a) Nenegativnost je o¢itna, saj racunamo maksimum nenegativnih

stevil, torej nNo(A) > 0. Enakost dobimo natanko takrat, kadar
so vsa Stevila enaka 0, torej natanko takrat, ko je A = 0.

(b) Preverimo po definiciji

NNy (aA) = n max laa; k| = nlaf max la; x| = |a| nN(A),

torej tudi druga tocka velja.

(¢) Preverimo trikotnisko neenakost,

nNw(A+ B)=n 11<Il1£ju<<n la; ; + bi
<n lgggn(\%ﬂ + [bi41)
<n (g}%gn |ai ;| + max 1bi.51)

=nNx(A) + nNy(B).
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(d) Ostane se submultiplikativnost,

n

z: Z]]k

nNw(A-B) =n max

1<i,k<n

<n le i

<
" 121%2(712 1<l¥1i)in|a£m| 1 hmen 1be;m]

Noo(4) Noo(B)

=nNy(A) - nNy(B)

Veljajo vse tocke, torej je nN(A) matricna norma.

Pokazimo se, da No(A) ni matri¢na norma. Definirajmo matriki

11
e
Njun produkt je enak
2 2
A B= [2 2]
Izrac¢unajmo N (A), Neo(B) in No(A - B),
Nyo(A) =1,
No(B) =1,
No(A-B)=2

Torej v tem primeru ne velja
No(A - B) < Ny(A) - Noo(B)

in Ny (A) ni matriéna norma.
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Poglavje 6

Resevanje sistemov linearnih
enacb

6.1 Stetje operacij

Za izracun skalarnega produkta vektorjev x,y € R”
?/Tm = Z T;Yi
i=1

potrebujemo 2n — 1 osnovnih operacij (n mnozenj in n— 1 sestevanj = 2n —1
operacij).
Produkt y = A-z, A € R"*", lahko izracunamo kot

T
yi =g - T,

kjer je al i—ta vrstica matrike A. Za izracun potrebujemo 2n* —n osnovnih
operacij (n skalarnih produktov po 2n — 1 operacij = 2n* — n operacij).
Produkt dveh matrik C = A- B, A, B € R™™", izracunamo po stolpcih kot

in za izracun potrebujemo 2n3 — n? operacij (n(2n? —n) = 2n® — n?).

6.2 LU razcep brez pivotiranja
Dano matriko A zapisemo kot produkt
A=L-U,
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kjer je L spodnje trikotna matrika z enicami na diagonali in U zgornje
trikotna matrika.

Elemente, s katerimi v algoritmu delimo, imenujemo pivotni elementi (piv-
oti). Postopek deluje le, ¢e so vsi pivoti nenicelni, nestabilen pa je tudi, ¢e so
pivoti blizu 0. Resitev obeh problemov je pivotiranje (delno ali kompletno).
Algoritem:

1 j=12...,n—1

i=j+1,7+2,....n
£y = 2
73

k=j+1,74+2,....n
iy = Qi — Lijajp,
tevilo operacij, ki jih potrebujemo za izracun LU razcepa, je

A0 B W N

2 1 1 2
gn?’ — §n2 "= gn?’ + O(n?).

Ce resujemo sistem Az = b s pomoc¢jo LU razcepa, to naredimo v treh
korakih:

1. izracunamo LU razcep matrike A

A=LU,
2. prema substitucija
Ly =b,
3. obratna substitucija
Ur=y
Za resitev sistema potrebujemo
2.3 1, 1 2 2 245 345 7
gn—in—gn—i—n—n—l— - —gn —I—in—én
prema subst.  obratna subst.
LU razcep
operacij.
Algoritem za premo substitucijo Ly = b:
1 yp=b
2 k=23,...,n
3 yk = b — X521 Uy,

Algoritem za obratno substitucijo Uz = y:

1 k=nn-—1,...,1
1

J— n
2 Tk = oo (yk D A Ukj%’)
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6.2.1 Zgled

Izracunajmo LU razcep matrike

2
A= |4
1

[NORNGL I V)
- O W

V vsakem koraku popravimo matriko A in dopolnimo matriko L. Zadnja
prirejenka je matrika U.

2 2 3
A= 5 6
1 !

Matriko A priredimo tako, da prepisemo prvo vrstico, prvi stolpec dopolnimo
z niclami in izpolnimo ostala mesta,

2 2 3 2 2 3
A~ |0 5-2.2 6-2-3|=1{0 1 0],
0 '— -2 4- -3 013

hkrati zgradimo Se prvi stolpec matrike L in na diagonali zapiSemo enice,

—_

1
1 =12 1
1 1

I =

N[0

Isti postopek ponovimo na manjSem delu matrike (zapisan odebeljeno) in
dobimo

2 2 3 1
A~ (01 0 ,L=12 1
00 2-1.0 111
Rezultat je
1 2 2 3
A=L-U= |2 010
; 11 [0 0 3

6.3 LU razcep s pivotiranjem

Pri delnem pivotiranju dopus¢amo zamenjavo vrstic. To pomeni, da, ko
pridemo do j—tega stolpca, pois¢emo med a;j;,ajt1j,---,a,; po absolutni
vrednosti najvecji element in zamenjamo j—to vrstico in vrstico s po abso-
lutni vrednosti maksimalnim elementom.

92



Rezultat je
PA=1LU,

kjer je P permutacijska matrika, ki opisuje preureditev vrstic, L spodnje
trikotna matrika z enicami na diagonali in U zgornje trikotna matrika.
Algoritem za LU razcep z delnim pivotiranjem:

k=j+1,5+2,....,n

Qi = Qi — gijajk:
Velja |4;;] < 1.
Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2n® + O(n?) in Se O(n?) primerjan;
za iskanje pivotov.
Ce resujemo sistem Az = b s pomodjo LU razcepa z delnim pivotiranjem, to
storimo v treh korakih:

1 j=12...,n—1

2 poisci indeks m, tako da je |am;| > |aij| zai =j,7+1,...,n
3 zamenjaj m—to in j—to vrstico

4 t=7+1,5+2,...,n

5 gij — %

6

7

1. pois¢emo LU razcep z delnim pivotiranjem,

PA=1LU,
2. prema substitucija,
Ly = Pb,
3. obratna substitucija,
Uz =y.

6.3.1 Zgled

[zra¢unajmo LU razcep z delnim pivotiranjem matrike
01 2
A=11 2 3
1 01

Zacetna permutacijska matrika P je kar identiteta, v matriki A je odebeljeno
oznacen pivot,
1 01 2
P = 1 ,A=11 2 3
1 1 01
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Zamenjamo 1. in 2. vrstico,

1 12 3
P=1 JA=10 1 2
1 101

Zdaj naredimo korak kot v LU razcepu brez pivotiranja,

1 2 3 1
A~10 1 2|,L=101
0 —2 -2 1 1
Zamenjamo 2. in 3. vrstico,
1 1 2 3 1
P = 1/[,A~ |0 =2 =2|, L=1|11
1 0 1 2 0 1
in naredimo korak LU razcepa,
1 2 3 1
0 0 1 0 —5 1

Rezultat lahko preverimo z Octaveom, vpisSemo [L,U,P] = 1u(A).

6.4 LU razcep s kompletnim pivotiranjem

Pri kompletnem pivotiranju dopus¢éamo zamenjavo vrstic in stolpcev. To
pomeni, da, ko pridemo do j—tega stolpca, pois¢emo po absolutni vrednosti
najvecji element v podmatriki in zamenjamo ustrezni vrstici in stolpca.
Rezultat je

PAQ = LU,

kjer je P permutacijska matrika, ki opisuje preureditev vrstic, () permutaci-
jska matrika za preureditev stolpcev, L spodnje trikotna matrika z enicami
na diagonali in U zgornje trikotna matrika.

Algoritem za LU razcep s kompletnim pivotiranjem:

1 j=12...,n—1

2 POISCi a,, - po abs. vrednosti maksimalen element v A(j : n,j : n)
3 zamenjaj r—ti in j—ti stolpec

4 zamenjaj m—to in j—to vrstico

5 t=7+1,57+2,...,n
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6 iy =52
77

7 k=7+1,742,...,n

8 Qi = i, — Lijay

Velja |€U| S 1.

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2n*+O(n?) in Se O(n®) primerjanj za

iskanje pivotov. Dodatna cena, ki jo placamo za iskanje pivotov je obic¢ajno

prevelika, da bi odtehtala vecjo stabilnost.

Ce resujemo sistem Az = b's pomodjo LU razcepa s kompletnim pivotiranjem,

to storimo v Stirih korakih:

1. pois¢emo LU razcep s kompletnim pivotiranjem,

PAQ = LU,
2. prema substitucija,
Ly = Pb,
3. obratna substitucija,
Uz =y,

4. menjava komponent vektorja,

xr = Q7T.

6.5 Razcep Choleskega

Pravimo, da je matrika A simetricna pozitivno definitna natanko tedaj, ko
velja
A= AT in 27 Az > 0 za vsak  # 0.

V tem primeru se razcep Choleskega izvede. Ta razcep je najhitrejsi nacin za
ugotavljanje pozitivne definitnosti. Ce matrika A ni pozitivno definitna, v al-
goritmu pod kvadratnim korenom dobimo negativne vrednosti. Simetri¢nost
preverimo neposredno.

Matriko A € R™ " zapisemo v obliki A = V - VT, kjer je V spodnje trikotna
matrika, ki ima pozitivne diagonalne elemente (v; > 0, i = 1,2,...,n).
Algoritem:

1 k=12,...,n

2 Vi = (arx — 05 0F,)

3 j=k+1Lk+2,...,n

4 Vjk = ﬁ(a]’k — Y vjivgs)
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Stevilo operacij, ki jih potrebujemo za izracun razcepa Choleskega, je

” 1 2 1
SN2k+ > 2k)=-n’+n’+ A O(n?).
2 < 3 3 3

= Jj=k+1

Ce resujemo sistem Az = b, kjer je A simetri¢na pozitivno definitna matrika,
to naredimo v treh korakih:

1. razcep Choleskega,

A=V.VvT
2. prema substitucija,
Vy =19,
3. obratna substitucija,
Vie=y

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo za resitev sistema, je %nij’ + O(n?).

6.5.1 Zgled
[zracunajmo razcep Choleskega matrike

4 -2 4 =2 4
-2 10 1 -5 =5

A=114 9 -2 1
-2 -2 22 7
4 1 7 14

Elemente matrike V' izra¢unamo kot pise v algoritmu, torej diagonalni ele-
ment matrike V' dobimo tako, da diagonalnemu elementu matrike A odste-
jemo vsoto kvadratov elementov matrike V' levo od iskanega diagonalca in
rezultat korenimo,

1
k—1 3
2
Vg = <akk - Z Um) .
i=1
Za j > k racunamo

1 k—1
Uik = —— (ajk - Z Ujﬂki) )
Ukk i=1
v vsoti so produkti istoleznih ¢lenov v j—ti in k—ti vrstici. Ce torej is¢emo
element v 4. vrstici in 2. stolpcu, bomo mnozili elemente 2. in 4. vrstice (ne
vseh), produkte sesteli in vsoto odsteli elementu matrike A. Rezultat delimo
z diagonalnim elementom matrike V, ki lezi nad iskanim elementom.
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1. izra¢unamo prvi diagonalni element, v;; = V4 = 2,

2. izracunamo prvi stolpec,

1

Vo1 = E(—Q) = —1,
1

V31 = 5 -4 = 2,
1

V41 = ;(—2) = —1,
1

V51 = E -4 =2

Do sem smo sestavili prvi stolpec

3. prestavimo se v drugi stolpec, izracunamo diagonalni element voy =

10— (—1)2 =3,

4. izracunamo drugi stolpec,

1
Usg = g( —2-(-1)) =1,
1
v = 5(-5 = (<) (-1) = -2
1
U52:§< —2(—1))2—1,
sestavili smo matriko
2
-1 3
V=12 1
-1 -2
2 -1

5. v tretjem stolpcu spet najprej izracunamo diagonalni element vz =

VI—22 -12 =2,
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6. in izracunamo ostanek tretjega stolpca,

vy = 5(-2- (-1)-2 - (-2) 1) = 1,

1
v = 5(1-2-2—(=1)- 1) = —1,

dobimo matriko

2

-1 3
V=12 1 2

-1 -2 1

2 -1 -1

7. izracunamo Se ostale elemente matrike V,

vag = /22 — (1)2 - (-2)2 - 12 =4,
vy = (1= 2 (<1) = (-2) (1) = (~1) - 1) =2,

vy = /14— 22— (1) — (-1 - 22 =2,

in rezultat je

V=12 1 2

6.6 Naloge
1. Izracunajte LU razcep brez pivotiranja danih matrik:
(a)
1 3
=l
(b)
3 6 -9
B=1|2 5 -3,
—4 1 10
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2 -1
0 4 -5
0 —4 11

N

-1 3
2 1
-1 2

— I~

— <o
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O DN = =

1
11
0 1

Postopka ne moremo nadaljevati, saj je pivot enak 0. V tem
primeru moramo uporabiti pivotiranje (naloga .

2. S pomocjo LU razcepa resite sistem Ax = b, kjer je

2 —1 2 1
A=1|-6 0 -2|,b=|0]|.
8 0 1 4

Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,

2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2
A=1-6 0 =2/~ |0 =3 4|~|0 =3 4|=T,
8§ 0 1 0 4 -7 0 0 -2
1

L=|-3 1
4 -3 1

Zdaj resimo sistem Ly = b,

1 U1 1
-3 1 Ya| = 0 s
4 =21 lys] |4

torej
y1 =1,
=31+ =0= gy = 3,
4
4y1—§yg+y3:4;»y3:4,
Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,
2 -1 2 1

1
0 -3 4 To| = |3 s
0 0 —3] |as 4



torej

4= 12

3 3 3 57

21

—3xy+ 413 =3 = 19 = —g,

4
23:1—£U2+2$3=1:>$1257

in resitev sistema je x =[5, -2, — 2|7

. S pomocjo LU razcepa resite sistem Ax = b, kjer je

1 -2 -4 -3 1

2 =7 =7 —6 7
A= -1 2 6 4 b= 0"

-4 -1 9 8 3

Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,

1 -2 —4 -3 1T -2 -4 -3
A 0 -3 1 0 0 -3 1 0
0O 0 2 1 0 0 2 1
0o -9 -7 -4 o 0 —-10 —4
1 -2 —4 -3
0 -3 1 0
“looo 2 1|7TY
o o0 0 1
[ 1
2 1
L= -1 0 1 '
-4 3 -5 1
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 Y1 1
2 1 Y21 7
-1 0 1 ys|  |0]’
—4 3 =5 1] |ys 3
torej
y1:17

201 +y2 =7 = yp = 3,
1 +ys=0=y3=1,
—4y1 +3y2 — SYy3 +ys = 3 = ys = —3.
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Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 =2 —4 -3] [n; 1
0 =3 1 O |z |5
0 0 2 1] |x3] |1
0 0 0 1] x4 -3
torej
Ty = —3,
203+ x4 =1 = 13 = 2,
—3x2+x3=5= 19 = -1,
1 — 2Ty —4da3 — 34 =1 =11 = -2,
in reitev sistema je r = [-2,—1,2, =3]7.

. S pomocjo LU razcepa resite sistem Az = b, kjer je

2 1 3 —4 8
-4 -1 -4 7 —14
A= 2 3 5 =3|’ b= 7
-2 =2 -7 9 —16
Resitev. Najprej izracunamo LU razcep za A,
2 1 3 —4 21 3 —4 2 1
A 0o 1 2 -1 01 2 -1 0 1
0o 2 2 1 00 -2 3 0 0
0 -1 —4 5 00 -2 4 0 0
1
-2 1
L= 1 2 1
-1 -1 11
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 8
-2 1 yo| | —14
1 2 1 ys| | 7
-1 -1 1 1] |ys —16

3 —4
2 -1
-2 3
0 1



torej
y1:87
—2Y1+ Y2 = 14 = yo =2,
Y1+ 2y +ys=7=yz = —9,
—y1— Yo+ ys+ys=—-16=y, = —1.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = y,

21 3 -4 [n 8
01 2 —1| |z |2
00 —2 3| |x3| [|-5|’
00 0 1 T4 —1
torej
Ty = _17

—2x3+3x4 = -5 =23 =1,
To+2T3 — x4 =2 = 19 = —1,
201 + 19+ 3x3 — 4y =8 = a1 = 1,

in resitev sistema je x = [1, 1,1, —1]7.
. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

xr, + 21‘2 + 3£L‘3 = 5,
2331 — 4.132 + 6.1’3 = 18,

31’1 - 9.T2 — 33?3 = 6.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

1 2 37[xn 5
2 —4 6| |zl = |18].
3 -9 —3| |z 6

To je matrika iz naloge [I¢] zato je

1 2 3 1
U=10 =8 0 |,L=1|2 1
0 0 -—12 3 % 1
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 (51 )
2 1 yo| = 18],
32 1) |ws 6



torej

y1:57
21 + Y2 = 18 = yp =8,

15
3y1+§yz+y3 =06=yz=—24.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 2 37 [m 5
8 0 ||zl =] 8],
0 0 —12| |as —24

torej

—12z3 = —24:1’3:2,
—8ry =8 = 29 = —1,
1+ 225+ 3x3=5= 21 =1,

in resitev sistema je z = [1, —1,2|7.
. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

—r + 21‘2 +ZL’3 = 0,
8xy + 6333 = 0,
—21’1 + 51’3 =—11.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

—1 2 1] [ 0
0 8 6| |m|=|01,
—2 0 5| |z ~11

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,
-1 2 1 -1 2 1

A=1]10 8 6| ~]0 8 6|~
-2 0 5 0 —4 3

-1

2
0 8
0 0

S O =



Zdaj resimo sistem Ly = b,

1 Y1 0
0 1 Y| = 0 )
2 —% 1 |ys —11
torej
yl )
Y2 = 07
1
291 — Gy tys=—11 =y = —1L.
Resimo Se sistem Ux = y,
-1 2 1| [z 0
0 8 6 To| = 0 s
0 0 6| |x3 —11
torej
11
6:[;‘3 = —11 = T3 — _€7
11
8x2+6x3:02>:€2:§7
11

— 2 =0=u=—
.2131+ .CE2+333 1 12,

in reSitev sistema je x =[5, =, — =
. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

$1+$2—I3:0,
2%1—IE2—|—[L’3:6,
3(131"‘25(72—4%'3 = —4.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

1 1 —1 T 0
2 -1 1| |zl =161,
3 2 4| |x3 —4

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
A=12 -1 1|~1|0 =3 3|~ |0 =3 3 |=U,
3 2 -4 0 -1 -1 0 0 =2
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1
L=12 1
3 31
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 0
2 1 Ya| = 6 s
3 % 1] |us —4
torej
ylzou

201 + Y2 = 6 = yo = 6,

1
3y1+§y2+y3=—4:>y3=—6.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 1 —=1] |z 0
0 -3 3 ||zl =161,
0 0 =2| |z —6

torej

—21’3:—6:>IL’3:3,
—329+ 313 =6= 129 =1,

T1+ 2o —23=0= 121 =2,
in refitev sistema je x = [2, 1, 3]T.
. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

2x 4 6y + 4z = 5,
6x + 19y + 12z = 6,
20+ 8y + 14z =T7.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

2 6 47 [« 5
6 19 12| |y| = |6],
2 8 14| |z 7
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zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

2 6 4 2 6 4 2 6 4
A=16 19 12|~ |0 1 O]~ |0 1 O
2 8 14 0 2 10 0 0 10
1
L=13 1
1 21
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 5
31 g? = |6 )
1 2 1| |ys 7
torej
?31:57

3§1+ﬂ2:6:>g]2:—9,
U1+ 202+ 793 =7 = g3 = 20.

Resimo sistem Uz = 7,

2 6 4] |x 5
01 O0f|yl=1-9,
0 0 10| |z 20

torej
102 =20 = 2 =2,
Yy = _97

51
2x+6y+4z:5:>x:?,

in resitev sistema je x = %, y=-9 z=2

9. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

1+ 31‘2 + 51’3 = 14,
—233'1 — X3 = —7,
2$1 + 3$2 + 3 = 13.
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Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,
1 3 5| [z 14

2 3 1] |x3 13

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 3 5 1 3 5 1 3
2 3 1 0 -3 -9 0 0
1
L=|-2 1
2 —% 1
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 14
—2 1 Y| = -7 s
2 -1 1] |ys 13

torej
N = 147
=21ty = —T7 =1y =21,

1 9
2y — - —13= gy = ——.
Y1 2y2+y3 Ys 5

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

06 9| x| =]|21],
0 0 —% I3 —%
torej
.7)3:1,

6x9 + 913 = 21 = 29 = 2,
I‘1+3I2+5ZE3:14:>$1:3,

in reitev sistema je x = [3,2,1]7.
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10. S pomocjo LU razcepa resite sistem linearnih enacb

T+ 3x9 + x4 = 1,

T1 4 229 — 223 + x4 = 2,
—2x1 — 4z + 323 = 3,

2rx1 + 519 — 223 + 314 = 1.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,
13 0 1] [ 1
1 2 =2 1] |z 2
-2 =4 3 0| |z3 3|7
2 5 =2 3] |x4 1

zdaj pa pois¢imo LU razcep matrike sistema,

1 3 0 1 1 3 0 1 1
A 1 2 =21 0 -1 =2 0 0
-2 -4 3 0 0o 2 3 2 0
2 5 =2 3 0 -1 =21 0
1
1 1
L -2 =21
2 1 01
Zdaj resimo sistem Ly = b,
1 U1 1
1 1 Ya| 2
-2 =21 Ys N 37
2 1 0 1] |[ys 1

torej
y1:17
y1+y2:2:>y2:1,
=21 =2y +ys=3=>y3 =1,
201+ tyu=1=y, = —2.

Zdaj pa resimo Se sistem Uz = v,

1 3 0 1][n 1
0 —1 =2 0| |z |1
0 0 —1 2| |z |7]
0 0 0 1) |z [-2
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torej

Ty = —2,
—x3+ 21, =7 =23 =—11,
—X9 —2x3=1= 19 = 21,
1+ 32+ x4 =1= 21 = —60,

in resitev sistema je xz = [—60,21, —11, —2|7.
11. Izracunajte LU razcep z delnim pivotiranjem danih matrik:

(a)

0 3
b
(b)
013
B=11 01
1 00
Resitev.
(a) Pois¢emo pivot v matriki
0 3
=

zamenjamo 1. in 2. vrstico,
27 01
A=l 3=
in naredimo korak LU razcepa,

27 1
ANlO 3]_U,L_[O 1].

(b) Pois¢emo pivot v matriki

(@)
w

B =

—
oo
o -
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zamenjamo 1. in 2. vrstico,

101 1
B~0 13|, P=]1
100 1

1 0 1 1
00 —1 1 01

12. Izracunajte LU razcep z delnim pivotiranjem za matriko iz tocke

Resitev. Pois¢emo pivot v matriki

1 4 2 3
1 210
G= 2 6 3 1|’
0 01 4
zamenjamo 1. in 3. vrstico
2 6 31 1
1 210 1
Golyog9 30 P 1
0 01 4 1
in naredimo korak LU razcepa,
2 6 3 1 2 6 3 1
G |0 -1 b ol o -y
0 1 % g 0 O 0 21’
0 O 1 4 0 0 1 4
1
1
= 1
L= 12 ,
5 —11
0 0 1
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zamenjamo 3. in 4. vrstico,

2 6 3 1 I 1
0 -1 -4 -1 1
Golgoo 1 4|70 P= 1]’
0 0 0 2 |1
1
1
= 1
_ |2
L 0 0 1
1
l; -1 01
13. S pomocjo LU razcepa z delnim pivotiranjem resite sistem Ax = b, kjer
je
2 4 1 5
A=14 —-10 2|, b= |-8].
1 2 4 13

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep z delnim pivotiranjem,

2 4 1 (4 —10 2] 4 —10 2
A=14 —-10 2|~ |2 4 1| ~|0 9 0|~
1 2 4 1 2 4] |0 § I
[4 —10 2] 1
~0 9 0|=U L= % 1
0 0 3 ioa !l
Zamenjali smo 1. in 2. vrstico, zato je
1
P=|1
1
Resimo sistem Ly = Pb,
1 U -8
torej
3/1——8,
1
§y1+y2:5:>y2:9,
! +1 +yz =13 = _ A
491 2?J2 Ys = Ys = 5
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Resimo sistem Uz =y,

4 —-10 2| [n -8
0 9 O0f|z2l=19],
7 21
0 0 3 I3 D}
torej
2$3 9 L3 )
929 =9 = 29 = 1,
4r1 — 1029 4+ 223 = -8 = 11 = —1,
in reitev sistema je r = [—1,1,3].

14. S pomocjo LU razcepa z delnim pivotiranjem resite sistem linearnih
enacb

2£L'1 + 41’2 - 21‘3 = 6,
T+ 31’2 + 4ZL’3 = —1,
533'1 + 2.1'2 = 2.

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep z delnim pivotiranjem,

2 4 -2 52 0 5 2 0
A=|1 3 4|~ 13 4|~0 B 4/,
52 0 2 4 -2 0 £ -2
1
L:§1

1

Zamenjali smo 1. in 3. vrstico. Zdaj zamenjamo 2. in 3. vrstico, zato

je
1
P=11
1
Nadaljujemo z razcepom,
5 2 0 5 2 0 1
A~ |0 & 2l ~j0 ¥ 2|=UL=12 1
0 i3 4 0 (5) 45 P13 1
5 8 5 16
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15.

Resimo sistem Ly = Pb,

1 U 2
L= % 1 Ya2| = 6 )
é % 1] 1ys -1
torej
y1 = 2,
2 26
5y1+y2:6:>y2:€7
1 13 45
gyl+1*692+y3:—1 Y=g

Resimo sistem Ux = v,

5 2 0 T 2
16 26
O Seel  A
0 0 ) XT3 )
torej
{23'3:—1,
16

— X9 — 23 = — = =1
5 o) T3 5 o) )
521 4 229 = 2 = 21 = 0.
Resitev sistema je z = [0,1, —1]T.

Resite sistem s pomocjo LU razcepa s kompletnim pivotiranjem:

1 =2 1| |z 1
—2 4 2| |3 2

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep s kompletnim pivotiranjem

1 -2 1
A=|0 2 2|,
-2 4 2

zamenjamo 1. in 3. vrstico, 1. in 2. stolpec,

4 -2 2 1 1
A=|2 0 2[,P=| 1 |,Q=|1
2 1 1 1 1
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Naredimo korak LU algoritma brez pivotiranja,

4 -2 2 1
A~10 1 1|, L=]3% 1 |,
0 0 2 -1

zamenjamo 2. in 3. vrstico, 2. in 3. stolpec,

4 2 =2 4 2 =2
A~ 10 2 0| ~|0 2 0|=U L=
01 1 00 1
1 1
P=|1 , Q=11
1 1
Resimo sistem Ly = Pb,
1 U1 2
=L
3 2 1] |us 4
torej
y1:27
1
St =1l=y=2
1 1
st sty =4=y; =2

2 2

Resimo sistem Uz =y,

4 2 2| |24 2
0 2 0| |z2| =12/,
0 0 1] |z 2
torej
Ty =2,

209 =2 = T9 =1,
4j1+2j2—25f3:2:>f1:1,

in reitev sistema je r = Q7 = [2,1,1]7.
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16. Izracunajte det A z uporabo LU razcepa,

2 1 -2 1
2 1 —4 2

A=1g5 9 3 4|
1 3 -1 1

in prestejte stevilo operacij.

Resitev. Izracunajmo LU razcep matrike A,

2 1 -2 1 1
0o 0 -2 1 1 1
A~ 7 51> Ll - 3
Ker bi morali deliti z 0, uporabimo pivotiranje in zamenjamo 2. in 3.
vrstico,
2 1 -2 1 1 1
0o -1 @ -5 31 1
- 2 2 — | 2 —
A o 0 -2 1} L 1 1 P 1
7 3 1
0 5 -2 3 —3 1 1
Nadaljujmo z LU razcepom,
2 1 -2 1 2 1 -2 1
0 -7 ¢ =2 0 -2 ¢ =3
~ 2 2| ~ 2 2| —
A 0 0 -2 1 0o 0 -2 1 U
0o 0 4 -1 o 0 0 1
(1
3
s 1
— | 2
L= 10 1
1
-3 -1 =21

Velja PA = LU, torej det(PA) =det P-det A =det L - det U,
~1-detA=1- (2. (-5) (~2)- 1) 14,

torej je det A = —14. Ker smo enkrat menjali vrstici, je det P = —1.
Ce bi menjali sodo $tevilo vrstic, bi bila det P = 1.

Stevilo operacij, ki so potrebne za izracun det A, je
2
“nP+ Om*)+n—1.
3 N——

—_— det U
LU razcep
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17. Sestavite ucinkovit algoritem za LU razcep brez pivotiranja tridiago-
nalne matrike

a; b
cy ay by
C3 ag b3

Cn—1 Qp-1 bnfl
Cn, an,

in prestejte stevilo operacij.

Pomagajte si s primerom na matriki

1300
45 20
B=1g 9 1 ¢|
001 2

Resitev. Najprej izracunajmo LU razcep matrike B,

1 3 00 13 0 0 1 3 0 0
B 0 -7 20 0 -7 2 0 0O -7 2 0
0 2 16 0 0 1—71 6 0 0 % 6 |’
0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 0 —%
1
4 1
L= -2 1
0 0 £ 1
Torej je matrika L oblike
1 ;
ly 1
L = 63 1 ,
L én 1_
matrika U pa oblike
. -
U V2

Up—-1 Up—1
U,
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[zracunajmo produkt, saj hocemo A = LU,

Uy U1 0
62’&1 Egvl + U2 Vo 0
0 €3U2 €3U2 + us U3

gnfluan gnflvn72 + Up—-1 Up—1
gnunfl gnvnfl + un_

zdaj pa primerjajmo istolezne elemente matrik,

V; _b’i7
up = ar,
C2
EQ -
U

Ug = ag — by,

v i—ti vrstici dobimo:

biui—y = ¢ = ;= )
Ui—1

biviq +u; = a; = u; = a; — bivi_q.

Algoritem je torej:

1 Uy = ag, ’U1:b1
2 1=2,3,...,n
3 Ui:bl‘
4 =
i—1
5 w; = a; — v

Prestejmo stevilo operacij: v ¢etrti vrstici algoritma imamo 1 deljenje,
v peti vrstici pa 2 operaciji (mnoZenje in odstevanje). Stevilo operacij
je torej enako

3=3(n—1)=3n—3.

i=2
Za polno matriko je Stevilo operacij 2n® + O(n?).
18. Resite sistem Az = b, kjer je A tridiagonalna matrika, in prestejte
Stevilo operacij. Pomagajte si z rezultatom iz naloge [I7]
Resitev. Sistem bomo resili v treh korakih,

(a) LU razcep,
A= LU,



(b) prema substitucija,

Ly =,
(c) obratna substitucija,
Uzr =y.
Najprej resujemo sistem Ly = b,
1 1 ]  [0n]
ly 1 Y2 by
(3 1 yz| = [b3

y1 = by,
Loy + 12 = by = Yo = by — Loy,
U3y + y3 = by = y3 = by — L3y,
1—ta vrstica:

Ciyioa +yi = by =y = by — Ly

Algoritem je torej:

1 y=0b
2 1=2,3,...,mn
3 yi = b — iy

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je 2(n — 1) = 2n — 2.

Zdaj resimo Se sistem Ux =y,

u;y V1 x Y1
Uy V2 o) Y2
3| = |Ys3|,
Up—1 Up-—1
Yn

UpTpn = Yp = Tp = —,
n

Yn—1 — Un—1Tn
Up—1Tpn—1 + Vp-1Tpn = Yn-1 = Tp_1 = )

Up—1
Yn—2 — Up—2Tn—1
Up—2Tp—2 + Vp—9lp_1 = Yn—2 = Tp_9 = s
Up—2
. . Yi — Vilit1
1—ta vrstica: ©; = ——,
U
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19.

in algoritem je:

— Un
1 fl"”_un
2 i=n—1n—-2,...,1
3 ;= YiTviTitt

. =

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo, je

n—1

14) 3=1+3(n—1)=3n-2,

i=1
torej za reSitev celotnega sistema potrebujemo

3n+O0(1)+2n+0O(1)+3n+O(1) =8n+ O(1)

LU razcep prema subst. obratna subst.

operacij.
Da algoritem deluje, morajo biti vsi u; # 0. Kdaj se zgodi, da je kaksen
u; = 07 Oglejmo si determinanto

det A=det L -detU =1-ujus---up,

torej je nek u; = 0 & det A = 0, kar pomeni, da A ni obrnljiva in
imamo tezave z reSevanjem sistema. Takrat ni resitve ali pa jih je
neskonc¢no, taki sistemi pa nas ne zanimajo.

[zracunajte razcep Choleskega za matriki

1 2 4 1 1 11 1 1 1
2 13 23 8 8 12 3 4 5
A=14 23 77 32 32|, B=|1 3 6 10 15
1 8 32 30 30 1 4 10 20 35
1 8 32 30 55 1 5 15 35 70

Resitev. Izracunajmo elemente po algoritmu,

V=1

l.o2=2 13-22=3

Va=|1-4=4 $(23-2-4)=5 JT7T—42-52=6
1-1=1 %(8—2-1):2 £(32—-1-4-2.5)=3
1-1=1 38-2-1)=2 ((32-1-4-2-5)=3

V30—12 -2 -3 =4
1(30-1-1-2-2-3-3)=4 V55 -12—-22—-3F —42=5
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20.

rezultat je torej matrika

1

2 3
Va=14 5 6

1 2 3 4

1 2 345

[zracunajmo Se razcep za matriko B,

1

11
Ve=11 2 1

1 3 31

1 46 41

Prestejte stevilo operacij, ki jih potrebujete za resevanje sistema Ax =
b, kjer je A € C™*", z,b € C™.

Resitev. Zapisimo

A: Al +iA2,
T =T+ 129,
b = by + 1by,

torej lahko sistem Ax = b zapisemo kot
(Al + ZAQ)(SEl + Z.CI?Q) = bl + ZbQ
Ko primerjamo realni in imaginarni komponenti, dobimo

Az — Agzy = by,
Agzy + Ao = by,

Al —AQ ri| b1

A2 Al T2 N bg ’
kar je realni sistem dimenzije 2n x 2n. Za resevanje torej potrebujemo
2 (2n)* + O(n?) = 1% operacij v realni aritmetiki.

v matri¢ni obliki je to

Prestejmo Se sStevilo operacij, ki jih potrebujemo za standardni LU raz-
cep v kompleksni aritmetiki. Najprej prestejmo stevilo operacij v realni
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aritmetiki, ki jih potrebujemo za izracun ene kompleksne operacije. Naj
bosta x = a+ bi, y = c+ di kompleksni stevili. Njuno vsoto ali razliko
izracunamo kot

rry=(atc)+i(bxd),

torej za izracun potrebujemo 2 realni operaciji. Produkt izracunamo
kot
z-y=(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + i(ad + bc),

torej potrebujemo 6 realnih operacij. Za kvocient

r  a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)i

y c+di (c+di)(c—di) 2+ d?

Y

pa potrebujemo 11 realnih operacij.

V algoritmu LU razcepa je

(a) stevilo deljenj

n—1 n n—1
1= (n=j)=(-1+n-2)+ - +1
Jj=1li=j5+1 J=1
nn—1) n?
(b) stevilo mnozenj
n—1 n n n—1 n n—1
> 1= > (n—j)=>(n—j)
Jj=114i=754+1 k=j+1 7j=1i=j5+1 j=1
nn—1)02n—-1) n? 9
p—y —_ — O
(c) stevilo odStevanj
3
% +On).

Stevilo realnih operacij, ki jih potrebujemo za resevanje kompleksnega
sistema je torej,

2 3 3
11- (7; + O(n)> +6- (7; + O(n2)> +2- (T; + O(n2)>
deljenje mnozenje odstevanje

= inS + O(n?).
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Poglavje 7

Iterativno resevanje sistemov
linearnih enacb

Resujemo sistem Ax = b. Sistem prevedemo na ekvivalentni sistem x =
Rz + ¢, ki ga resujemo z iteracijo

2 = Re e r=0,1,....

Matriko R imenujemo iteracijska matrika. Iterativne metode uporabljamo
za resevanje velikih sistemov enacb Ax = b, kjer je vecina elementov matrike
enakih 0.

Izrek. Zaporedje vektorjev, ki jih izrac¢unamo po vektorski formuli z(
Rz + ¢, konvergira za vsak z(*) natanko takrat, ko je p(R) < 1, tj. natanko
takrat, ko so vse lastne vrednosti matrike R po absolutni vrednosti manjse
od 1.

r+l)

7.1 Jacobijeva iteracija

Algoritem:
1 r=20,1,2,...
2 k=1,2,...,n
3
T ]' - T
'1;](€+1) —— |p, - Z%xﬁ)
Qgk j=1
ik

V matric¢ni obliki to pomeni, da matriko zapisemo kot A = L+ D + U, kjer je
L strogo spodnje trikotna matrika, D diagonalna matrika in U strogo zgornje
trikotna matrika. Potem sistem zapisemo kot

Dz = (L +U)2™ +b.
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Pri Jacobijevi iteraciji je iteracijska matrika enaka

R;=—-D"Y(L+7U).

7.2 Gauss - Seidlova iteracija

Algoritem:

1 r=0,1,2,...

2 k=1,2....n
3

T 1 kil T & T
x;(g = ™. (bk - (lkjfﬂg' e > aijg‘ ))
=

j=k+1

V matri¢ni obliki to pomeni, da matriko zapisemo kot A = L+ D+ U, kjer je
L strogo spodnje trikotna matrika, D diagonalna matrika in U strogo zgornje
trikotna matrika. Sistem zapiSemo kot

(L + D)z = —yz” 4.
Pri Gauss-Seidlovi iteraciji je iteracijska matrika enaka
Rgs = —(L+ D)™ 'U.

Izrek. Ce je matrika A simetri¢na pozitivno definitna, potem Gauss-Seidlova
iteracija konvergira za poljuben z(?).
Pravimo, da je matrika strogo diagonalno dominantna po vrsticah, ¢e velja

n
|6ka| > Z |akj|, k= 1,27 Lo, n.
j=1
ik
Izrek. Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija konvergirata za poljuben zacetni
priblizek z(© za matrike, ki so po vrsticah strogo diagonalno dominantne.

7.2.1 Zgled

Poglejmo, kako se Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija obnasata pri rese-
vanju sistema

7 -2 1 2] [ 3
2 8 3 1| |z |-2
-1 0 5 2| || |5
0 2 —1 4] |z 4
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V Octave vnesemo podatka A in b, izberemo zacetni priblizek z(®) = 0 in za-
htevano natanénost 1071%. V spodnji tabeli so rezultati, ki jih vrneta funkeiji
jacobi in gauss_seidel ([I]). Za primerjavo je navedena tudi to¢na reSitev
sistema in razlika priblizka od toc¢ne resitve. Za dobljena priblizka pora-
bimo 44 korakov Jacobijeve iteracije oz. 23 korakov Gauss-Seidlove iteracije.
Gauss-Seidlova iteracija je priblizno dvakrat hitrejsa od Jacobijeve.

Jacobi napaka Gauss-Seidel napaka tocna resitev
-0.1751724138 | 2.05-107 | -0.1751724138 | -2.15-10~ | -0.1751724138
-0.5337931034 | 3.48-107 | -0.5337931035 | -2.09-107'2 | -0.5337931035
0.4165517241 | -8.95-1071% | 0.4165517241 | -1.43-10~ | 0.4165517241

1.371034483 | -3.80-107 | 1.371034483 | -2.54-1072 | 1.371034483

Ce metodi preizkusimo pri reSevanju sistema

2 8 3 1 [m )
0 2 —1 4| |z |4
7 -2 1 2| |z " |3
~1 0 2| a4 5

ne konvergirata.

7.3 Metoda SOR

Vpeljemo relaksacijski parameter w. Z ustrezno izbranim w pospesimo kon-
vergenco iteracije. Nov priblizek dobimo iz

xl(€r+1)(SOR) _ IL‘;(:) i w($l(€r+1)(GS) _ x,(:)),
kar je isto kot
(1) _ (), W = )= m
T, =@+ b, — Z gy - Z QpjXy = | -
Akk j=1 =k

Pri w =1 je metoda SOR kar Gauss-Seidlova metoda.
Zapisimo metodo SOR Se v matri¢ni obliki

(WL + D)z = (1 —w)D — wU) 2 4 wb,
torej je
Rsop(w) = (wL+ D)™ (1 —w)D —wU).

Izrek. Metoda SOR ne konvergira za vsak zacetni priblizek 2V, ¢e w ¢ (0, 2).
Izrek. Ce je matrika A simetri¢na pozitivno definitna, potem metoda SOR
konvergira za poljuben zacetni priblizek z(*) za vsak w € (0, 2).
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7.4 Naloge

1. Naredite dva koraka Jacobijeve iteracije z zacetnim priblizkom z(©) =

[0,0]” za reSevanje sistema Az = b, kjer je

ol 3oe [

Resitev. Preoblikujmo sistem v obliko Dz = —(L + U)z(™) + b,

2 1[="7 o3 x§°>+11_11
7Y 50 2] T (18] |13
Od tod dobimo
Lo 13
1 - 27 2 :

7
Naredimo nov korak metode,

P Ll -5 B ][]

od koder dobimo

2. Naredite dva koraka Jacobijeve iteracije in korak Gauss-Seidlove itera-
cije z zacetnim priblizkom 2 = [0,0,0]” pri resevanju sistema

5 2 —1| = 2
3 7 3 To| = —1
1 —4 6| |3 1

Resitev. Preoblikujmo sistem v obliko Dz = —(L 4+ U)2™ + b,

5 M 0 2 -1 [« 9 9
7 9 ==13 0 3| [z +|-1] =|-1
6] |40 1 —4 0] |0 1 1

Od tod dobimo

2 1 1
xgn _2 x(21) _ 1 xz(:) _

5 7 6
Naredimo nov korak Jacobijeve metode,
5 % 0 -2 172 2 103
2 1 27
7 xg; =|=3 0 8| |—3|+ |-l = |5,
6 xg) -1 4 0 5 1 3



od koder dobimo
@ _ 103 o 27 o 1
T T T ™ T o100

Naredimo Se korak Gauss-Seidlove metode. Najprej preoblikujmo sis-
tem v obliko (L + D)z = —Uz() 4 b,

5 0 0] |z 02 —177[0 2 2
3 7 0|20 ==100 3][0]+]|-1]=]|-1
_ 1
1 —4 6] |, 00 0]]|0 1 1
Od tod dobimo resitev,
1y _ 2
x 5a
11
3x§1)+7xgl):—1:>x§1)=——,
35
D) _ g e o ;0 23
€Ty Lo + .T3 I3 210

. Naredite dva koraka Jacobijeve iteracije in korak Gauss-Seidlove itera-
cije z zacetnim priblizkom z(®) = [0,0,0]7 pri resevanju sistema

2 0 1| |m 1
0 2 -1 To| = 2
1 —1 4| |z ]

Resitev. Preoblikujmo sistem v obliko Dz(+Y = —(L + U)z™) + b,

9 24V 0o 0o 17][«% 1 1
2 sV ==10 0 1| [z +|2]|=]2
Od tod dobimo . .
1 1 1
xﬁ):? :Eg)zl, a:g):—i.

Naredimo nov korak Jacobijeve metode,

2 % 0 0 —1][4% 1 5
2 2 =10 0 1|1 [+|2]=]1%],

1 1

Al |20 [t oo =1 -1 -3



od koder dobimo
@_9° o_7 @ _ 1

Ty g ) By T3 = g
Naredimo Se korak Gauss-Seidlove metode. Najprej preoblikujmo sis-
tem v obliko (L + D)z = —Uz() 4 b,

2 0 0] [«V 00 1770 1 1
0 2 0|z ==10 0 —1||0|+|2]|=]2
_ 1 _ _
1 =1 4] |0 00 0]]o0 1 1
Od tod dobimo resitev,
m_ 1
xl 27
ry) =1,
x&l) — xgl) + 4x§1) =-1= xél) =-3

Naredite dva koraka Gauss-Seidlove metode z danim zacetnim pribliz-
kom z(® = [0,0,0]” za sistem
3$1 —l'2+$3 = ]_,
3.T1 + 6]72 + 2.733 = 0,
3x1 + 3x9 + Txs = 4.

Resitev. Najprej zapisimo sistem v matri¢ni obliki,
3 —1 1 T 1
3 6 2| |z = |0],
3 3 7| |z 4

in ga preoblikujmo v obliko (L + D)z"+Y = —Uz™) + b,
3 0 0] [2}" 0 -1 1][0] [11 [
36 0/ [z ==10 0 2[[0|+]0]=]0
1
3 3 7 xé) 0 0 0f]0 4 4
Resitev sistema je 2 = [£, —1 117 Naredimo $e drugi korak,
30 0[] (01 —1][1 1 L
36 0|2 =100 =2 -1+ 0] =]-1
337 1,2 oo of[r] 4 [4
Resitev sistema je ) = [§, -2 B]T



5. Naredite en korak Gauss-Seidlove iteracije za dane sisteme linearnih
enacb z zacetnim priblizkom 0:

(a)
4y + 19 — w3 = 3,
2£L’1 + 733'2 +x3 = 19,
Try — 31’2 + 12$3 = 31,

101’1 + 2%2 +x3 = 13,
2.]]1 -+ 10332 + T3 = 13,
21’1 + 2o + ].01‘3 = 13,

T—y+z=-7,
20x + 3y — 2z = 51,
2z 4+ 8y + 4z = 25,

10z —y =1,

—x 4+ 10y — z =1,
—y+ 10z —w =1,
—z+ 10w = 1.

Resitev. Te sisteme bomo resili na drugacen nacin. Najprej iz prve
enacbe izrazimo prvo spremenljivko, iz druge drugo, ..., potem pa
uporabimo vrednosti spremenljivk za izracun.

(a) Izrazimo spremenljivke in dobimo sistem, v katerega vstavimo
vrednosti spremenljivk,

1 1 0 0 3
=L a4l =,

1
o1 1 3\ 5
x§)=7(19—2x§1)—x§“)):7(19—2-4):2,
w1 (1) 1) 1( 3 5) 151
— (31— 3 — —(31-2 2) = =22
3 12( '+ 30)) T3 9) 75



(b) Izrazimo spremenljivke in dobimo sistem, v katerega vstavimo
vrednosti spremenljivk,

1 13
=L (3o ) 2
T 0 1 13\ 26
r = g5 (18- 20" =) = (13_2'10> ~ 25
1 1 13 26\ 117
0 o
— (13— 220 _ — —(13-2. 2 2) =L
3 10< 320" —ab)) 10 ( s 10 25) 125

(c) Izrazimo spremenljivke in dobimo sistem, v katerega vstavimo
vrednosti spremenljivk,

2D = _7 40 _ 0 = 7

1 1 191
y) = 3 (51 — 202 + 2200 = 5 (51 =20+ (=7)) = ==,
1 1 191 1411
(1) — = (95 — 2,0 _ g, = = 7_g. ot o 1=t
2 4(25 201 — 8y ) 4(25+2 7-38 3) o

(d) Izrazimo spremenljivke in dobimo sistem, v katerega vstavimo
vrednosti spremenljivk,

W = 110 (1 + y(O)) _ 110’

y = 110(1+x<1>+z<0>) _ 110 <1+110> _ 110107
20 = 110 (1+y(1>+w<o>) _ 110 <1+11010> _ 11010107
wt = 110 (1 " Z(l)) - 110 <1 * 1101010) - 110101010'

6. Naredite en korak Jacobijeve in en korak Gauss-Seidlove iteracije za
sistem linearnih enacb

1027 — 9 + 223 = 6,
—x1 + 11lzy — 23 + 324 = 25,
201 — 29 + 1023 — 4 = 11,
3r9 — x3 + 8xy = 15.

V obeh primerih uporabite zacetni priblizek 2(® = [0,0,0,0]". V Oc-
taveu primerjajte hitrost konvergence obeh metod.
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Resitev. Izrazimo spremenljivke v sistemu in dobimo

1

Ir = E(6+ZE2 — 2£L'3>,
1
Ty = ﬁ(25 + 1 +x3 — 35(]4),

1

I3 — E(ll — 2131 + ) + 134),
1

Ty = §(15 — 319 + xg).

Pri Jacobijevi metodi na desni strani vedno uporabimo priblizek iz
prejsnjega koraka, zato je resitev

O [3 25 11 HT
TV = — e,
5°11°10° 8

Pri Gauss-Seidlovi metodi pa uporabimo tudi vrednosti iz tekocega
koraka, zato dobimo

m _ 3
33'1 5a
1 3\ 128
(1)
= — (254 2) =222
2 11( +5> 55
1 3 128\ 667
xg1>:(11_2-+):,
10 5 55) 550
1 128 667\ 5077
(1)
= (15—3.222 L L) 200
4 8( 55 +550) 4400

Primerjajmo hitrost konvergence. Vnesimo matriko sistema, desno
stran in zacetni priblizek v Octave. Rezultate izracunajmo do natan-
¢nosti 10719, Uporabimo programa jacobi in gauss_seidel ([I]) in
poglejmo, ali iteraciji v tem primeru konvergirata in ¢e da, kam.

Jacobijeva iteracija se konca po 29 korakih, Gauss-Seidlova pa po 12
korakih. Oba rezultata se res za manj kot 107! razlikujeta od to¢ne
resitve sistema, torej iteraciji konvergirata k toc¢ni resitvi sistema.

. Izracunajte prva dva priblizka za reSitev sistema

1221 — 329 + 23 = 10,
-1 + 9[L’2 + 2%3 = 10,
x| — o+ 10.1'3 = 10,

po Jacobijevi in Gauss-Seidlovi metodi za zacetni priblizek [1,0, 1]7.
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Resitev. Izrazimo spremenljivke v sistemu in dobimo

1

I = E(lo —|—3ZE2 - l’g),
1

To = §<10 + 1 — 2.733),
1

T3 = 1—0(10 — T+ LCQ).

Pri Jacobijevi metodi na desni strani vedno uporabimo priblizek iz
prejsnjega koraka,

1 3
(1)

= (10+3-0-1)="
1 12( ) 4’

1
:cg1>:§(10+1—2-1):1,

1 9
r) = 5(10-1+0) =

1

o

in
( —1<10+31 9)—121
D 10) ~ 120°

1
1 3 9\ 179

@)
~ (1042 -2.2) =2
72 9( 1 10) 180"

1 3 41
asgz):<10—+1>:40.

Pri Gauss-Seidlovi metodi uporabimo tudi vrednosti iz tekocega koraka,
zato dobimo

m _ 3
xl 47
1 3 35
0
— (1042 -2.1) =2
T2 9( *1 > 36’
1 335\ 46
0
——(10-24+2)=2
s 10( 4+36> 5

in

1 35 46\ 2141
xﬁz):(10+3- )—

12 36 45) 2160’
(1) _ 1 (10 2141 . 46) _ 3865
T2 =9\ """ 3160 15) ~ 3888’
o1 (10 241 3865) 24307
Ty = — = - v
5710 2160 ' 3888/ 24300
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8. Preuredite enacbe v sistemu

—x1 + 629 =1,
1 — T9 —|—4IIZ3 = —1,
—31'1 + To +x3 = 4,

tako da bo Jacobijeva iteracija zagotovo konvergirala.

Resitev. Iteracija konvergira, ¢e je matrika sistema strogo diago-
nalno dominantna. Zapisimo matriko sistema z dodanim stolpcem
b=[1,-1,4]T in jo z menjavo vrstic preoblikujmo v strogo diagonalno
dominantno matriko,

-1 6 0 |1 -3 1 1 |4 -3 1 1 |4
1 -1 4 |-1|~|1 =14 |-1|~|-1 6 0 |1
—3 1 1 |4 -1 6 0 |1 1 -1 4 |-1

Zadnja matrika je strogo diagonalno dominantna po vrsticah, saj velja

| =3[ > (1] + 1],
6] > [ = 1]+ 0],
4] > 1]+ = 1.

Menjava vrstic je potrebna tudi takrat, ko je kakSen diagonalni element
enak 0 (takrat D ni obrnljiva).

9. Pokazite, da za sisteme dimenzije 2 x 2 Jacobijeva iteracija konvergira
natanko takrat, ko konvergira Gauss-Seidlova iteracija.

Resitev. Iteraciji konvergirata, kadar je spektralni radij matrike R;
oz. Rgs manjsi od 1, tj. takrat, ko so vse lastne vrednosti po absolutni
vrednosti manjSe od 1. Matriki dobimo iz

R;=-D"YL+U), Rgs=—(L+ D)'U.
Zapisimo splosno matriko 2 x 2 sistema,
a b
Al
Torej so matrike, ki nastopajo zgoraj, enake
00 0 b a 0
el o=loalo-fo )
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10.

Inverz matrike D je enak

L
[enR-N[

- O

|

L olfo » 0 &
m==lo e o) =

Izracunajmo lastne vrednosti te matrike,

zato je

-2

=\ - = =0,

_b
det(RJ—/\]):‘ _f\

Qulo

torej sta lastni vrednosti >\§J2’ = :I:w%. Ponovimo postopek za Gauss-
Seidlovo iteracijo,

_la 0 41 |d o] L 0
pev=[o g s aeor=glt] =15
zato je

L olfo » 0 —2
e[ 006 4
—< 2110 0 0 L

Lastni vrednosti izrac¢unamo iz
N b b
det(RGs—)\I):| oA bc_a)\‘:—)\<c—)\> — 0,

torej je )\gGS) =0, /\gGS) = %.

pazimo, ja A9 = (A)?, od koder sledi
Opazimo, da velja ’/\ GS)‘ (,\(‘7]))
‘)\gcs)’ <le ‘)\5‘72)‘ <1,

kar pomeni, da Jacobijeva iteracija konvergira natanko tedaj, ko kon-
vergira Gauss-Seidlova.

Recimo, da je Jacobijeva iteracija za resevanje sistema Ax = b konver-
gentna za vsak zacCetni priblizek. Pokazite, da je tedaj konvergentna za
vsak zacdetni pribliZek tudi pri resevanju sistema ATy = c.

Resitev. Po izreku Jacobijeva iteracija konvergira natanko tedaj, ko
je p(Rs(A)) < 1, torej je

p(Ry(A)) < 1za Ry(A) = —D YL +U).
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11.

Poglejmo, kaksna je matrika R;(AT) za reSevanje sistema ATy = ¢ z
Jacobijevo metodo. Zapisimo A = L + D + U. Sledi
ATy =c
(L"+D" 4+ Uy =c
(U+D+ Ly =c,
kier so U = LT, D = DT = D, L = UT. Torej je iteracijska matrika
Jacobijeve metode za sistem ATy = c enaka
(A7) = —D(F + D)
= -D U + L")
=-D'L+0).
[zracunajmo transponiranko te matrike,
Rj(AT) = —(L+U)(D™Y)T
=—(L+U)D™!
=-DD Y L+U)D™!
= DR;(A)D™".

Torej sta si matriki R;(A) in RY(AT) podobni, zato imata enake lastne
vrednosti in velja

p(Rs(AT)) = p(RF(AT)) = p(Rs(A)) < 1.

Po izreku Jacobijeva iteracija pri reevanju sistema A’y = ¢ konvergira
za vsak zacetni priblizek.

Naj bo matrika A strogo diagonalno dominantna po stolpcih, naj torej
za vsak k= 1,2,...,n velja

n
‘Clkk‘ > Z |alk]
i=1
i#k
Pokazite, da je tedaj Jacobijeva iteracija za reSevanje sistema Ax = b
konvergentna za vsak zacetni priblizek.

Resitev. Vemo 7ze, da Jacobijeva iteracija konvergira za vsak zacetni
priblizek, ¢e je matrika strogo diagonalno dominantna po vrsticah. Ce
je matrika A strogo diagonalno dominantna po stolpcih, je matrika AT
strogo diagonalno dominantna po vrsticah, torej Jacobijeva iteracija
konvergira za vsak za¢etni priblizek pri resevanju sistema ATy = d.
Potem pa po nalogi [10|sledi, da Jacobijeva iteracija konvergira pri rese-
vanju sistema (AT)Tz = b, kar je enako kot Ax = b.
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12. Naj bo A simetri¢na tridiagonalna matrika oblike

E Rnxn

Pokazite, da Gauss-Seidlova iteracija za resevanje sistema Ax = b kon-
vergira za vsak zacetni priblizek.

Namig: Najprej pokazite, da velja

- - n—1 n
_ . /n=1 /n+l n+l
. n n -
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Resitev. Zmnozimo matriki iz namiga,

an :\/5\/5:2,

ais = V2 (—\/g) =1,
az = —\/g\@ = -1,

o= () ()

141 7 ]
Aii+1 = - —A\/ =—1
s ) 141
\/z’ \/z’—i—l X
Ait1: = | —\/ 3 — = —1
+h 1+1 7
n n—1
n—1n — - :_17
Gn1, \/n—l( n )
-1/
Qpn—1 = — n n :_]-7
’ n n—1

\/n—l( \/n—l) n+1 n+1
Qpn = — - + =
n n n n

 — 1 4+ 1
z' +z—i-— _9
7 )

—1 1

n +n+ _9
n n

Torej se za matriko A izvede razcep Choleskega in je A simetri¢na poz-
itivno definitna. Po izreku sledi, da Gauss-Seidlova iteracija konvergira

za vsak zacetni priblizek.
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Poglavje 8

Resevanje predolocenih
sistemov

Resujemo sistem
Ar=b, AecR™" m>n, x € R", be R™,

torej je enacb vec ali enako, kot je neznank (matrika A ima ve¢ ali enako
vrstic kot stolpcev).

Obicajno tak x, da je Ax = b, ne obstaja. IS¢emo tak x, da se Az “najbolj”
ujema z b, tj. Zelimo minimizirati || Az —b||. Ce izberemo ||. |2, dobimo resitev
po metodi najmangsih kvadratov.

8.1 Normalni sistem

Izrek. Naj bo A € R™" m > n, b € R™, in naj bo A polnega ranga
(rang(A) = n). Vektor z, ki minimizira ||Az — bl|2, je enolicen in je resitev
linearnega sistema

AT Az = ATb.
Temu sistemu recemo normalni sistem.
V normalnem sistemu je AT A simetri¢na pozitivno definitna matrika, zato ga
resujemo preko razcepa Choleskega. Za resevanje sistema torej potrebujemo

2 4 n
mn —_—
S~ 3

izra¢un AT A ~

razcep Choleskega
operacij. Glavni del operacij prinese izra¢un AT A, saj je obi¢ajno m veliko
vecji od n.
Normalni sistem je najcenejsi postopek za resevanje predolocenih sistemov,
vendar je potencialno nestabilen.
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8.1.1 Zgled

Dane so tocke (z;,v;), i = 1,2,...,m, m > 4. Skozi te tocke Zelimo napeljati
kubicni polinom y(z) = ag + a1z + azx® + asz®. V splosnem tak polinom
ne obstaja. 7 resitvijo predoloc¢enega sistema bomo dobili polinom, ki se
najbolje prilega danim podatkom. Is¢emo koeficiente ag, o, o, iz, da bo

2 3
1 = 7 = Y1
2 3| [a
1 2z 25 x5 0 Yo
2 31 |a
1 z3 a3 a3 = |ys
. %) .
: s
2 3

_1 Tm Tpy Ty | Ym |

V splosnem is¢emo funkcijo y(z) = ayg1(z) + aega(x) + - -+ + angn(z), ki se
najbolje prilega podatkom. V tem primeru je matrika A enaka

A=lgj(z)];, i=12,....m, j=12...n (8.1)

8.2 QR razcep

Resujemo predolocen sistem Ax = b, kjer je rang(A) = n. Matriko A za-
pisemo kot A = QR, kjer je ) € R™*™ matrika z ortonormiranimi stolpci,
R € R™™ pa zgornje trikotna matrika. Ce razcep vstavimo v normalni
sistem, dobimo

(QR)"(QR)x = (QR)",
Rz = QTb.

Resevanje preko QR razcepa je bolj stabilno. Matriki ) in R izracunamo po
spodnjem algoritmu, kjer matriki zapisemo po stolpcih

A=layay ... ap), Q=[q1 ¢ .. Gl

Gram-Schmidtova ortogonalizacija:

1 k=12,...,n

2 qr = Qg

3 1=1,2,...,k—1
4 Tk = g ay

5 Qk = Qk — TikGi
6 ik = || qrll2

7 T = = qi

Tkk
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Ce Eetrto vrstico algoritma spremenimo v

4 Tik = ququ

je algoritem bolj stabilen in ga imenujemo modificirana Gram-Schmidtova
ortogonalizacija.

Stevilo operacij, ki jih potrebujemo za izrac¢un QR razcepa na ta naéin, je

2mn?.

Gram-Schmidtova ortogonalizacija za matrike s tremi stolpci:

g1 = I G2 = Q2 g3 = ag
1 = ||Q1H2 T2 = qlTa2 T3 = qlTa?)
g1 = i(h g2 = (2 —T12q1 | T2z = QQTas
o2 = HQ2H2 qs = (@3 — T13q1 — T23Q2
42 = éfh rs3 = |lgsll
_ 1
43 = 54

Rezultat sta matriki

11 Ti2 T13
Q:[CI1CJ2C]3]7 R=10 1y 73
0 0 33

8.3 Givensove rotacije

V ravnini zavrtimo vektor z = [x1,z]7 za kot ¢ tako, da ga pomnozimo z
T c s . .

R" = s ¢ , kjer sta ¢ = cos ¢, s = sin ¢.

Rotacijo posplosimo na rotacijo v ravnini (¢, k) in jo poimenujemo Givensova

rotacija

) k

o i
1
7 c s
1
Rl =
1
k -5 c
1

- 1 -
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Matrika R;; je ortogonalna in velja

Y; = CT; + STy,

Y = —ST; + CT.

Konstanti ¢ in s izberemo tako, da bo y, = 0,

r= e+,

X
c=—,
r
Tk
§=—,
r

=Y =T, yk,’:O

Naj bo A € R™" m > n, rang(A) = n. I8¢emo razsirjeni QR razcep
matrike A, s

A =R,
kjer je Q@ € R™™ ortogonalna matrika (QQT = Q7Q = I) in R € R™*"
zgornje trapezna matrika. Matriki zapiSemo v bloc¢ni obliki

2=1Q @im i- [%HZM

Matrika @ ima ortonormirane stolpce (Q7Q = I), matrika R pa je zgornje
trikotna.

Z ustrezno izbiro Givensovih rotacij spravimo matriko v zgornje trapezno
obliko in tako dobimo matriko R razdirjenega QR razcepa. Matrika Q je
enaka produktu Givensovih rotacij, ki smo jih uporabili.

8.4 Householderjeva zrcaljenja

Za w € R", w # 0, definiramo Householderjevo zrcaljenje kot

2 T
P:]—wTwww .

Matrika P je simetri¢na in ortogonalna. Velja

Pw = —w,

Pr=xzzax 1L w.
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Matrika P predstavlja zrcaljenje preko ravnine, ki ima normalo w. Poljuben
x € R™ lahko zapiSemo kot = = z + aw, kjer je z L w (slika[8.1)). Potem je

Pr =z — aw.

r=z+ aw

;

zZ

N

Pr=z—aw

Slika 8.1: Geometrijska interpretacija Householderjevega zrcaljenja.

S primerno izbranim zrcaljenjem lahko x prezrcalimo v +||z||2 e;. Izberemo

vy % |22
4

T

kjer predznak izberemo tako, da bo prva komponenta vektorja w po absolutni
vrednosti ¢im vecja.

S Householderjevimi zrcaljenji lahko matriko transformiramo v zgornje tra-
pezno obliko:

X X X X X X X X X X X X
X X x| p |0 X X RN 0 x X 2R 0 x x| B
X X X 0 X X 0 0 x 0 0 x| 7
X X X 0 X x 0 0 X 0 0 O
Transformacije P; so Householderjeva zrcaljenja oblike
- 2 -
P =1-——wuw{, w €R* P =P,
wl wl
Py=1 72 waw€R3P—_1
2 — w2Tw2 2Wo 2 ) 2 — i P2 3
9 1
P3=1——— wgwg, wy € R?, Py = 1
w3 w3 ]53

Matriko @ dobimo kot Q = P, P> P;.
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8.5 Singularni razcep

Za matriko A € R™*™ m > n, obstaja singularni razcep
A=UxVT,

kjer sta U € R™*™ in V € R™ " ortogonalni matriki in > € R"™*"

01
02

matrika singularnih vrednosti, urejenih po velikosti o1 > 09 > --- > 0, > 0.
Ce je rang(A) = r < n, potem je reSitev predoloCenega sistema Ax = b po
metodi najmanjsih kvadratov enaka

Singularni razcep izracunamo v korakih:
1. izra¢unamo AT A

2. izra¢unamo lastne vrednosti AT A, ki so resitve enacbe det(ATA—\I) =
0

3. singularne vrednosti so kvadratni koreni iz lastnih vrednosti, uredimo
jih po velikosti in zlozimo v matriko ¥

4. izra¢unamo lastne vektorje v; matrike AT A iz enacb (AT A —N\1)v; = 0
in jih normiramo — dobimo matriko V'

5. izracunamo u; = Ui Av; — dobimo matriko U
1

8.6 Naloge

1. Poiscite premico, ki se najbolje prilega tockam (1,13), (2,10), (3,11),
(4,8), (5,6).
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Resitev. Zapisimo problem v obliki predoloc¢enega sistema,

11 13
1 2 o 10
1 3 [ 0] = [11].
1 4] 8
15 6
Normalni sistem je
5 15] [ao] [ 48
15 55| |ag|  |128]7
njegova resitev pa
[72 Sr
a=|—,—=| .
575
Torej je iskana premica y(z) = % — %:r. Rezultat je prikazan na sliki

8.2

Slika 8.2: Dane tocke in premica, ki se jim najbolje prilega.

2. Poiscite premico, ki se najbolje prilega tockam (1,-1), (4,11), (-1,-9),
(-2,-13).

Resitev. Zapisimo problem v obliki predoloc¢enega sistema,

1 1 —1
1 4 |fa] |11
1 -1 (03] N -9
1 -2 —13



Resimo ga z normalnim sistemom, AT Ao = ATD,

) o1
r, |11 1 1|1 4] |4 2
AA__14—1 —2_1—1_222’
1 -2
) [ -1
11 1 1 11 —12
Ty _
Ab__l 4 -1 =2/ -9 _[78]'
—13
Resitev sistema je
o =[-5,4]",

torej je premica, ki jo iS¢emo, y(x) = 4z — 5.
. Izpeljite eksplicitno formulo za enacbo premice, ki se najbolje prilega
danim tockam (z;,v;), 1 = 1,2,...,m.

Resitev. Is¢emo premico y = kz + n. Problem zapiSemo v obliki
predolocenega sistema,

L 2 (7

Loao| [n]  |v2
|-

1 z, Ym

Izra¢unamo AT A in ATb, ki nastopata v normalnem sistemu,

1 T
1 1 --- 1 1 m ST
T A _ =1
AA_[M Ty - xm] Do _[Z?Qxi Zg’ilﬁ]
1 =z,
in
N
1 Ty o Ty | St TiYi|
Ym

Torej resujemo normalni sistem

m Yt xi| n _ >t Yi
> @ Z?ilmzz k Doty Y|
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Vemo, da je inverz 2 x 2 matrike enak

a b7 1 d —b
c dl ad—be |—¢ al’

kar uporabimo v normalnem sistemu. Torej velja

n _ 1 Zzni1 %2 22711 Yi — 221 X ZZL ZiYq
k myt, 7 — (X :)? — i T Y m S Ty

Eksplicitni formuli za koeficienta sta
_ >ty %2 Do Yi = Dy Ty iy Tl
m oy wf — (0 @) 7
_ = D T 2 Yi +m Y Ty
m o wf — (0 @)

k

4. Naj bo A € R™" m > n, rang(A) = n. Pokazite, da ima sistem

IR

reSitev, ki ustreza reSitvi predoloCenega sistema Ax = b po metodi
najmanjsih kvadratov.

Resitev. Iz danega sistema dobimo matri¢ni enacbi

r+Ar =
ATr = 0. (8.2)

Preuredimo prvo enacbo,

Az =b—1r
ATAz = AT(b—r)
ATAx = ATp — ATy,

Ker velja enacba (8.2)), dobimo
AT Az = ATb,

kar je ravno normalni sistem za reSevanje predoloCenega sistema Axr =

b.

5. V spodnji tabeli je zapisano stevilo ribicev, ki so na doloc¢en dan lovili
ribe, in Stevilo ujetih rib v tistem dnevu,
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dan | Stevilo ribicev | koli¢ina ujetih rib
1 18 39
2 14 9
3 9 9
4 10 7
5 5 8
6 22 35
7 14 36
8 12 22

Poiscite linearno funkcijo, ki najbolje opisuje povezavo med Stevilom
ribi¢ev, ki lovijo, in Stevilom ujetih rib.

Resitev. Zapisimo problem v obliki predolo¢enega sistema. IS¢emo
funkcijo oblike y(x) = ag + ayz, ki se najbolje prilega podatkom & =
[18,14,9,10,5,22,14,12]7, § = [39,9,9,7,8, 35,36, 22]T. Sistem, ki ga

reSujemo, je torej

1 18] [39]
1 14 9
1 9 9
1 10| [ao] |7
1 5| o] |8
1 22 35
1 14 36
1 12] 22|

Zapisimo normalni sistem AT Ao = ATy,
8 104 | |ao| | 165
104 1550| [aq|  [2557|°
Resitev sistema je

5089 . 206

Qg 792 6.43, aq 99 08

Linearna zveza med Stevilom ribic¢ev in Stevilom ujetih rib je y(z) =
—6.43 4+ 2.08z.

. Dane so tocke (—1, %) , (O, g) , (1, i) , (2, %) . Pois¢ite parabolo, ki jih
najbolje aproksimira po metodi najmanjsih kvadratov.
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Resitev. Is¢emo funkcijo oblike y(z) = ap + ayz + asz?. Matriko A
dobimo iz (8.1), kjer za g;(z) vzamemo 1, x, 2%,

1 -1 1 N 11
1 0 0 0 1|7
A= 11 1,a— o ’b_i 1
1 2 4 2 13

[s¢emo koeficiente ag, a1, an, da bo veljalo

1 -1 1 11
1 0 of|™ 1|7
11 1] |™ 711
1 2 4] L™ 13

v smislu najmanjsih kvadratov. Sistem resimo z normalnim sistemom

AT Aa = AT),

11111_01(1) 4 2 6
ATA:—1012111:268:B,
1014124 6 8 18
11111171 8
ATb:Z -1 01 2 . =4 =z
101413 16

Normalni sistem Ba = z re§imo z razcepom Choleskega, B =V - V7,

2
V=|1 Vb .
3 V5 2

Resimo sistem Vw = z,

2 w1 8
1 \/5 Wy | = 4
3 V5 2| |ws 16
Od tod izrac¢unamo
w1 = 4,

w1+\/3w2:4:>w2:0,
3wy 4+ VBws + 2wy = 16 = wy = 2.
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Resimo se sistem Vo = w,

2 1 3 (7)) 4
\/5 \/5 ay| = 0 )
2 (&%) 2
torej
Qg = ].,

\/ga1+\/5a2:O:>a1:—1,
200 + a1 + 3 =4 = ap = 1.

Parabola, ki se najbolje prilega danim tockam, je torej y(z) = 2> —x+1.

. Dane so tocke (z;,y;),

x| 1.1 14 25 27 32 36 41 43 45 49
y | 214 260 1.15 1.19 188 1.55 2.65 3.80 4.46 6.35
Poiscite kvadratni polinom, ki se jim najbolje prilega po metodi naj-
manjsih kvadratov.

Resitev. Zapisimo problem v obliki predolocenega sistema,

1 1.1 1.12 9.14
1 14 1.42] |2 2.60
. . . a1 = . .
Co :

1 49 492 -7 6.35

Sistem resimo z Octaveom in dobimo resitev
o = [6.367, —4.277,0.856]" .

Kvadratni polinom, ki ga is¢emo, je y(z) = 6.367 — 4.277 = + 0.865 x°.
Na sliki [8.3] so narisane dane tocke in kvadratna funkcija, ki se jim
najbolje prilega.

. Dane so tocke (z;,v;),

x (021 066 093 125 1.75 203 224 257 287 298
y 025 -0.27 -1.12 -045 0.28 0.13 -0.27 0.26 0.58 1.03

Poiscite funkcijo oblike

y(x) = ae” +blnz + csinx + dcos z,
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Slika 8.3: Dane tocke in funkcija, ki se jim najbolje prilega.

ki najbolje aproksimira podatke po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev. Zapisimo problem v obliki predoloc¢enega sistema,

%2t In(0.21) sin(0.21) cos(0.21)] g 0.25
%% In(0.66) sin(0.66) cos(0.66)| |p —0.27
: : : : cl | |
% In(2.98) sin(2.98) cos(2.98)] Ld 1.03

Sistem resimo z Octaveom. Uporabimo vgrajeno funkcijo \, ki vrne
resitev

a = 0.0353,

b= —0.7580,
¢ = —0.1938,
d = —0.9556.

Na sliki [8.4] so narisane dane tocke in funkcija y(z), ki se jim najbolje
prilega.

. Resite sistem

2 -1 1 4
1 -5 2| |2

3 1 —4| | T |5
1 -1 1)L ~1

v smislu najmanjsih kvadratov.
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10.

0.5 1 1.5 2 25 3

Slika 8.4: Dane tocke in funkcija, ki se jim najbolje prilega.

Resitev. Uporabimo normalni sistem,

15 -11 17 —22
ATA=1]-11 28 —16| =B, ATb=1| 0
17 —-16 22 —21
Resimo sistem in dobimo
18 151 107
T = ——, Tg= ———, Tg = ——.
! 77777 2100 7T 210
Resite sistem
T+ 2y =3,
3x + 2y = 5,
x+y = 2.09,

v smislu najmanjsih kvadratov.

Resitev. Zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

12x 3
s 2/ 7] =15 |
11 2.09

Opazimo, da resujemo predolocen sistem, ki ga bomo resili preko nor-

malnega sistema,
11 9 [z| _ [20.09
9 9| |y| [18.09|"
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Resimo sistem

112 + 9y = 20.09,

9z + 9y = 18.09,
in dobimo x =1, y = 1.01.
11. Resite sistem
8 3 . 4
2 6 L;] = |—6
1 3| L 3

v smislu najmanjsih kvadratov.

Resitev. Predolocen sistem resimo preko normalnega sistema,

69 39] [z,] [ 23
39 54| |zp| — |-15|
29 _ 92

Resitev je v = £, y = — 5=

12. Izracunajte QR razcep matrike

1 3 1

1 3 7
A= 1 -1 —4|°

1 -1 2
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Resitev.

q1

r11

q1

Rezultat sta matriki

B [0 [ DD [ b0 | =

1
—_ = = =

N}

DN [ I | =D | =0 | =

q2

T12

q2

T'22

q2

DO [ =D [ =

NI NI

13. Izracunajte QR razcep matrike

-3
3
= _1 qs
[ —1]
= 2 13
- o
2
= ) T23
[ —2]
= 4 q3
1
2
1
= | 2| |7
2
_1
2
q3
_1
12 2
_21 , R: 0
12 0
2
1 3
-1 0 7
-1 -1
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Resitev.

[ 2 1] 3
= |-l @ = |0 G = |7
| 0 | —1] -1
T = \_/32 T2 = \?5 rs = —%
2 r1
v 1
Q= —% qQ = % ro3 = 11 1&5
0 —1]
) 8
6 b
T22 = \/g 43 = 3
. 3
V30
qQ = % r33 = 8 %
_\ﬁ
6
1
V6
a3 = %
1
V6
Rezultat sta matriki
2 [ S 2  _1
V5 V30 V6 V5 V5 V5
1 2 2 6 2
Q=|-% V& V3|, R=]0 & /%
5 1 2
0 -/ X 0 0 82

2 —1 1 —4
1 =5 2| |2

—3 1 4[| 7|5
1 -1 1 ~1

po metodi najmanjsih kvadratov.
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Resitev. Najprej izracunamo QR razcep,

ra =

[ 2
1
_3 q2
| 1
vV ]_5 12
r 2
vqgg q2
Vs
1
L V15
T22
q2

Rezultat sta matriki

3 r3z =

qs =

r3 =

o3 =

2

53
V4485

_ 354

299
33

2
s
299
54

T 299

3 70

299

_2
59 | 10465

\/20%;0
~ /20930

/2
9 10465

—_
—
—_
-~

=

—
ot
W~
o~
Qo
ot

(@)

(O8]
[\
gl



Zdaj resimo sistem Rx = QTb,

L v20930

Resitev sistema je z = [ 18, 151 10717

15. Izracunajte QR razcep matrike

12 —-51 4
A=1]6 167 —68].
—4 24 —41
Resitev.
12 —51] 4
qQ = 6 g2 = 167 q3 = —68
| —4] | 24 | —41
1 = 14 T12 = 21 "3 = —14
. % _ 6o
QG = 7 G2 = 158 Toz3 = —-70
—% 30
ST ) ) __ 58
5
T9g — 175 q3 = g
—33
_ 69
188°
G2 = i rss = 395
35
_ 58
175
— 6
Y
35
Rezultat sta matriki
6 69 58
e 14 21 -—-14
Q=12 = |, R=[0 175 —70].
2 6 33
-2 -3 0 0 35



16. Izracunajte QR razcep matrike

Resitev.

[ 2
a = |—1

| 2

M = 3

r2

3
g = —%

2

L 3

Rezultat sta matriki

2

3

Q=|-}

23

3

17. Resite sistem

1

1

0

0

s pomocjo QR razcepa.

2 4

-1
2

[SYINUMIN
Wl

W
SN

—_ o o
|
w
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0
2

G2 =

re =

G2 =

o2 =

G2 =

2

—41.
—1

L=

[SSI UM )

S O W

q3

r13

23

q3

33

q3

O N =~

=~



Resitev.

_|_ﬂ — —
— ™ — —|
_ _ ™ o~y — _ — — | _ — N | N
[— o 1 o~ 1
I | I | I I
& = B = & =
~ < ~
™
T 1 21[
co~ T oo~ ~ o oS _7
L e f
I I I I I
- 3 =
~ ~

Rezultat sta matriki

— |

—a _ — N~

o o Lﬁli_ﬁ
1;@1;&0 o

Zdaj reSimo sistem Rx = Q7b,

(3 =5 —4l"

Resitev je x
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18. Izracunajte QR razcep matrike

011
11 2].
0 0 3
Resitev.
[0] 1] 1
a = ||| ¢ = |1|| g = {2
0] 0] 3
rn = 1 re = 1 riz = 2
- -
@ = |1 | @@ = |0 |rs =1
L _O_
0
rog = 1 g = |0
3
1
@ = |0 |73 = 3
0
0
g = |0
1
Rezultat sta matriki
010 11 2
Q=110 0/, R=1]011
0 01 0 0 3

19. Izracunajte QR razcep matrike

1 -1 4
1 4 =2
1 4 2
1 -1 0



Resitev.

(17 [—1T 4
1 - 4 -2
QI - 1 Q2 - 4 Q3 - 2
1] |—1] 0
7‘11:2 7"12:3 7”13:2
_l_ __§_
2 2
1 5
@ = i Q2 = % ro3 = —2
2 2
1 _5
Lo L o
2
-2
Tog = D q3 = 9
—2
_1
2
1
q2 = i rz = 4
2
1
T2
1
2
_1
qs = 12
2
1
2
Rezultat sta matriki
1 _1 1
i A 2.3 2
Q=11 1 2|, R=|05 -2
! 00 4
2 T2 T2
20. Izracunajte QR razcep matrike
1 -1 2
A=1-1 1 0
0o -2 1
in resSite sistem
Az = [-3,1,5]".



21.

Resitev.

1 —1 2
q = |-1 Q2 = 1 g = |0
| 0 | —2] 1
o= V2 re = —V2 |rz = V2
e Ve
721 0
© = |75 Q@ = 0 rog = —1
0 |—2]
) 1
,,,.22 — 2 QB = 1
0
0
Q2 = 0 sz = \/§
—1
1
v
3 = |»xi
0
Rezultat sta matriki
7 0 7 V2 —V2 V2
Q=|-7% 0 |, R=]0 2 -—1f.
0 -1 0 0 0 V2
Resimo sistem Ax = [—3,1,5]T preko QR razcepa. ReSujemo
T
V2 V2 VR[] [ 0 5| 3] [2ve
0 2 —1||z|=|-F% 0 =% 1|=| -5
V2 V2
0 0 V2| |z 0 -1 0 5 —V2
Resitev sistema je x = [—4, —3, —1]7.

Stevilo izdelkov, ki jih podjetje proda na nekem obmod&ju, je odvisno od
stevila prebivalcev na tem obmocju in povprecnega dohodka prebivalca
obmocja. V tabeli je zapisana prodaja podjetja na petih obmodjih,
stevilo tamkajsnjih prebivalcev in povprecen dohodek.

obmocje | prodaja | stevilo preb. | dohodek
1 162 274 2450
2 120 180 3254
3 223 375 3802
4 131 205 2838
5 67 86 2347
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22.

Podjetje zeli podatke uporabiti za napoved prodaje in predvideva, da
je odvisnost oblike

prodaja = ap + a; X Stevilo prebivalcev + as X dohodek.

Zapisite problem v obliki predoloc¢enega sistema in dolocite konstante
Qp, 1, Qg
Resitev. Najprej zapisimo sistem v obicajni obliki

162 = ag + 274 a1 + 2450 ay,

120 = ap + 180 ay + 3254 a,

223 = ap + 375 a1 + 3802 ay,

131 = ag + 205 a1 + 2838 i,

67 = ap + 86 ay + 2347

in ga pretvorimo v matri¢no obliko,

1 274 2450 [162]
1 180 3254 [ap 120
1 375 3802| |ay| = [223
1 205 2838 |as 131
1 86 2347 | 67 |
Resimo predolo¢en sistem preko normalnega sistema AT A = ATb,
5 1120 14691 ap | [ 703
1120 297522 3466402 | |aq| = | 182230 |,

14691 3466402 44608873] || 12164253

ki ga resimo z razcepom Choleskega in dobimo resitev

ap = 7.0325,
ar = 0.5044,
as = 0.0070.

Radi bi izracunali tok v vozlis¢ih Ay, Ay, Az, Ay, A5 in Ag elektricnega
vezja na sliki[8.5 Zapisite problem v obliki linearnega sistema in izracu-
najte resitev.

Resitev. Kirchoffov zakon o tokovih pravi, da je vsota tokov v vozliscu
enaka 0. Ce ta zakon uporabimo v vozlis¢ih, dobimo

Il — IQ + [4 = 0 v vozlis¢u AQ,
]2 - ]3 - ]4 = 0 v vouzlis¢u A57
IQ — [2 = 0 v vozliséu Ag,

I, — I, = 0 v vozliscu Aj,.
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Al [1 A2 IQ Ag

Ry = 1Q R23 =20
b V=100 g 8
I Il
o _ “ 3
Ve =0 o o

1y I

| Rev = 50) Rys = 4Q

56 A L 45 A,

Slika 8.5: Shema elektricnega vezja.

Zdaj pogledamo se padec napetosti v vsaki zanki tokokroga, A; As AsAy
AsAgAq, A1AyA5AgA; in Ay A3 A4 A5 As. Kirchoffov zakon o napetosti
pravi, da je skupna sprememba napetosti v vsaki sklenjeni zanki enaka
0. Iz zanke A1A2A3A4A5A6A1 dobimo

I + 91, + 513 = 100, (8.3)
kjer smo pri koeficientih upostevali upornosti. Enacbi, ki ju dobimo iz
ostalih dveh zank, pa sta

I, — 101, + 513 = 100,

9,4+ 101, = 0.

Opazimo, da se ti dve enacbi sestejeta v enacbo (8.3). Torej imamo
Stiri enacbe za Stiri neznanke:

L —I,+ 1, =0,
Ig - 13 - [4 - 0,
[1 - 10[4 + 5]3 = 100,
9I, + 101, = 0.
Zapisimo sistem v matri¢ni obliki,
1 -1 0 1 I 0
0 1 -1 —1||L| |0
1 0 5 —=10| |Is| |100]|"
0 9 0 10] |4 0

164



Sistem resimo z Octaveom in dobimo resitev

I, = 9.31,
I, = 4.90,
I; = 9.31,
I, = —4.41.

23. Resujemo problem za kemicno tovarno, v kateri je sest kemicnih reak-
torjev z razlicnimi masnimi tokovi mesanice v in iz reaktorja. Shema
tovarne je na sliki 8.6 Tovarno zanima koncentracija mesanice v ra-
zlicnih reaktorjih. ZapiSite problem v obliki linearnega sistema in ga

resSite.
Vie = 2
Vis = 3 > -
Cs
Vs =2
Vos =1
Vo1 =6 ¢ Vig =3 e, Vou=1 c, Vig =11
Cor =12
Vog =1 Voa =8
Var=1
31 C, Cy
Ve = 10 Ve = 2
Vos =8
Co3 = 20

Slika 8.6: Shema kemicne tovarne.
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Opomba. Uporabimo oznake

m; = masni tok komponente skozi reaktor ¢ v mg/min,

Vij = volumski tok iz reaktorja i v reaktor j, v m®/min,

C; = koncentracija v reaktorju i v mg/m?®,
(i,j=1,2,...,6.)

Resitev. Uporabili bomo zakon o ohranitvi mase in zvezo
m; = V; - C.
Oglejmo si prvi reaktor. V reaktor pritece
my = Vo1Co1 + V5105 = 72 + Cs,
iz njega pa odtece
my, = Vi5C1 + V120 = 6C7,

torej velja
6C, =72+ Cs.

S slike razberemo tudi ostale zveze:

6C, — C3 = 72 za reaktor 1,
3C, — 3Cy = 0 za reaktor 2,
—(Cy 4+ 11C5 = 160 za reaktor 3,
Cy — 11C4 4+ 2C5 + 8Cg = 0 za reaktor 4,
3CT 4+ Cy — 4C5 = 0 za reaktor 5,
10C5 — 10Cs = 0 za reaktor 6.

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki,

6 0 -1 0 0 071[C] [72
330 0 0 0/|]|C 0
0 -1 11 0 0 0 ||Ccs| 160
01 0 —11 2 8 ||cd o
31 0 0 -4 0||Cs 0
0 0 10 0 0 -10]|Cs] O]




Resitev, ki jo dobimo z Octaveom je

C, = 14.65,
Cy = 14.65,
Oy = 15.88,
C, = 15.54,
Cs = 14.65,
Cs = 15.88.

24. Na sliki[8.7)je sistem treh utezi, ki so obeSene na vzmeteh. S ki, ko in k3
smo oznacili koeficiente vzmeti. IS¢emo njihove raztezke v ravnovesni
legi, x1, x5 in x3. Zapisite problem v obliki linearnega sistema.

ms
_l .

Slika 8.7: Sistem treh utezi.

Resitev. Uporabili bomo Hookov zakon F' = k - z in drugi Newtonov
zakon Y F' = m - a. Za vsako utez napisemo enacbo drugega Newton-
ovega zakona:

d23§'1

Mmoo = ko(w2 — 1) + 1019 — ks,
d*x

ma dT; = k(w3 — 12) + mag — ka(z9 — 21),
d*x

ms dt23 = Mmsqg — kg(fbg — 1‘2).
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25.

Ker nas zanima ravnovesna lega, so drugi odvodi enaki 0, in se zgornji
sistem poenostavi v

kixq + ko(z1 — 22) = mag,
ko(xe — x1) + ks(x2 — x3) = mag,

k‘g(fﬂg — ZEQ) = msg.
Zapisimo sistem se v matri¢ni obliki,

k’l -+ kz _kQ O 1 myg
—kg kz + kg —k?g To| = [Mag
0 —k3 ks T3 msg

Problem toplotne prevodnosti je ugotoviti porazdelitev temperature
T(x,y,z,t) v snovi, ki je odvisna od robnih pogojev na povrsini snovi.
Ko poznamo temperaturno porazdelitev, lahko enostavno izracunamo
toplotni tok v vsaki tocki. Toplotna enacba, po kateri se spreminja tem-
peraturna porazdelitev v najenostavnejsem dvodimenzionalnem pri-
meru, je Laplaceova enacba

PT 0T

@—Faij—O

Pogosto so realni pogoji taki, da analiticne resitve ne znamo poiskati.
V teh primerih uporabimo npr. metodo koncnih diferenc.

Pri tej metodi zamenjamo odvode z njihovimi aproksimacijami, ob-
mocje pa razdelimo na manjse kose. Oznacimo korak v x smeri z Az,
korak v y smeri pa z Ay. Vsako vozlisc¢e ima indeksa ¢ in j, ki oznacujeta,
kje se tocka nahaja. Temperaturno porazdelitev snovi predstavimo s
temperaturo v vozlis¢ih. Temperatura v vsakem vozliséu (x;,y;), ki ga
bomo oznacevali kar z (i, j), je T; ;. Shematicno je delitev prikazana na
sliki

Rezultat, ki ga dobimo iz Laplaceove enacbe za notranja vozlisca, je

Tiv1;— 2T ;+ T n Tijy1— 215+ 15y

(Ba)? (Ay)? -0

Ce predpostavimo e, da je Az = Ay, za notranje vozle dobimo enac¢bo

AT, j —Tiaj; —Tij1 —Tiva; — Tij1 = 0. (8.4)

Naloga: Dana je dvodimenzionalna pravokotna plosca (0 < z <
1, 0 <y < 1), ki ima zgornji rob na konstantni temperaturi 100°C, vse
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N
®

(6,7 +1)

Slika 8.8: Delitev obmodja (levo) in pettockovna shema (desno).

ostale robove pa na konstantni temperaturi 0°C. Zanima nas temper-
atura v 9 notranjih tockah (z;,y;), kjer je x; =i Az, y; =j Ay, i,j =

1,2,3, Ax = Ay = %. Zapisite problem v obliki linearnega sistema.

Resitev. Na sliki je skica delitve pravokotne ploS¢e z robnimi
pogoji.

0°C e,

0°C

Slika 8.9: Delitev pravokotnika z dopisanimi robnimi pogoji.

Problem je simetriCen, torej je Tz3 = T3, 132 = T12, T51 = T11. Os-
tane nam Se Sest neznank: Ty 1,719,713, 151, 1o 2, To 3. Iz enacbe ({8.4)
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sledi:

ATy, —0—100 — Ty, — Thp = 0,
4T, — Ty — 100 =Ty — T2 =0,
AT —0—-"T —To —T13=0,
AT50 —Tio—Ton —Thip—To3 =0,
4T3 —0—-Ti o —To3—0=0,
AT55 — T3 —Too—T13—0=0.

Enacbe uredimo in dobimo sistem

(4 -1 —1 0 0 07[T] [100]
—2 4 0 -1 0 0| |Ty 100
—1 0 4 -1 =1 0||T| |0
0 —1 =2 4 0 —1||The| |0
0 0 -1 0 4 —1||Tis 0
0 0 0 -1 -2 4] |Ts] |0

Resitev sistema je

Ty, = 42.86,
Ty, = 52.68,
Ty, = 18.75,
Ty = 25.00,
Ty =714,
Ty = 9.82.

26. Ogledali si bomo prevajanje toplote po zici v primeru, ko je temperatura

ves cas konstantna. Enacba, ki opisuje spreminjanje temperature, je

0*T
Ere) = f(x).

Predpostavimo, da je domena problema 0 < x < 1. Razdelimo jo na

stiri kose enake dolzine Ax = i. Temperaturo T' v tocki = ¢ Ax bomo

.....

T():Oé, T4:B

To sta robna pogoja problema. Uporabimo podobno shemo kot v pre-
jsnji nalogi in tako dobimo temperaturo v poljubni tocki po enacbi

Tiv1 — 2T 4 Ty = (Az)? f ().
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27.

Problem zapisite v obliki linearnega sistema.

Resitev. Temperaturo v vozlisc¢ih izrac¢unamo iz

To = a vz =0 (podatek),
Ty — 2Ty + Ty = (Ax)*f(Az) v o = Ax,
T — 2Ty + Ty = (Ax)*f(2A2) v 2 = 2Ax,
Ty — 213 + Ty = (Ax)?f(3Az) v x = 3Auw,
T, = vz =1 (podatek).

Sistem zapisimo v matri¢ni obliki

10 0 0 0| |Tp o
1 -2 1 0 of|n (Az)f(Ax)
0 1 -2 1 of|B|=]|(2)?f2A2)
0o 0 1 =2 1| |T; (Az)?f(3Ax)
0 0 0o 1| |1 3

Zdaj poglejmo se prevajanje toplote, ko se temperatura 7" spreminja s
casom t. Toplotna enacba v tem primeru je

10T o*T

a Ot 0z
Ravnino (z,t) razdelimo na dele z razmikom Az v z smeri in At v
smeri t. Temperaturo v vozliscih x; = 1Az, t; = jAt oznacimo s Tj;.

5 . 52 .. v e . . .
Odvoda %—{ in 375 aproksimiramo s konénimi diferencami,

oT 1

En ~ E(Ti,jﬂ - Tz’j)y
o*T 1
oz M(Tiﬂ,jﬂ — 2T 51+ Tifl,jJrl)-

Od tod sledi

(1+2C)T; j41 — C(Tixaj11 + Tica ja) = T,
At

1=1,2,...,n, C:a(Aa:)Q'

Poznate temperaturi na robovih,
TO,t = TW17 Tn+1,t = TWQ‘

Zapisite problem dolo¢anja temperature v obliki linearnega sistema.
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Resitev. Ob casovnem koraku j = k + 1 lahko dolo¢imo temperaturo,
¢e poznamo temperaturo ob prejsSnjem koraku. Zapisimo enacbe, ki
veljajo ob ¢asovnem koraku j = k,

(1+2C0)T1 j41 — CTo 1 = CTo 1 + T,
(1+20)Ts 41 — CTs 41 — CT joy1 = T,

(1+2C)T 1 k41 — CTp 1 — CToo i1 = Tk,
(14+20)T k1 — CT1jr1 = Do + Clgr oy -

Uporabimo Se robne pogoje in dobimo

[1+2C —-C o - 0 [ T ]
-C 1+2C —-C 0 0 Tops1
0 : :
! : : 0 :
: —C 1+2C -C T k1
0 e 00 =C 1420 [ Tk
_TIJC + CTW1_
Ts p
Tnfl,k
T + CTwy, |

28. V spodnji tabeli je zapisano stevilo prebivalcev ZDA v posameznem
letu.
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leto | stevilo prebivalcev (v milijonih)
1815 8.3
1825 11
1835 14.7
1845 19.7
1855 26.7
1865 35.2
1875 444
1885 55.9
1895 68.9
1905 83.2
1915 98.8
1925 114.2
1935 127.1
1945 140.1
1955 164
1965 190.9
1975 214.3

Poiscite funkcijo oblike

f(z) =ae™”,
ki se najbolje prilega podatkom. Kaksno bo stevilo prebivalcev leta
2100, ¢e se demografski trend ne spremeni?

Resitev. Funkcija ni linearna, zato bomo resitev poiskali z Newtonovo
metodo. Da jo lahko uporabimo, potrebujemo dober zacetni priblizek,
ki ga bomo dobili z linearizacijo. Obe strani enacbe logaritmiramo in
dobimo
y=a e
Iny =1Ina+Ine”
Iny =Ina+ bz.

Zdaj resujemo linearen problem
y= A+ Bz,

kjer je g =Iny, A =1Ina, B =b. Naj bo m stevilo podatkov. Iz naloge
vidimo, da moramo resiti sistem

e Bl -l

m m 2 m ~ m
yxp dim Ty | B 2oie1 Tili Y xilny;
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Sistem resimo z Octaveom in dobimo
Al ]2.21017
B|  (0.20107|"
torej je primeren zacetni priblizek za Newtonovo metodo
al let]  [9.11725
b| | B| ]0.20107|"

Funkcijo F' in odvod JF smo izpeljali v nalogi )l Vstavimo ju v
Newtonovo metodo (program newton [I]) in dobimo resitev

M _ l15.9507]
b 0.155328| -
Funkcija, ki se najbolje prilega podatkom je torej
f(z) = 15.9507 195328 =
Vstavimo t = 2100, torej je pricakovano stevilo prebivalcev enako

£(2100) = 1558.8.

Na sliki [8.10] so narisani podatki in funkcija, ki se jim najbolje prilega
po metodi najmanjsih kvadratov.

Opomba: Pri reSevanju je treba paziti, da ne pride do prekoracitve
obsega.

250

200+

Slika 8.10: Dane tocke in funkcija, ki se jim najbolje prilega.
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29. Biologi so opazovali razmnozevanje bakterij in dobili naslednje rezul-

tate:
¢as t (min) | Stevilo bakterij N
10 149000
20 215000
30 335000
40 477000
50 769000

Predvidevajo, da je rast stevila bakterij eksponentna. Poiscite kon-
stanti Ny in 3, da se bo krivulja oblike

N = N, e’

najbolje prilegala podatkom.

Resitev. Funkcija ni linearna, zato bomo resitev poiskali z Newtonovo
metodo. Da jo lahko uporabimo, potrebujemo dober zacetni priblizek,
ki ga bomo dobili z linearizacijo. Obe strani enacbe logaritmiramo in
dobimo

N = Ny
InN =In Ny + lne
In N = In Ny + ft.

Zdaj resujemo linearen problem
]A\/: =ng + ﬁt,

kjer je N =l N, Ny = e™. Naj bo m stevilo podatkov. Iz naloge
vemo, da moramo resiti sistem

m Y™t o] [N [Em nN,
Tote X8 ISR 6N |t In N |

i=1
Sistem resimo z Octaveom in dobimo
no|  |11.4843
Bl 10.04079|°
torej je primeren zacetni priblizek za Newtonovo metodo
No| _|e™| | 97175
Bl | B 10.04079]|"
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Funkcijo F' in odvod JF smo izpeljali v nalogi )l Vstavimo ju v
Newtonovo metodo in dobimo resitev

No| [ 92074
3|~ 10.04222|

Na sliki so prikazani podatki in dobljena funkcija.

Slika 8.11: Dane tocke in funkcija, ki se jim najbolje prilega.

30. V Kumrovcu so posadili 12 ¢esnjevih dreves. Vsa so bila stara eno leto
in visoka 1.83m. V tabeli je zapisana njihova rast.

starost drevesa (v letih) | povpre¢na visina (v metrih)
1 1.83
2.90
3.96
4.57
5.03
5.33
5.64
5.79
5.94
6.00
6.04

© 00 1O U i W I

—_ =
— O
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(a) Poiscite konstanti a in b, da bo funkcija
y=a+blnz

najbolje aproksimirala podatke. Narisite tudi graf, na katerem so
dane tocke in dobljena funkcija.

(b) Kaksna je bila povprecna visina dreves, ko so bila stara leto in
pol?

(c¢) Kaksna bo povprecéna visina dreves, ko bodo stara 20 let?

Resitev.

(a) Resujemo predolocen sistem

1 Ind] 1.83]
1 In2 2.90
1 In3 3.96
1 In4 4.57
1 Inb 5.03
1 Iné6 [‘g] — |5.33].
1 In7 5.64
1 In8 5.79
1 In9 5.94
1 Inl0 6.00
1 Inll) 16.04]

Sistem resimo z Octaveom in dobimo
al |1.8605
bl  |1.8606|"
Funkcija oblike y = a + blnz, ki najbolje aproksimira dane po-

datke, je
y(x) = 1.8605 + 1.8606 Inz.

Njen graf skupaj s podatki je narisan na sliki

(b) V funkcijo iz prejsnje tocke vstavimo x = 1.5. Povprecna leto in
pol stara cesnja je visoka 2.61m.

(c¢) V funkcijo vstavimo z = 20 in dobimo 7.43m. Torej bodo po
dvajsetih letih ¢esnje povprecno visoke 7.43m.
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Slika 8.12: Dane tocke in funkcija, ki se jim najbolje prilega.

31. Poiscite Givensovo rotacijo, ki vektor = = [1, 3]7 zavrti v vektor oblike
y = [a, 0] in izracunajte konstanto a.

Resitev. Givensova rotacija je oblike

kjer velja
1 2
o m() _ V5
2 2
1 2
C:—:i’
r V5
1
s_2_ 1
r 5
Preverimo rezultat:
2 1
2 110 V5
oo-[4, 015
V5 /61 L2

e[S

torej je a =

32. Z uporabo Givensovih rotacij zavrtite vektor z = [1, —1,2]7 v vektor
oblike y = [, 0, 0]T.
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33.

Resitev. Najprej uni¢imo srednjo komponento vektorja x s pomocjo

prve. Izracunamo
r=1/12 4 (=1)2 = V2,
1
c=—,
V2
1

s = —

S

torej je Givensova rotacija

1 _1 9
V2 V2
G1 - % % 0 5
0 0 1
zavrteni vektor x pa je # = Gz = [v/2,0,2]7. Uni¢imo $e zadnjo

komponento vektorja s pomocjo prve. Najprej izracunamo

r=\ (V2?2 +22 =G,

I |

V3 V6

Gy = 0 1 0
-2 0 L

NG V3

Zarotiramo $e vektor # in dobimo y = G = [v/6,0,0]”.

Dana je matrika
6 5 0
5 1 4].
04 3

Z uporabo Givensovih rotacij jo preoblikujte v zgornje trikotno obliko
in zapisite njen QR razcep.

Resitev. Zelimo “uniciti” nenicelna elementa na mestih (2,1) in (3,2).
Najprej izberimo element na mestu (2,1) in konstruirajmo Givensovo
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rotacijo, ki bo oblike

Gi=|—-s ¢ 0].

Izracunajmo c in s,

r =62+ 52 =61 = 7.810,

e= % 0768,
r
)
s = — = 0.640.
r
Nova matrika je
c s 0] [6 5 0 7.8102 4.4813 2.5607
Ri=GiA=|-s ¢ 0| [b 1 4| = 0 —2.4327 3.0729] .
0 0 110 4 3 0 4 3
Zdaj zelimo“uni¢iti” element na mestu (3,2) v matriki R;, torej bo

Givensova rotacija oblike

kjer je

r=/(—2.4327)2 + 42 = 4.6817,
—2.432
o= 22T 5196,
T
4
s = - = 0.8544.

r
Uporabimo jo na matriki in dobimo

1 0 0] [7.8102 4.4813 2.5607
R=GyR;, =10 ¢ s 0 —2.4327 3.0729
0 —s c 0 4 3

[7.8102 4.4813  2.5607
= 0 4.6817 0.9664 | .
0 0 —4.1843

Matrika () je enaka

Q= GTGY = 10.6402 —0.3992 —0.6564

0 0.8544 —0.5196

0.7682 0.3327  0.5470 ]
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34. Dana sta vektorja x = [1,—1,2]7 in y = [—1,2,1]". Pois¢ite House-
holderjevo zrcaljenje, ki preslika z v y.

Resitev. Ce vektorja nista enako dolga, naloga nima resitve, zato
najprej izracunajmo njuni dolzini,

lzlla = VI +1+4 =6,

Iyl = V1+4+1=6.

Torej naloga ima resitev. Is¢emo tako Householderjevo zrcaljenje

2
P=I-— ww?,
wlw

da bo Px = y. Torej

2

I— T) =y.

Predpostavimo, da je ||w||s = 1, in dobimo
r—2uwwlz =y,

T T

—2ww'z)=y—z, a:=w"z,
—20w =y — =z,

2000 =T — y.

Zanima nas le smer vektorja w, veljati pa mora Se ||w|y = 1, zato
vzamemo
r—Yy
w=—.
Iz =yl

Zdaj vstavimo dana vektorja,

[17_172]T_ [_1727 1]T 1 T
w = = = [2,—3,1]
112, =3, 1]7]|2 VA+9+1
1
= —[2,-3,1]".
7| ]
Iskano Householderjevo zrcaljenje je torej
1 1 [ 2
P=1-2ww" = 1 -2 — [=3|[2,-3,1]
14
1 1
7 4 -6 2] 3 6 =2
1 1 1
7 2 -3 1] -2 3 6
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35. S pomocjo Householderjevih zrcaljenj in QR razcepa resite sistem enacb

T4+ 6y —2z=-17,
20 +y — 2z = —1,
2z + 2y 4+ 62 = 6.

Nasvet: Zrcaljenja delajte na razsirjeni matriki [A b].
Resitev. Razsirjena matrika je enaka
-2 | =7

1 6
Ab =12 1 -2 | -1
22 6 | 6

Prvo Householderjevo zrcaljenje dobimo iz prvega stolpca matrike w; =
(W11, Wra, W3]" = [1,2,2]", torej

HQE1H2: \/1+4+4:

W1y £ w01 ]2 1+3 4

wp = W12 = 2 =12 s
@13 2 2

P=1- 2 wiw?
wiw, !

1 9 16 8 8

= 8 4 4

1 16+4+4 8 4 4
-1 -2 -2
:1 -2 2 -1
312 —1 9

Uporabimo zrcaljenje na matriki [A b],

1—1—2 ]1634 7
Rl =g |- 21 —2 | -1
3 22 6 | 6
3 4 2|—1
—lo -4 -2 2
0 -3 6 | 9

Zdaj sestavimo naslednje Householderjevo zrcaljenje iz drugega stolpca
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nove matrike, Wy = [y, Wao]? = [—4, —3]7,

||1D2H2:\/16+9:5,
[ £ ]| _ [-4-5] _ [-9
Wao -3 -3’

~ 2 T 1 2 81 27
PQ_I_wQngwzw?_[ 1]_81+9l27 9]
1[4
5 (-3 4]
Torej je drugo Householderjevo zrcaljenje
5
1
S
2 -3 4
Uporabimo ga na spremenjeni matriki,
1 ) -3 -4 -2 | -1
Py Pl[Ab]—g -4 =3[0 -4 -2 | 2
-3 4 0 -3 6 | 9
-3 -4 -2 | -1
=10 5 -2 | =-7|,
0 0 6 | 6
torej je
-3 —4 =2 -1
R=|0 5 =2|,Q"b=|-7
0 0 6 6

Za resitev sistema matrike () = P; P, ne potrebujemo, saj sistem resu-
jemo z Rx = QTb, torej

HEEIERE

z=1,
oy —2z=—-T=y=—1,
—3r—4dy—2z=—-1=x=1

Resitev je
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36. Izrac¢unajte singularni razcep matrike
3 11
A= l—l 3 1] '

Resitev. Izracunajmo AT A,

3 —1 10 0 2
ATA=11 3 l31 ; ﬂ: 0 10 4
1 1 2 4 2

in njene lastne vrednosti
det(ATA — \I) =0,
10— A 0 2 ]

0 10— X 4
2 4 2— A
(10 —=XN) ((10=A)(2—=X) —=16) +2(0 — 2(10 — X)) =0,
(10 — \)(A* = 12)) = 0,
(10 = M)A(N—12) =0,
AL =12, Ay =10, A3 =0.

=0,

Pazimo, da so lastne vrednosti urejene po velikosti (A; > Ay > A3).
Torej je matrika > enaka

R

Lastni vektor vy, ki pripada lastni vrednosti A\; = 12, zadosc¢a enacbi
-2 0 2
0 —2 4 U1 = 0,
2 4 -10
izberemo v; = [1,2,1]7 in ga normiramo
1 2 11"
v = |—,—, —=| -
bVE VB VB
Lastni vektor wvq, ki pripada lastni vrednosti Ay = 10, izracunamo iz

(ATA - /\2[)1)2 = O,

00 2
0 0 4 U2:O.

2 4 =8
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Izberemo vy = [2, —1,0]7 in ga normiramo

Lastni vektor v, ki pripada lastni vrednosti A3 = 0, zados¢a enacbi

10 0 2
0 10 4|v3=0,
2 4 2

izberemo v3 = [1,2, —5]7 in ga normiramo

1 2 5 17

B 1B0 V30T V30

Lastne vektorje zlozimo v matriko V,

12 1
V6 V5 V30
velz 1%
Ve
[zracunajmo stolpce matrike U iz
1
1 (3 1|
TS A -1 3 1] |V
] NG
r 6
_ L @]
2\/3_%
1
- |3
1 >
V2
) 2
173 1 1]|Y5
=01 31 6/5
r 5
_ L «g]
v10 | =5
1
-3
I
V2
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Torej je matrika U enaka

g

I
Sk
S

Singularni razcep matrike A je

12
A=UxVT = % % 23 0 0 ﬁ _\/i
5 s L0 V10 0] [F e
L0
NG

37. IzraCunajte singularni razcep matrike
A= [;l _05] .
Resitev. Izrac¢unajmo AT A,
ATA = lé —35] E —05] - [—2?5 _2155] '
Lastne vrednosti so resitve enacbe

det(ATA - \I) =0,
‘25 A -5
—15 25 —A
(25 — \)? — 15% = 0,
A% — 50\ + 400 = 0,
AL = 40, Xy = 10.

Torej je matrika > enaka

3 [0 0]
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Izra¢unajmo lastne vektorje matrike AT A, iz

(ATA — X\ 1)v, =0,

-15 —15]
15 —15| 7Y

vy = [1,—1]", normiramo,
1 11"
v = [\/57 —ﬁ] mn
(ATA — )\2[)’02 = 0,

[ 15 —15

~15 15]”2:0’

vy = [1,1]%, normiramo,
1 17"
vy = | —=, —=| .
2T V2 V2
Lastna vektorja zlozimo v matriko V, torej
11
V= l V2 VP] .
V2 V2

Zdaj izra¢unamo stolpce matrike U iz

2
1
-4
2 |
NG
o L4 0]
T V1013 -5 |5
1 4
4
V10 [~ 75
2
-1
_ 1]
V5
Matrika U je torej
12
U_[Vf _ﬁl].
Vi Vs



Singularni razcep matrike A je enak

1 2
A=UxvT = [V; ﬁl] [Nﬁ
VI
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Poglavje 9

Numeri¢no racunanje lastnih
vrednosti
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Poglavje 10

Interpolacija

Dane so tocke ¢y < z1 < --- < =z, in vrednosti funkcije f v teh tockah
Yo, Y1s - - - » Yn, torej y; = f(x;), i =0,1,...,n. Is¢emo polinom p stopnje < n,
za katerega velja p(z;) = y;, i =0,1,...,n.

Tak polinom zapisemo v Lagrangeovi obliki kot

n

p(x) = Zyi&'(@, kjer so
i=0

Glz)=1] i Lagrangeovi bazni polinomi.
j=0 Yi — Tj
J#
V' Newtonovi obliki polinom p zapisemo z uporabo deljenih diferenc: k—ta
deljena diferenca [x;, Z;y1,...,Ti1k]f je vodilni koeficient polinoma stopnje
< k, ki se z dano funkcijo f ujema v razli¢nih tockah z;, ;1 1, ..., 215 Za
deljene diference velja rekurzivna formula

IO@) o g = z,0q = =z
_ ; i = Tjp1 = 0 = Tiyk,
[.fi; Litly- - 7~Ii+k]f - { [xi]i!',x,«_l,xqﬂ_‘_l7..,,xi+k]f—[xi,...,xs_1,xs+1,...,xi+k]f T, 7£ T
Torej v posebnem velja
[z f = f(ws),
[331 lUQ]f _ [xl]f - [ffz]f _ f(%) - f(l'l)
’ 1 — T2 To — X1 ’
[$1,$1]f = f/($1)>
1
[Ihxl,xﬂf = / (2901)7
I T e A
[.Tl,ﬂfz,...,xn]f— £l — T, .
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Interpolacijski polinom v Newtonovi obliki je
p(x) = f(xo) + [xo, 1] f - (x — x0) + [w0, 1, 2] [+ (¥ — x0)(w — 1) + -+ - +
+ [x(]?mb <o 7xn]f ’ (.CIZ’ - .I'O)(.T - 33'1) e (i[) - mnfl)a
napaka interpolacije pa je

flz) —p(x) = [xo, 21, ..., xp, 2] f - (. — 20) (2 — 21) -+ - (T — )

_ 0

= G =) ), €€ o)

Deljene diference zapisemo v shemo oblike

xi []f [7]f [77]f [’77]f

To | Yo

T1 | Y1 (o, 21} [0, 21, 2] f

To2 | Y2 [$1,$2]f [$1>$2,$3]f [$0,$1,$27$3]f
[$2,$3]f

T3 | Y3

10.1 Naloge

1. Interpolirajte tocke (1,1), (2,5), (3,3), (4,8) s kubi¢nim polinomom.

Resitev. Zapisimo tabelo deljenih diferenc:

zi | Lf LS [ ]S [ S
1
51 _
2 5 2-1 4 _32__14 = -3
35 _ _9 3-(=3) _ 13
31 3 3—2 5;(:22) _ % 4—1 6
8=3 _ g
4 8 4-3

Torej je iskani interpolacijski polinom enak

plz)=1+4(x—1)—=3(x—1)(x —2)+ 163(ZL‘ —1)(z —2)(z — 3).

2. Interpolirajte tocke (0,1), (-1,3), (-2,2), (-3,4) s kubi¢nim polinomom.

Resitev. Zapisimo tabelo deljenih diferenc:

191



T []f [7]f [7 ) ]f ['7'7'7 ]f
0] 1
3-1
5= "2 1-(-2 3
13 0 —2-0 ~— "2 )
2-3 _ _ 4 L 2=(=5) 4
) 2 —2—(-1) _3_2(_11) — g —3-0
42 _ _9
34 32
Torej je iskani interpolacijski polinom enak
3
p(r) =1—2zx— ix(m +1) —z(z+ 1)(xz + 2).
3. Poiscite interpolacijski polinom, za katerega velja
p(0) = =2, p(1) =2, p(3) =4, p(4) = —10.
Resitev. Zapisimo tabelo deljenih diferenc:
"'UZ []f [7']f [7 Y ]f ['7'7‘7 ]f
-2
2-(=2) _ ¢y
0 1—4
e T e
31— 1 —14-1 ——~ =1
3 4 7103741 = -5 4-0
4|10 a3 =M

Torej je iskani interpolacijski polinom enak
p(x) =-244(x—-0)—1(x—0)(x—1)— L(x—0)(x — 1)(z — 3)
=244 —z(zx—1) —z(zr—1)(x - 3).

4. Interpolirajte funkcijo f(x) = Inz na [1,2] s kubi¢nim polinomom, ki

.....

& LY [ ]S [ f [ ]S
1 0

1 0 ! —0.306853

9 | 0.603147 VBT 193147 O-113TU0
9| 0.603147 OO
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Torej je iskani interpolacijski polinom enak

p(z) =0+ 1(z — 1) — 0.306853(z — 1) + 0.113706(x — 1)*(z — 2).

. Dana je funkcija f(z) = 1%. Preko deljenih diferenc poiscite interpo-
lacijski polinom p stopnje < 5, za katerega velja

p(0) = f(0), p'(0) = f(0), p"(0) = f7(0),
p(1) = f(1), p(1) = f1(1), p"(1) = f(1).

Ocenite tudi napako max |f(z) — p(z)| za z € [0, 1].

11
» P

!
» P

Resitev. Najprej izracunajmo vrednosti funkcije f in njenih odvodov
v danih tockah,

zi | [Jf []f [ ]f [ f [ )f
0] 4
0| 4 - S=4
0| 4 -4 —2-(-4) _ 9 0= "2 iy =1
2-4 —2 _11_ 0_2) 1=2 — —1 7;1_(071) 1
1| 2 1-0 5 =1 j*? o =3
1 -1 % o0 = _%
X -1
11
[ [f=25=-1

V zapisu polinoma nastopajo koeficienti, ki so zapisani na zgornji diag-
onali tabele, torej je interpolacijski polinom v Newtonovi obliki enak

1
p(z) =4 —4(x —0) +42® —22° + 123 (x — 1) — ixg(x —1)?

1
=4 —dx+42? - 208 + 2Pz — 1) — §$3($ —1)%
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Ocenimo Se napako. Velja

f(z) —p(z) =[0,0,0,1,1,1,2]f - 23(x — 1)* = 23z —1)%,

kjer je £ € [0,1]. Maksimum funkcije 3(xz — 1)3 je na [0, 1] doseZen pri

37%(x — 1)° +32%(x — 1) = 0,
32%(xr — 1)*(22z — 1) = 0,
1'1:0, IZZ]-) [L‘3:§,

torej pri z = % Zato velja

w10 (1)

[zracunajmo Se odvod,

f'(x) =8(1+ )77,
f"(z) = —24(1 +2)4,
f<4 (z) = 96(1 + )77,
G)(z) = —480(1 + )75,
©)(z) = 2880(1 + z)~"

Funkcija £ (x) doseze maksimum na intervalu [0,1] pri z = 0. Tam
ima vrednost 2880. Zdaj ocenimo

F(2) — pla)] < 2880 1 1
max |/ =720 64 16
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Poglavje 11

Bézierove krivulje

Bézierova krivulja stopnje n je doloCena z n + 1 kontrolnimi tockami, ki jih
oznac¢imo s Py, Py, ..., P,. Definirana je kot

p(t)=>_PB!t), 0<t <1,
1=0

kjer so
n

B}'(t) = < )ti(1 — )

i
Bernsteinovi polinomi.

Zlepek dveh Bézierovih krivulj, danih s kontrolnimi tockami Fy, Py, ..., P, in
Qo, Q1, ..., Qy, je zvezen, Ce velja Qo = P,. Zlepek je G' zvezen (geometrijsko
zvezen reda 1), Ce tocka P, lezi na daljici med P, 1 in Q.

Tocke na Bézierovi krivulji lahko racunamo s pomocjo de Casteljauovega
algoritma.

Algoritem (de Casteljau):

podatki: Py, Py,...,P,,int

1 1=0,1,...,n

2 W =P,

3 r=12,....n

4 1=0,1,...,n—r

5 bi(t) = (1 — )by ' (t) + b1 (1),

Vrednost b (t) = p(t) je tocka na Bézierovi krivulji.

11.1 Naloge

1. Zapisite enacbe za linearno, kvadrati¢no in kubi¢no Bézierovo krivuljo.
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Resitev. Najprej zapisimo enacbo linearne Bézierove krivulje (n = 1):

Podani morata biti dve kontrolni toc¢ki F in P;. Izracunajmo Bern-
steinove polinome,

1
By(t) = <0>t0(1 )10 =1—1¢,
1 AW 1-1
Bi(t) = ] t(1—t) " =t
Torej je linearna Bézierova krivulja oblike

Oglejmo si enacbo kvadraticne Bézierove krivulje (n = 2). Enacba je
oblike

pit) = " PBI).

Dane morajo biti tri kontrolne tocke Py, P;, P>, Bernsteinovi polinomi
pa so enaki

N}

B0 = (o) - 070 = (1=
2 2\ 1 2-1
Bi(t) = (1>t (1=t =2t(1 — 1),
2 2\ 2 2-2 2
BQ(t):<2>t(1—t) = ¢
Enacba kvadraticne Bézierove krivulje je torej

p(t) = Po(1 —1)* 4+ Py - 2t(1 — t) + Pyt®. (11.1)
Kubi¢na Bézierova krivulja (n = 3) je oblike
3 B>
p(t) = BB(1).
i=0
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Dane morajo biti stiri kontrolne tocke, Bernsteinovi polinomi pa so

B0 = (30 -0 = (1=

Bi(t) = (i’)tl(l — )37t =3t(1 — t)?,

Bi(t) = @)#(1 — )72 =3t (1 — 1),

Bi(t) = (g)t?’(l — )37 =143,

Kubicna Bézierova krivulja je oblike

p(t) = Po(1 —t)* + P, - 3t(1 — )2 + Py - 3t*(1 — t) + Pst®.  (11.2)

. Pokazite, da ima Bernsteinov polinom B!(¢) maksimum v tocki t = %
Kaksna je vrednost polinoma v maksimumu?

Resitev. Najprej si oglejmo primer, ko i # 0,4 # n, saj v tem primeru
Bernsteinov polinom doseze maksimum v stacionarni tocki (v tockah
t=0int=1jeenak 0, za 0 < t < 1 pa je pozitiven). Odvajajmo
Bernsteinov polinom in pois¢imo nicle odvoda

(Br)) = (2’) ) L R [ i B
M1 =) (1 —t) — (n—i)t) =0,

i(1—t)—(n—i)t=0,
i— it —nt+it =0,

t=—.
n

Vedno velja Bl'(t) < 1za 0 <t < 1. Zato polinom Bj(t) doseze mak-
simum v ¢ = 0, saj je Bj(0) = 1, podobno polinom B]!(t) maksimum
doseze v t = 1. S tem smo dokazali, da je maksimum dosezen v t = i
V maksimumu je vrednost Bernsteinovega polinoma enaka

w(3)=() 6 02"
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3. Zapisite Bézierovo krivuljo, ki je podana s kontrolnimi tockami

317 7 17
R=R2, R=|15]  p=|50] A=

Resitev. Iz podatkov razberemo, da gre za kubi¢no Bézierovo krivuljo
(n = 3), zato uporabimo enacbo ((11.2)). Vstavimo dane tocke,

p(t) =[2,2]" (1 — 1) + {1, ;]T 3t(1—t)* + E,o ' 3(1—t) + [4, 1"

20 =3t 32 —3) + 131 — 2t +¢3) + L - 3t3(1 — t) + 483
T2 =3t 432 =)+ 3. 3t(1 -2t +12) +0-33 (L —¢) + 1
_|2—3t+10.5t* — 5.5¢3
T 2—1.5t— 32+ 3.563

4. Poiscite pogoj za kontrolne tocke kubi¢ne Bézierove krivulje, da bo
krivulja stopnje 2.

Resitev. Spet uporabimo enacho (11.2)). Hoc¢emo, da so koeficienti pri
kubicnih ¢lenih enaki 0, torej

p(t) = Po(1 — 3t +3t> — %) + P - 3t(1 — 2t + 1*)+
+ Py - 3t°(1 — t) + Pst®,
—Py+3P, =3P, + Py =0,
Ps — Py =3(P— P).

5. Dani sta zacetna in kon¢na kontrolna tocka Py in P; kubic¢ne Bézierove
krivulje in tangenti dy in d3 v teh tockah. Poiscite ostale kontrolne
tocke Bézierove krivulje, da bo veljalo

p(0) = F,
p(1) = P,
p'(0)=d

p'(1) = ds.

Resitev. Iz enacbe vidimo, da bo vedno veljalo p(0) = Fy in
p(1) = P5. Odvajajmo enacbo (|11.2)) in zapisimo pogoje,
pt)=—Py-3(1—t)2 +3P((1 —t)> —t-2(1 —t))+
+ 3P5(2t(1 — t) — %) + 3Pst?,
P'(0) = =Py -3+ 3P = dy,
p'(1) = =3P, + 3P = ds.

198



Torej mora biti

1 1
P1:P0+§doinP2:P3—§d3.

. Dane so kontrolne tocke P; = Qo = [6,—1]T, Q1 = [7,0]7 dveh sosed-
njih Bézierovih krivulj. Kje mora lezati tocka P, da bo zlepek krivulj
G zvezen?

Resitev. Vemo, da mora P; lezati na isti premici kot P; in ()1, tj. na
premici y = z — 7. Ce oznac¢imo koordinati tocke P, = [a,b]T, mora
torej veljati

b=a—"1.

Paziti moramo Se na to, da si bodo kontrolne tocke sledile v pravilnem
vrstnem redu - ¢e se premikamo po premici, mora biti tocka P3 = Qg
med P; in (), torej mora biti a < 6.

.V splosnem kvadrati¢na Bézierova krivulja poteka skozi prvo in zadnjo
kontrolno tocko, ne pa tudi skozi vmesno. Ce so kontrolne toc¢ke Py, P,
in P, kolinearne, se zdi, da bo krivulja premica in da bo potekala tudi
skozi notranjo tocko. Ali je to res?

Resitev. Ce so tocke kolinearne, lahko eno tocko izrazimo kot linearno
kombinacijo drugih dveh. Predpostavimo, da velja

P =(1—-a)Py+ aP, za nek a € R.

Splosna oblika Bézierove krivulje, dane s tremi kontrolnimi tockami

(enacba (11.1))), se poenostavi v

p(t) = Po(1 —t)> 4+ ((1 — )Py + aPy) - 2t(1 — t) + Pyt?
= Py + Py(—t* — 2at + 2at®) + Po(+* + 2at — 2at?)
= Py + (P, — Ry)(t* + 2at — 2at?)
=P+ (P, — Py)s,

kjer je s nov parameter. Zadnja enacba je reprezentacija premice skozi
tocki Py in Py, torej je Bézierova krivulja geometrijsko kar premica.

. Dana je parametri¢na polinomska krivulja

2
p(t) = [1+§3+t],0§t§1.

Zapisite jo v Bézierovi obliki.
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Resitev. Krivulja je stopnje 3, torej iS¢emo 4 kontrolne tocke. Vemo,
da gre krivulja skozi robni tocki, torej je

Py =p(0) = [1,0]", Py =p(1) = [3,1]".

[5¢emo Se tocki P, = [x1,11]7, Py = [x9,42]". To vstavimo v splosno
enacbo kubicne Bézierove krivulje (11.2]),

(1=t +a-3t(1— 1) + a9 -3t (1 —t) + 3t> =1+t + 12,
Y- 3t(1—2t +12) + (3t = 38°) + 2 =13

in resimo sistem:

prva komponenta:

3 — 1432 — 322 +3=0,
t?:3 — 6x1 + 3z = 1,
t: —3+3r, =1,
1:1=1,

druga komponenta:
t3:3y; — 3y +1 =1,
t*: —6y1 + 3y =0,

t:3y1:O,
1:0=0.
Resitve so
4
.’17125, 1’2:2, y1:O, y2:0

Iskane kontrolne tocke so torej

4
%:ﬂﬂﬁﬂ:%mﬁgzpmﬁgzpﬁ?
. Dano Bézierovo krivuljo, dolo¢eno s kontrolnimi tockami Fy, P, ..., P,,
bi radi zapisali kot polinom visSje stopnje. Pokazite, da morajo biti
kontrolne tocke Qq, Q1, . .., Q.1 nove Bézierove krivulje enake

7
n+1’

Q; = P+ (1 — )P, a; = i=0,1,...,n+1. (11.3)
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Namig: Najprej pokazite, da velja

n+1—1

1—¢t)B*t) = —— B""(t
(1-0Br() = =t B,
141
tBM(t) = Bt
7,() n+1 H—l()?
n+1—1 1+ 1
B"(t) = —— B""l(t ().
7,() n+1 1 ()+n+1 Z+1()

Resitev. Najprej pokazimo, da veljajo enacbe iz namiga,

n-+1 n-+1 1

:n—i-l—i. (n+1)!- fi(1 — gy
n+1 d(n+1—73)!
n!

T (1 —t)" (1 —t)

= (1 =1)B(),
i+l i+ 1 n+1) iy ntl—i—1
Br(t) = 11 — 1)

n+1 ¢t n+1\i+1
i+1 (n+1)! fi+1
n+1 (i+1)!(n —)!

n!

(1—t)""*

=t (1=t
il(n —1)! ( )
= tB}'(t),
n+l—i _. i1 . .
e B0+ BEN D = (1= 0B + 1B

= Bi(1)
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10.

Zapisimo Bézierovo krivuljo z uporabo zadnje enacbe iz namiga,

1=0

n n+1—1 1+ 1
=N P B¢ B”“t)
SR B B

n n+1—1 n 7 +1
=Y"P, B¢ P, —— BMlt
B B+ R o B
n+1 n+1 i n+1 'L
=SSP, B )+ P_ B (¢
n+1 .
_ + (n—l—l—z i 7 F’il)Bf“().

=\ n+1 n+1

< v 4 . .
Ce oznac¢imo o = 1o Je tOI'Q]

n+1
p(t) =>" | (1= )P+ a; Py | B (),
=0
Qi

kar smo zeleli dokazati.

Zvisajte stopnjo Bézierovi krivulji, dani s kontrolnimi tockami
Po=[0,0]", A =[1,2]", P,=1[3,2]", Py =2,0]".

Zapisite obe krivulji.

Resitev. Najprej zapisimo dano kubi¢no Bézierovo krivuljo, pri tem

uporabimo enacbo ([11.2)),

() = 0+43t(1 —)? 4+ 3-3t3(1 —t) + 263
PUO=1042.3t(1 —1)2+2-33(1 =) + 0

|4t 4+ 3t 4 3t
| -6+ 6t
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11.

Iz enacbe ((11.3)) izracunajmo kontrolne tocke za krivuljo visje stopnje,
QO - PO = [070]T7

1 3 3 37T
Q=R+ P= |15

4 4 4792
Q —1P+1P—[22]T
2_21 22_ ) 9
3 1 11 317
— Py p=|—"
@ 42+43 {4’2] ’
Qi= Py =[2,0]".

Zapisimo se novo krivuljo,

p(t) = Qo(1 —t)* + Q1 - 4t(1 — t)> + Q- 67 (1 — £)* + Qs - 4> (1 — t) + Qut*
|4+ 362 4 3t
- —6t2 + 6t

Vidimo, da sta krivulji enaki. Visanje stopnje uporabimo, kadar zelimo
vecjo fleksibilnost in ve¢ svobode pri kasnejSem oblikovanju.

Kvadratni Bézierovi krivulji, definirani s kontrolnimi tockami Fy, P; in
Ps, dvakrat povisajte stopnjo in zapisite nove kontrolne tocke.

Resitev. Uporabimo rezultat (11.3) za n = 2, da dobimo nove kon-
trolne tocke

Q0:P07
1 2
=_P, P,
Q1 3o+31,
2 1
=_P P.
Qo 31+32,
Qs = P

Se enkrat uporabimo (11.3)), tokrat za n = 3, in rezultat so tocke

R0:Q0:P07

1 L, 31 9 1 1
== - (=P +2P ) ==-P, +-P,
Fa AIQ‘”LALQ1 i 4<3 0+ 3 1) SELISEE
R—1Q+1Q—1<1P+2P>+ <P+ P> Ip+ P+1P
2—2 1 2 2—2 3O 3 1 1 32 0 1 627
3 1 3 /2 1 1 1 1
Rs 4Q2+4Q3 4<3 1+3 2>+42 B 1+2 2,
R4:Q3:P2-
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12. Dane so kontrolne tocke
Py=1[0,0]", P, =10,2]", P, =1[8,2]", Py =[4,0]".

S pomocjo de Casteljauovega algoritma izracunajte vrednost pripada-
joce Bézierove krivulje pri t = i.

Resitev. Vrednosti zapisimo v tabelo:

0
b = o)
o 0]
0 b(l] = |1 1
=1, 2] by = M
L™ 1 2 8 . 19
b) = 5 2] = [145] 3
L= o 8
o 7
o |4 by = |3
bs = _0_ 12

19
Vrednost Bézierove krivulje pri t = % je l196] .
8

P by b? P,

Po P3

Slika 11.1: Skica delovanja de Casteljauovega algoritma.
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Poglavje 12

Numeri¢no odvajanje

Splosno pravilo za numeri¢no odvajanje je oblike

fi(z;) = zn:aiyri‘ cfM(E), xp < €<y,
i=0 —

\;,—/ napaka metode
pravilo

kjer so tocke x; = xo+ih ekvidistantne in y; = f(x;). Koeficiente a; dolo¢imo
po metodi nedolocenih koeficientov. Najprej izberemo bazo prostora poli-
nomov in koeficiente dolo¢imo tako, da je pravilo to¢no za polinome ¢im
visjih stopenj. Napako dolo¢imo s pomocjo polinoma visje stopnje.

Pri numeri¢nem odvajanju sta pomembni dve vrsti napak - ena je napaka
metode, ki jo lahko ocenimo z

)

Fo ()

<
| D] < e jax

druga napaka pa je neodstranljiva napaka D,, do katere pride zato, ker
namesto s to¢nimi vrednostmi f(z;) racunamo s priblizki za to¢no vrednost
y;- Predpostavimo, da velja

|[f (i) — gl <,

kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka. Skupna napaka metode D je ome-
jena z

D] < [Din| + | Dnl

Ce poznamo oceni za mMax, <z<g, | f (m)(a:)’ in u, lahko dolo¢imo optimalni A,

pri katerem bo skupna napaka najmanjsa.
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12.1 Naloge

1. Izpeljite formulo za numeri¢no odvajanje

f'(x0) = Ayo + By + Cyy + Dys + Ef™(¢).

Resitev. Izberemo bazo {1,z — zo, (x — 10)?, ...} in bazne funkcije
vstavimo v formulo,

f=1:0=A+B+C+D,
f=2—20: 1=A-0+Bh+C-2h+ D - 3h,
f=(v—z)*: z(x—xo)'m =0=A-0+B-h*+C-(2h)*+ D - (3h)?

f=(x—mx): 3($—x0)2’x:x0:0:A-O+B-h3+0-(2h)3—|—D-(3h)3.

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki

111 1774 0
012 3||B| |+
014 9|C| |0
0 1 8 27] |D 0
in ga resimo,

11 3 3 1

A=—— B=—-C=——, D= —.
6h’ h’ 2h’ 3h

Zdaj si oglejmo Se napako. V pravilo vstavimo f = (z — x¢)* :

4(x — x0)? =0=A-0+B-*+C-(2h)*+D-(3h)*+ E -4,
T=x0
0=3h>—3-(2h)* +1-(3h)° +4!E,
—6h3 = 24F,
1
E=—h'
4
Vidimo Se, da je m = 4, saj za polinome stopnje 4 pravilo ni vec¢
natancno. Pravilo je oblike
11 3 3 1 1
! _ hd 2 T . *]’L3 (4) )
[ (o) ar ot o et gy — I (€)

2. Izpeljite formulo za numeri¢no odvajanje

f/(w2) = Ayo + Byy + Cya + Dys + Eys + Ff™(€).
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Resitev. Izberemo bazo {1,z — x9, (x — x3)%,...} in bazne funkcije
vstavimo v formulo,

f=1: 0:A+B+C+D+E

f:x—xg:l— -(=2h)+B-(=h)+D-h+ E-2h,
f=(x—19): 0=A-(=20)>+ B-(=h)>+ D -h*+ E - (2h)*
f=(@—29)%: 0=A-(=2n)* + B-(=h)>+D-h>+ E-(2h)3,
f=@—m)*: 0=A-(=20)*+B-(=h)*+D-h*+ E-(2n)".

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki

1 1 11 1A 0
-2 -1 01 2||B %
4 1 01 4| |C|=1|0
-8 -1 01 8| |D 0
6 1 01 16| |E 0
in ga resimo,
1 2 2 1
A=— B=—— =0,D=—, E=———.
12h° 3n’ =0 3h’ 12h

Torej je m > 5. Zdaj si oglejmo Se napako, v pravilo vstavimo f =
(x —19)° :

ozAwamﬂiwemﬂimm+E(%f+Fa

1 2
AR 5 5 Iy 5
F-ot= 12h( 32h°) + ( 3h> (=h7)+ 3hh ( 12h) 32,

8 2 2 8
—F .5l = ——h*+ St + Zht — —h!
) 3 * 3 * 3 3
h4
F —
30°
Vidimo, da je m = 5. Pravilo je oblike

1 2 2 1
h4 (5) )
[(xs) = 1on Yo — 3l n+ o 3 Yys — oh Ys + 30 f()

. Odvod funkcije f(z) = e* v tocki x = 0 racunate numeri¢no po pravilu

/ _1/2_90_1 (3)
) = 20— 2p2 O (g).

Uporabite g = —h, 1 =0, 25 = h, © = 2-107' in dolo¢ite optimalni
h, pri katerem bo skupna napaka najmanjsa.
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Resitev. Najprej ocenimo napako metode:

Vzeli bomo h < 1, zato lahko ocenimo,

I SEWIE)
D, =~/

Neodstranljivo napako ocenimo z

kjer je u = 2 - 1070 osnovna zaokrozitvena napaka. Ocena za skupno

h2
|Dy| < — max
6 —h<z<h
U+ u
D,| <
T

napako metode je torej

e{L‘

i
.

<

u

=

eh? u

|D| S |Dm|+|Dn| S — + .

6 h

Optimalni h je minimum zgornje funkcije. Odvajamo,

e U
—2h— —==0
6 h? ’
ghg—u:O,
Bt = U

h::,ﬁ§3 =6-10"°.
€

V spodnji tabeli so zapisani rezultati, ki jih vrne Octave:

h

f'(0)

skupna napaka

101
102
1073
10~4
1075
1076
1077
1078
10~?
10—10

1.001667500198441
1.000016666749992
1.000000166666681
1.000000001666890
1.000000000012103
0.999999999973245
0.999999999473644
0.999999993922529
1.000000027229220
1.000000082740371

-0.001667500198441
-0.000016666749992
-0.000000166666681
-0.000000001666890
-0.000000000012103

0.000000000026755

0.000000000526356

0.000000006077471
-0.000000027229220
-0.000000082740371

Rezultati kazejo, da smo dobro ocenili optimalen h.
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Poglavije 13

Numericna integracija

Numeri¢no racunamo vrednost integrala

Sf= /abf(x)dx

Oznac¢imo
Sf= Ff + Rf .
~— ~—
priblizek za integral  napaka

Funkcijo f aproksimiramo z interpolacijskim polinomom p stopnje n v La-
grangeovi obliki in izpeljemo pravilo

b n b n
Ff= / p(z)dr = Zf(%)/ li(x)dr = Zaif(ifz’)-

=0 1=0

Koeficientom a; pravimo utezi, vrednostim x; pa vozli integracijske formule.
Ce vozle z; izbiramo ekvidistantno, pravilu re¢emo Newton-Cotesovo pravilo.
Pri zaprtem pravilu uporabimo tudi vrednosti v robnih tockah xq in x,,, pri
odprtem pa le vrednosti v notranjih vozlih.

Integracijsko pravilo je reda m, ce je

R’ =0, j=0,1,...,m, Re™" £0,

torej Ce je napaka pravila enaka 0 za vse polinome stopnje < m.

13.1 Sestavljena pravila

Sestavljeno pravilo dobimo tako, da interval [a, b] ekvidistantno razdelimo na
m podintervalov in na vsakem podintervalu uporabimo osnovno pravilo.
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Trapezno pravilo za integracijo je

S =S (@) + fm) ~ RO, m<E<am  (131)

Pri izpeljavi sestavljenega trapeznega pravila na ekvidistantnih tockah x; =
xo + jh si pomagamo s sliko [13.1]

Slika 13.1: Izpeljava sestavljenega trapeznega pravila.

Sestavljeno trapezno pravilo je

Sf= Thf+Rhf
Tnf = Z ( Ti 1) f(‘r]))

- Z(ﬂxo) F2f() 4 2 () + T ).
Rif = 56— a2 fO(€), a<e<b

Osnovno Simpsonovo pravilo za integracijo je

7 vz =2 (fla) + 47 @) + flm2)) — o FOE), € € lro, 3],

0

pri izpeljavi sestavljenega si pomagamo s sliko [13.2]

Slika 13.2: Izpeljava sestavljenega pravila.

Sestavljeno Simpsonovo pravilo je

n n—1

Sf= / z)dx = (f($0)+4;f(372z’1)+2;f(372i) + [(w20)) -
(w20 — T0) 44
- Tf( 1(€), € € [z0, 7n). (13.2)

210



13.2 Rombergova ekstrapolacija

Natancnost trapeznega pravila lahko povecamo z Rombergovo ekstrapolacijo.
Zapisimo trapezno pravilo za koraka h in %,

Sf=Tuf+> cxh®,
k=1

S
k=1

Opazimo, da v napaki lahko uni¢imo ¢len pri h?. Drugo enac¢bo mnoZzimo s
4 in dobimo
2k

=4Tuf + ah® + Y eh?,
k=2

ASf—Sf=ATf ~Tif + > Gah.

k=2
Po enem koraku Rombergove ekstrapolacije torej dobimo

AT -Thf &

Sf + Z Ck’1h2k
* k=2
T,

2
in red napake je h*. V splognem velja
2% T}]L/_Q:Lf - szf(érfl)f
221 — 1 '

V tabeli je zapisana shema dveh korakov Rombergove ekstrapolacije
trapeznega pravila.

Ti/wf =

13.3 Monte Carlo integracija

Racunamo integral I = [” f(z)dz, kjer vemo, da za = € [a,b] velja 0 <
f(z) < h. Naj bo V = (b — a)h. Nakljuéno izberemo N tock z; iz
domene [a,b]. Integral I = [! f(z)dx = L [? f(2)V dz lahko gledamo tudi
kot matemati¢no upanje funkcije g(z) = f(z)V za slucajno spremenljivko x
enakomerno porazdeljeno na domeni [a, b].
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redk(r)lf,;kake O(hZ) O(h4) O (h6)
h Tnf X
T f=iATwf —1T,
s |y THETIITD e en )
TYf=YATwf — T
v | gy THERT 1)

Tabela 13.1: Shema izracuna po Rombergovi ekstrapolaciji.

Potem je
1 N

priblizek za I.

To je ideja metode Monte-Carlo, ki jo lahko zelo preprosto posplosimo na
ve¢ dimenzij in z njo na preprost nac¢in izracunamo priblizke za integral, kjer
bi druge metode zahtevale ve¢ dela.

13.4 Naloge

1. Izpeljite zaprto Newton-Cotesovo pravilo na stirih to¢kah po metodi
nedolocenih koeficientov. Vrednost prve utezi preverite Se preko inte-
gracije Lagrangeevega baznega polinoma.

Resitev. Pravilo bo oblike

/ f(x)de = Af(xo) + Bf(x1) + Cf(22) + D f(x3) + Ef™(€).

0

Izberemo bazo {1,z — xg, (x — x¢)?, ...} in vstavimo bazne funkcije v
pravilo, tako da bo to¢no za polinome ¢im visjih stopenj. Uporabimo
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novo spremenljivko x = xg 4+ th, dxr = hdt,

/Sldx::cg—xO:Bh,
xo

3

/x31dx:A+B+C+D,
:ghQ

”/ 1:—:m)dx-—n/ thidt = h*
L, 2

/;wmmm_A0+Bh+CQMH)%

t2

3 t33
/ x—xgdr—/@m%dhzﬁ— — 93,
0 30

/ v —ao)dr=A-0+B-h+C-(20)% + D - (3h),

3

gh‘l

3 t4
/cpm@m—/@m%ﬁ:mg
z0

/“@—&ﬁmxa+0+34ﬁ+om%P+D-@m?

0

0

Zapisimo sistem enacb

3h=A+B+C+D,
Zh:B+20+Ml
9h = B +4C + 9D,
81h

in ga resimo
3 9
A=D=-h, B=C=-h.
8" 8

[zracunajmo Se napako,

T 3 513 24 5
/3u—x@%x:/(mfhﬁ:h5t _ 2
To 0 50 5
/“@—x@%x:A-0+BJ#+O-Qm4+D-Bm4+E-M
o

243 9 3

——h5 4h5+1wﬁ-§h+8uﬁ-gh+245

Be_2p
80
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Pravilo je oblike

[ s = Sh(f o) + 35() + 3 (w) + Flaw)) = Gh D).

Preverimo se vrednost prve utezi,

aoz/xjsﬁo(ar)da::/:g (= z)(@ = 25)(@ = z5) dx

o (w0 —21)(20 — T2) (0 — 73)

@3 (x —xq)(z — o) (T — x3)
= /xo —h) dx

(—2h)(~3h)
1 3
_ _i/ (—h + th)(=2h + th)(—3h + th)h dt
6h3 Jo
6h3h/0(t )(t — 2)(t — 3)dt
h r3
=5 (t* — 3t* + 2t — 3t* + 9t — 6)dt
0
Y s G
6|4 3 2 0
=2
8

2. Izpeljite sestavljeno pravilo, ki ga dobite iz pravila, ki je resitev naloge

il

Resitev. Narisimo skico intervala,

Ty T2 Ty Ts Tr Tg

a = Iy T3 Tg L9 Tgm = b

Slika 13.3: Izpeljava sestavljenega pravila.

Sestavljeno pravilo dobimo tako, da na podintervalih [z3;_3, 3], ¢ =
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1,2,...,m, uporabimo osnovno pravilo, torej

napaka Rf

Ocenimo napako sestavljenega pravila,

F9(&) < mmax fP(¢)

a<é<b

o

s
I
—

()
m min, fHE) <

1 m
i=1
zato je
Rf = 215 - mf® ()
80
=% Tl (n)
b—a
_ hi )
s )

3. Dolocite konstante a, b, ¢, d, e in m v integracijskem pravilu

/:1 f(x)dz = h(af(wo) + bf(x1)) + h*(cf (wo) + df'(x1)) + ef ™ (&)

0

in izpeljite sestavljeno pravilo, ki ga iz tega pravila dobimo.
Resitev. Izberemo bazo {1,z — g, (z — x0)?,...} in bazne funkcije
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vstavimo v pravilo,

/lldx:xl—x():h,

/ 1dz = h(a +b),

/ x — x9)d L _;O)

1 h2

zo

/ x—x9)dr =h(a-0+b-h)+h*(c-1+d-1),

/ v — ) = =)

x1 h3
—= 57

o

x—a:o dr =h(a-0+b-h*) +h*(c-2-0+d-2h),

\

/ _ _ (et
T l’g 4 = 4,
0
/ v —x0)dr = h(a-0+b-h3) + h2(c-3-0+d-3h2).
Resimo sistem
a+b=1,
btetd=2
c =3
1
b+ 2d = -
+ 3’
1
b+3d =,
in dobimo
1 1
a=b=-, c=—, dz—i
2 12 12



Izpeljimo sSe napako,

@ A (m—xo)‘:’zl h®
_ dp — 2 20 1
e e s
/l(x—azo)4dx:h(a-0+b-h4)+h2(c-0+d-4h3)+e-4!,
)
5
’; - ;hf’ AR (—112) + 2,
ibed)-e
7h5
‘720

Osnovno pravilo je oblike

[ e = (o)1) + (o) = on))+ 5 FOE),

0

Izpeljimo se sestavljeno pravilo,

[rews=3 [ s

—2:( (le+ﬂaﬂ+ﬁﬁ%fwwﬂ—fww)+

_ )¢ ‘ . )
+ ; 720h5f ! (&)7 & € [56171,5131].

Uporabimo h = =2 in sestavljeno pravilo je
[ ;h(f (00) + 2/ (21) + -+ + 20 (1) + f(wn) ) +
+$M D+5ﬁ%f()
;h(f (w0) + 2f (1) + - + 2f (Tm1) + Flam) )+
() - »+ﬁyww@f%mnemw

4. Uporabite trapezno pravilo za izracun vrednosti integrala

11
/ dx
o 1+=x
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in ocenite napako. Uporabite h = 1,1 55 4

Resitev. Najprej resimo za h = 1. Uporabimo enacbo (|13.1)) za

xo=0, 1 =1, f(x) =

1+2x

torej

1+O 1+1

Y
Ril= |55 1@ 0 <€

[zracunajmo drugi odvod in ga ocenimo,

fle) =—(1+x)72
f'(@) =2(1+2)77
max | f”(z)| = 2.

0<z<1

Torej je ocena za napako

1
2=-=01 .
|Rf|_12 5 0.166667

Za h = % uporabimo sestavljeno trapezno pravilo za

m = 2, h:;, xo = 0, 9[:1:;, To =1,
torej
Ty =T g 141rg
17
=51 = 0.7083233,
s ()
1
=51 = 0.0416667.

Za h = i uporabimo sestavljeno trapezno pravilo za

3
m=4, h=—-, xo =0, z; = [L’321,l’4:1,

47 , Xo =

A~ =
N | —
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torej

1 1 1 1
Tf=3Tuf+ 7 ( —t )

2 2 4\1+ 4 143
1171

= —— = 0.697024
1680 ’

1 2
-2
IRf] < 12 (4)
1
= — = 0.0104167
96

Primerjajmo rezultate s to¢no resitvijo 0.693147,

h | numericna resitev | ocena napake napaka
1] 0.750000 0.1666667 -0.0568528
% 0.708333 0.0416667 -0.0151862
% 0.697024 0.0104167 -0.0038766

5. Z Rombergovo ekstrapolacijo trapezne metode izracunajte

us

2
/ sinz dz.
0

Naredite dva koraka, zacetni korak naj bo h = 7.
Resitev. Najprej izraCunajmo numeri¢no vrednost integrala po tra-

h h
ha2747

peznem pravilu za

Tf =2 (sm() +25in 7 + sin ;T) — 0.948059,

Twf = 5Thf +Z <sin g + sin 3;) — 0.987116,

1 3 o 7
Thf =500 + 3 (sin17T6 + sin 12 + sin 2 + sin 12) — 0.996785.
Dobljene vrednosti uporabimo v shemi Rombergove ekstrapolacije (ta-
bela (13.1)):
korak \ red napake | O(h*)  O(h*) O(h°)
h 0.948059
b 0.987116 100013 4
1.00001
h 0.996785
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Vidimo, da se vrednosti priblizujejo k to¢ni vrednosti integrala, ki je 1.

. Pokazite, da nam en korak Rombergove ekstrapolacije trapeznega prav-
ila vrne Simpsonovo pravilo.

Resitev. Zapisimo sestavljeno trapezno pravilo za koraka 2h in A

Tonf = 22h <f<$0) + 275: flag) + f(@n)) )

=1

Tnf = ;Tth + hzn: f(w2i1),

i=1
in naredimo korak Rombergove ekstrapolacije

4Ty f — T
T}%f: hf3 th

= ; <2T2hf + 4h§n: f(zai1) — T2hf)
=1

= ;h <f(x0) + 2"2 f(25) + f(22n) + 42": f(x%—l)) )

i=1 i=1
kar je ravno sestavljeno Simpsonovo pravilo (enacba ((13.2))).
. S pomoc¢jo Monte-Carlo metode izracunajte integral
/1 /1 /1 dx dydz
0o Jo Jo 1+x+2y+3z
Za N vzemite 1000, 5000, 10000.

Resitev. S programom v Octaveu dobimo priblizke

N =1000 | N =5000 | N = 10000
0.2722 0.2729 0.2716

0.2755 0.2741 0.2724
0.2730 0.2716 0.2720
0.2724 0.2746 0.2726
0.2719 0.2714 0.2724

ki so blizu toc¢ni vrednosti integrala 0.272534.
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Poglavije 14

Numeri¢no resevanje navadnih
diferencialnih enacb

14.1 Zacetni problemi - enokoracne metode
Resujemo navadno diferencialno enac¢bo prvega reda
y' = f(,y), a <z <b, yla) = a.
Interval ekvidistantno razdelimo na n delov in vpeljemo oznake
ri=a+ih, i=0,1,....n, y; = y(z;).
Eksplicitna Fulerjeva metoda za resevanje navadnih diferencialnih enacb je
Yir1 = Yi + hf(ziy), i =0,1,...,n— 1. (14.1)

Implicitna Eulerjeva metoda za resevanje navadnih diferencialnih enacb je

Yir1 = Yi + hf(Tig1,¥iv1), 1=0,1,...,n— 1. (14.2)

Zacetne probleme lahko resujemo z razvojem v Taylorjevo vrsto. Razvoj v
Taylorjevo vrsto do reda 4 je enak

/ h? " h? 7 ht (4) h? (5)
yla+h) = y(o)+hy' (@) + 5" (@) + 5797 (@) + 5y (@) + 5y (), (14.3)

kjer je & € [z, x + h]. Uporabimo izrazave

y=1Ff v =f+f .
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v (14.3). Funkcije izracunamo v z;. Priblizek za resitev diferencialne enacbe
dobimo kot
h? h? " ht (4)

Yier = Y+ hy' Sy oy ey (14.4)

Runge-Kutta metoda reda 4 je oblike

k= hf (i),

by = hf (i + ;h,yﬁ— ;kl)
ks = hf(zi+ ;h7yl~+ ;/@)
ka = hf (2i + hoyi + ks),

1
Yir1 = yi + é(kl + 2ky + 2ks + k:4). (14.5)

14.2 Zacetni problemi - veckoracne metode

Zaradi lazjega pisanja oznacimo f; = f(x;,y;). Adams-Bashforthova metoda
4. reda je Stirikora¢na metoda oblike

Yo = CQo, Y1 = O, Y2 = Q2, Y3 = O3,
h
Yit1 = Yi T ﬂ(55fi —59fi_1+37fi_o — 9fi—3)- (14.6)
Adams-Moultonova metoda reda 4 pa je trikoracna metoda oblike
Yo = Qo, Y1 = Q1, Y2 = A2,

h
Yir1 = Yi T ﬂ(9fz‘+1 +19f; = 5fi-1 + fi—Z)-

Milneova prediktor-korektor metoda je oblike

4h
yi(P) = Yi—a + E(inq — fio + 2fi73)7
h
%(K) = Yi—2 + g(fi(P) +A4fi+ fi—z)a (14.7)

Kjer je £ = f(zi,5").
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14.3 Enacbe visjega reda
Enacbo drugega reda oblike

y'= [z y,9), y(a) = a, y'(a) = B,
prevedemo na sistem diferencialnih enach prvega reda

Yy =z 9y =2 = f(x,y,2),
y(a) = a, 2(a) = B,

ki ga lahko zapiSemo v vektorski obliki

-/

J=r () [5]-1]
K z 20 B

F (x lg) = [f(;w)] in yo = y(a), 20 = 2(a).

Sistem nato resujemo npr. z Runge-Kutta metodo reda 4

kjer je

ki Yo

5| =nr (e [ ] )

-kQ- _ 1 Yo 1|k

| _hF(xo+§h, M +5 0 ),

-k3_ _ 1 Yo I

_63_ o hF(xO + §h7 [Zol + 5 62 )7

_/f4_ . Yo ks

-£4- = hF(iL‘Q —l—h, l20‘| + l£3‘| ),

-?h- _ % +1 k1 1 ko —i—l ks 1 k4
21 20 6 (1 RS 3|l 6 (L]

14.4 Robni problemi

Pri diferencni metodi odvode zamenjamo z diferencami, tj. z aproksimacijami
za odvod. Interval [a,b], na katerem iSemo resitev diferencialne enacbe,
razdelimo na n delov, torej

b—a

ro=a, rv;=x9+th, 1 =0,1,...,n, h= .
n
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Prvi odvod aproksimiramo z

Yi+1 — Yi— 1

yim) ~ =y
drugega pa z

Yi+1 — 2yz + Yi— 1
y"(:v,) h2

S strelsko metodo resujemo robni problem oblike

y' = flz,y, ),
y(a) = a, y(b) = B.

Problem prevedemo na resevanje zacetnega problema
v'=f(z.y,y )
yla) = a, y'(a) =

katerega resitev je funkcija y(x,v). Is¢emo tak v*, da je y(b,v*) = /3. Is¢emo
torej niclo funkcije

E(v) = y(b,v) = 5.

14.5 Naloge

1. Uporabite eksplicitno in implicitno Eulerjevo metodo pri reSevanju za-
¢etnega problema

Y =y—2*+1,0<2<2 50)=05.

Uporabite h = 0.2 in dolo¢ite priblizek za y(0.4).
Resitev. Uporabimo enacbo (14.1)) in z; = 0.24 in dobimo

Yir1 = yi + h(y; — 27 + 1)
=4 +0.2(y; — 0.044% + 1)
=1.2y; — 0.0084% 4+ 0.2.

[s¢emo ys. Dvakrat uporabimo zgornjo enacho

1 =12-0.5-0.008-0+0.2=0.8,
y2 = 1.2-0.8-0.008-1+0.2 = 1.152.

Iskani priblizek je torej y(0.4) = 1.152.
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Zdaj uporabimo se implicitno Eulerjevo metodo (enacba (14.2))),

Yir1 = Yi + h(yig1 — 27y + 1)
=i+ 0.2(y;41 — 0.04(i + 1)* + 1)

1 .
Yir1 = @(yi —0.008(i 4+ 1)* +0.2).
[s¢emo 5. Dvakrat uporabimo zgornjo enacbo

y1 = 0.865,
yo = 1.29125.

Iskani priblizek je torej y(0.4) = 1.29125.

. Uporabite eksplicitno Eulerjevo metodo za numeri¢no resevanje nasled-
njih zacetnih problemov:

(a)
y/:xe3w—2y, 0<z<1, y(O):O, h =0.5.

(b) Narisite priblizek za resitev diferencialne enacbe

Y =1+(x—y)? 2<2<3, y(2) =1, h=0.5.

(c)
y=1+2, 1<2<2, y(1)=2, h=0.25
xr

(d)
y =cos2r +sin3z, 0 <z <1, y(0)=1, h =0.25.

(e) Zapisite priblizka y; in yo pri resevanju
x x

y =2 _ (y>2, 1<2<2 y(l)=1, h=0.1
(f) Zapisite priblizka y; in y, pri resevanju
v =—(y+1)(y+3),0<z<2 y0)=-2, h=0.2.
(g) Zapisite priblizka y; in yy pri reSevanju
y = by +52°+2z, 0<x <1, y(0) = ; h=0.1.
Resitev.
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(a) Uporabimo enacbo (14.1]) in z; = 0.5¢ in dobimo

Yir1 = Ui + h(ze® — 2y;)
= yi + 0.5(ze — 2y;)
= 0.5z;e3%.

[s¢emo y; in y,. Dvakrat uporabimo zgornjo enacbo

y =05-0=0,
Yo =0.5-0.5-e'® = 1.120.

(b) Uporabimo enacbo ([14.1)) in z; = 2 + 0.5¢ in dobimo
Yirr =i 0.5 (1 + (z; — y:)?).
[s¢emo y; in y,. Dvakrat uporabimo zgornjo enacbo

y=1+05-(1+(2-1)%) =2,
Yo =2+0.5- (14 (2.5 —2)%) = 2.625.

2.625+

2‘.5 C">
Slika 14.1: Numeric¢na resitev enacbe.
(¢) Uporabimo enacbo ([14.1)) in x; = 1 + 0.25¢ in dobimo
Yie1 = Yi +0.25 - (1 + il) )
[5¢emo 1, Ya, Y3, ya. Stirikrat uporabimo zgornjo enac¢bo

2

2.75
= 2. 251+ —) =3
Yo = 2.75 + 0.25 ( + 125) 3.55,
3.55
4.3917
ys = 4.3917 + 0.25 - (1 + 75 ) = 5.2690.
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(d) Uporabimo enacbo ([14.1)) in z; = 0.25¢ in dobimo
Yir1 = Y +0.25 - (COS 2x; + sin 3Ii).
I5¢emo 1, Yo, Y3, ya. Stirikrat uporabimo zgornjo enacbo

y1 =14 0.25- (cos0 + sin0) = 1.25,

y2 = 1.25+0.25 - (cos 0.5 +sin 0.75) = 1.63981,

ys = 1.63981 + 0.25 - (cos 1 + sin 1.5) = 2.02426,

Yy = 2.02426 + 0.25 - (cos 1.5 + sin 2.25) = 2.23646.

(e) Uporabimo enacbo ([14.1)) in x; = 1 + 0.1 in dobimo

. N\ 2
Yir1 =Y +0.1- (yl— (%) )
Z; T

[S¢emo y; in y,. Dvakrat uporabimo zgornjo enacbo

o (P ()=
Y1 = . 1 1 )

14012 <1>2 — 1.0083
Y2 = o\t T\ ) T

(f) Uporabimo enacbo ([14.1)) in z; = 0.2¢ in dobimo
Yir1 =¥ + 0.2+ (= (y; + 1)(y: + 3)).
[s¢emo y; in yo. Dvakrat uporabimo zgornjo enacho

y=—-2-02(—2+1)(-2+3) = -1,
Yo = —18—-0.2-(=1.8+1)(~1.8 + 3) = —1.608.

(g) Uporabimo enacbo ((14.1)) in z; = 0.17 in dobimo
Yir1 = Yi + 0.1+ (=5y; + b + 2u;)

[S¢emo y; in y. Dvakrat uporabimo zgornjo enac¢ho

o5 iis5.042.00=
y1_3 . 3 _67
1 1
y2=6+0.1-(—5-6+5-0.01+2-0.1):0.108333.
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3. S pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto do reda 4 poiscite numeri¢no
reSitev y; &~ y(0.1) enacbe

y =2+, 0<z <1, y(0)=1

Resitev. Najprej izracunajmo odvode in njihove vrednosti,

y =22+ 9" =y 0) =0 +1* =1,
y'=2x+2yy =y (0)=0+2-1-1=2,
' =2+20) + 2y = y"(0)=2+2-12+2-1-2 =38,
y W =6yy" +2yy" =y W(0)=6-1-2+2-1.8=28.

Zdaj upostevajmo h = 0.1 in y(0) = 1 in vstavimo v enacbo ([14.4)

0.12 0.13 0.14
p=1+401-14— 24" -8+

-28 = 1.11145.
2 3! 4

4. Uporabite razvoj v Taylorjevo vrsto do reda 3 za resevanje zacetnega
problema

Yy =y—a?+1,0<z<2 y0) =05, h=0.25.

Poiscite priblizek za y(0.5).

Resitev. Najprej izracunajmo odvode in njihove vrednosti v x = 0,

Yy =y—a2+1=9(0)=05-0>41=15,
y' =y —2x=19"(0)=15-2-0=1.5,
y/// _ y// —92= y’”(O) —15-9—_05.

Zdaj upostevajmo h = 0.25 in y(0) = 0.5 in vstavimo v enacbo ([14.4))
(do reda 3)

0.252 0.25°%
L5+ —g - (~0.5) = 0.9205729.

y1 =0540.25-1.5+

[S¢emo priblizek za y(0.5), torej ys. Izra¢unajmo priblizke za vrednosti
odvodov v & = 0.25,

y/(0.25) = 0.9205729 — 0.25 + 1 = 1.8580729,
y"(0.25) = 1.8580729 — 2 - 0.25 = 1.3580729,
y"(0.25) = 1.3580729 — 2 = —0.641927.
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Rezultate vstavimo v enac¢bo ((14.4]) (do reda 3) in dobimo iskani prib-
lizek

2 3

Yo = 0.9205729 + 0.25 - 1.8580729 + - 1.3580729 +

= 1.425859.

- (—0.641927)

. Za reSevanje enacb iz naloge [2| uporabite razvoj v Taylorjevo vrsto do
reda 3. Poiscite priblizek za ;.

Resitev. Uporabimo enak postopek kot v nalogi
(a) Izrac¢unamo odvode in njihove vrednosti
y = xe® — 2y = y/(0) =0,

y// — e3;v + 3£E63$ _ Qy/ = y//(o) _ 17
y" = 6> 4+ 9ze™ — 2" = /" (0) = 4.

Zdaj uporabimo enacbo ((14.4)) in dobimo priblizek y; = 0.2083333.
(b) Izracunamo odvode in njihove vrednosti
@y =2,

y' =2z -y)(1-9y)=vy"(2) = -2,
y" =2(1—y) +2(z—y)(—y") = y"(2) =6.

Zdaj uporabimo enacbo ((14.4) in dobimo priblizek y; = 1.875.

(¢) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

~— ~—

Y

y’=1+;:$y’(1)=3,
/ J—
y// — yl‘xQ y = y//(l) — 17
2 "n_9 r
y/// — Y m(gxy y) = y///(l) - 1

Zdaj uporabimo enac¢bo ((14.4)) in dobimo priblizek y; = 2.7786458.

(d) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

y' = cos 2z + sin 3z = y'(o) =1,
y" = —2sin 2z + 3 cos 3x = y"(O) =3,
y" = —4cos2r — 9sin 3z = ym(o) = —4.

Zdaj uporabimo enacbo ([14.4)) in dobimo priblizek y; = 1.333333.
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(e) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

y=L-(4) =vm=o

T T
" y’x - Y 2y(y’x — y) "
Yy = 22 - 3 =Y (1) = 17
y/// _ y”‘TQ — 2I(y/l‘ — y)_
LIT4
' (v — 2utN 3 — 2 !y — . 32
Ry'ly's —y) +2yy")a” = 2y(y's —y) - 327 wiyy _ 5

26
Zdaj uporabimo enacbo ((14.4) in dobimo priblizek y; = 1.004167.

(f) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

y =—(y+1)(y+3)=y(0)=1,
y'=—y'(2y+4)=y"(0) =0,
y/// — _y//<2y + 4) _ 2(y’)2 j y///(o) _ _2

Zdaj uporabimo enacbo ([14.4)) in dobimo priblizek y; = —1.80267.
(g) Izracunamo odvode in njihove vrednosti
/ 2 / 5
y' = —by+ 52"+ 22 =y (0) = —3
! / /" 31
y =5y +10z+2=1y (0)23,

125
y/// — _5y// _|_ 10 = y///(o) — _?

Zdaj uporabimo enacbo ((14.4)) in dobimo priblizek y; = 0.2113889.

6. Uporabite razvoj v Taylorjevo vrsto do reda 3 in poiscite numeri¢no
resitev naslednjih enacb v tocki xy:

(a)
y =sinz+e ™ 0<x<1, y(0)=0, h=0.5.

(b) .
T

(c)

4
y’:—wy—i-—x, 0<z<1,y(0)=1, h=0.25.
Y
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(d)

y =1+ zxsin(zy), 0 <2 <2 y0)=0, h=0.5.

(e)

2
y ==y+a’", 1<w <2, y(1)=0, h=0.1.
Xz

Resitev. Uporabimo enak postopek kot v nalogi

(a) Izracunamo odvode in njihove vrednosti

Yy =sinx+e ¥ =y (0) =1,
y' =cosx—e =19"(0)=0,
y"' =—sinz+e " = y"(0) = 1.
Zdaj uporabimo enac¢bo ((14.4)) in dobimo priblizek y; = 0.5208333.

(b) Izracunamo odvode in njihove vrednosti

1
/ 2 /
v =—(+y)=y1)=2
1 1
"n__ 2 - / / " _
y' = ;Q(y +y)+$(2yy +y) =y"(1) = -8,
2 2
1/ 2 o / /
V= (v* +v) 5 (2yy +y)+

1
+- (20 + 2" + ") = y"(1) = 48,

Zdaj uporabimo enacbo ((14.4) in dobimo priblizek y; = —1.
(¢) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

4
y = —xy + ; = 1/(0) =0,

4y — 4y
y'=—y -y + yy{ry = y"(0) =3,
—day"y — (4y — dzy') - 2/
Y3
Zdaj uporabimo enacbo ((14.4) in dobimo priblizek y; = 1.09375.

(d) Izracunamo odvode in njihove vrednosti

"

y" = —2?/, N in”—i'

= y"(0) = 0.

y =1+ xsin(zy) = y'(0) = 1,
y" = sin(zy) + z cos(zy)(y + zy') = y"(0) = 0,
y" = 2cos(zy)(y + xy') — wsin(zy)(y + 29/)* + z cos(zy) (2y' + xy")
= y"(0) = 0.
Zdaj uporabimo enac¢bo ((14.4) in dobimo priblizek y; = 0.5.

231



(e) Izra¢unamo odvode in njihove vrednosti

2
y=—y+ate =y(l) =e

1/

2 2
y'= =yt oy (2e 4 a)e” = y"(1) = Se,
T T
" 4 4 ! 2 " 2\ x "
y'==y— =y + =y + 2+ da+ 27" =y (1) = 13e.
X X T

Zdaj uporabimo enacbo ((14.4) in dobimo priblizek y; = 0.345675.
7. Za reSevanje enach iz naloge [2| uporabite Runge-Kutta metodo reda 4.
[zracunajte y;.

Resitev.

(a) Uporabimo sistem (|14.5]) in dobimo

ki = 0.5f(0,
ky = 0.5£(0.25,0) = 0.5(0.25¢*°%° — 0) = 0.264625,

ks = 0.5£(0.25,0.264625/2) = 0.5(0.25¢*°%° — 2.0.132313) = 0.132312,
ks = 0.5£(0.5,0.132312) = 0.5(0.5¢*%° — 2-0.132312) = 0.98811,

0) = 0.5(0 — 0) =0,

1
y1 =0+ 6(0 +2-0.264625 + 2 - 0.132313 + 0.98811) = 0.296997.

(b) Uporabimo sistem ({14.5)) in dobimo

ki =05f(2,1) =051+ (2-1)% =1,

ky = 0.5£(2.25,1.5) = 0.5(1 + (2.25 — 1.5)%) = 0.78125,

ks = 0.5f(2.25,1.39063) = 0.5(1 + (2.25 — 1.39063)*) = 0.869263,
(

ks = 0.5f(2.5,1.86926) = 0.5(1 4 (2.5 — 1.86926)%) = 0.698915,
1
=1+ 6(1 +2-0.78125 + 2 - 0.869263 + 0.698915) = 1.83332.

(¢) Uporabimo sistem ([14.5)) in dobimo

ki = 0.75,

ko = 0.777778,
ks = 0.780864,
ks = 0.806173,
y1 = 2.77891.
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(d) Uporabimo sistem ([14.5)) in dobimo

ki = 0.25,

ks = 0.333796,
ks = 0.333796,
ks = 0.389805,
y1 = 1.32017.

(e) Uporabimo sistem ({14.5)) in dobimo

ki =0,

ks = 0.00453515,
ks = 0.00433929,
ks = 0.00794015,
y1 = 1.00428.

(f) Uporabimo sistem ({14.5)) in dobimo

by = 0.2,

ko = 0.198,

ke = 0.19804,
ks = 0.192156,
y1 = —1.80263.

(g) Uporabimo sistem ((14.5]) in dobimo

ki = —0.166667,
ko = —0.11375,
fey = —0.126979,
ky = —0.0781771,
y1 = 0.212283.

8. 7 Adams-Bashforthovo metodo reda 4 pois¢ite numericni priblizek za
y(2), kjer je y(z) resitev enacbe

y/:y—x2+1’ 0<z<2 y(0)=0.5,
in h = 0.5.
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10.

Resitev. Najprej uporabimo Runge-Kutta metodo reda 4, da dobimo
4 zacetne priblizke, ki jih potrebujemo pri Adams-Bashforthovi metodi,

Yo = 0.5, y1 = 1.42513, yo = 2.6396, y3 = 4.00681.

Zdaj uporabimo enacbo (|14.6)) in dobimo priblizek

0.5
Ya = Y3+ 5(55f3 —59f, +37f1 —9fo)

0.5
= 4.00681 + 5(55 -2.75681 — 59 - 2.6396 + 37 - 2.17513 — 9 - 1.5)
= 5.31657.

Uporabite Milneovo prediktor-korektor metodo za resevanje zacetnega
problema

y/ = _$y2> y(O) = 2a
in poiscite numericni priblizek za 14, ¢e je h = 0.2.

Resitev. Najprej uporabimo Runge-Kutta metodo reda 4, da dobimo
zacetne priblizke, ki jih potrebujemo za Milneovo metodo,

Yo =2, y1 = 1.92307, yo = 1.72411, y3 = 1.47056.
Zdaj uporabimo prediktor iz metode (|14.7))

Ah
y{?) = yo + 5 (2fs = f2+2f1) = 1.23058.

[zracunano vrednost uporabimo v korektorju in dobimo

h
yz(;K) =y + 5 (

. D L a4 fy) = 1.21807.

Prevedite resevanje zacetnega problema

Y =Yy +y=0, y0) =1, y/(0) =0

na reSevanje sistema navadnih diferencialnih enacb prvega reda in upo-
rabite Runge-Kutta metodo reda 4 za izracun y;, ¢e je h = 0.2.

Resitev. Zapisimo enacbo v obliki sistema diferencialnih enacb prvega

N =[] - e 2] - 1]
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11.

Sistem resimo z Runge-Kutta metodo reda 4,

] _ [ = ]:lo]
_61_ _Zoyg — Yo —-0.2]’
] _ w0+ 50 ] _ [—0.02}
6] (20 + 50) (o + 3k1)* — (Yo + $k1) —0.22|°
k] _ [ 20+ 4 ] _ [ —0.022 ]
03] 7 [(20 + 362) (yo + 5k2)? — (yo + 3k2)| — |—0.219562]
LI 20 + {3 ] _ [—0.0439124]
la| 7 [(20+ ) (yo + k3)® — (yo + ks) ~0.237602 |’
1 1 | | .
AR R R R A e F R e

Priblizek za vrednost resitve v tocki 0.2 je y; = 0.978681.

Prevedite resevanje zacetnega problema
y' — 2y +2y=e*sinr, 0<2 <1, y(0)=-04, y(0) =—0.6

na reSevanje sistema navadnih diferencialnih enacb prvega reda in upo-
rabite Runge-Kutta metodo reda 4 za izracun y; pri h = 0.1.

Resitev. Zapisimo enacbo v obliki sistema diferencialnih enacb prvega

reda
I o e e L A R e

Sistem resimo z Runge-Kutta metodo reda 4,

k1] [-0.06

0] T |-0.04)

(k] [ —0.062

lo| | —0.032476)°

k5] [—0.0616238

(5| [—0.0315241)"

(k4] [-0.063152

ls] | —0.021786)°

] Jwo] L[k 1[ka] |, 1[ks] | 1 [ks] [-0.4617333
2] _ZO] "6 l&] HE [fz T3 06s| T6 | ] T |—0.6316312|
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1

12. 7Z diferen¢no metodo za h = 5

resite robni problem
(1+22)y" + 22y — 2’y =1,
y(=1) =y(1) =0.
Resitev. Zapisimo diferencialno enacho z aproksimacijami odvodov,

Yl T e (14.8)

Yie1 — 2Yi + Vi1
2z,
2 AT

Zdaj jo poenostavimo in zapisemo robne pogoje

(14 3)

yi—1(1+ 93,2 —x;h) +yi(—2(1 + SBZQ) — h%?) + Y (1 + [BZQ + x;h) = h?,

Yo =0, yn = 0.
Sistem, ki ga moramo resiti, je
(—2(1 + 23) — h?x? 1+ a2 4+ 21h T

1+ 22 — 290 —2(1 + 23) — h?z3 1+ 23 + 29h

- : L+ 5+ 20 oh
1+22 | —xpqh  —2(1+2% ) —h%22 | |

n—1

T T
ylyQ---ynl] :|:h2h2h2:| .

V nasem primeru je h = %, r; =—1+1th, 1 =0,1,2,3,4, torej resujemo
sistem i
1 -2 1 Yo| = 1 1
1 =3 v 1

Resitev je
[y1, y2, ys)T = [—0.24, —0.365, —0.24] "

13. Sestavite sistem linearnih enacb za resevanje robnega problema z difer-
enc¢no metodo pri danem koraku h :

(a)

2 2 sin(ln x
y”z—*y’+7y+7(2 ), 1<2<2y(1)=1, y(2) =2
xXr s s
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(c)

y' =1y +2y+cosz, 0 <z < g, y(0) =—-0.3, y <72T> = 0.1

(d)

2 1

y'=—(e+l)y'+2y+(1-2®)e™, 0< 2 <1, y(0) = 1, y(1) =0
(&)

/

31
=L Sy B 1<e <2, y(1) =y(2) =0
x X x

Resitev.

(a) Zapisimo diferencialno enacbo z aproksimacijami odvodov,

i1 — 2Y;i + Yie 2 Yir1 — Yi 2 sin(In z;
Yit1 YiT¥Yi-1 _ _ 2Yir1 Y 1+72yi+ (2 )
h? T 2h T T

A %

Zdaj jo poenostavimo in zapisemo robne pogoje

T} (Yir1 — 29 + Y1) = —hai(yiyr — yi1) + 2h%y; + W2 sin(In z;),
Yi1 (27 — hay) + yi( =227 — 2h%) + yig1(2? + hay) = h? sin(In ),

Yo =1, y, = 2.
Sistem, ki ga moramo resiti, je
229k 2?4 hay 1Mo
132 — hay —2x3 — 2h? x5 + hay n

Ys =
22 5+ hi, o :
L 22 | — hx, =222 | —2h* | [Un1

h?sin(lnxy) — (22 — hay)
h?sin(In 5)

h?sin(In z,,_o)
h*sin(lnz, ;) — 2(x2_; + hz, 1)
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(b) Zapisimo diferencialno enac¢bo z aproksimacijami odvodov,

Yit1r — 2Ui + Yia
12

= 4(y; — iUz)

Zdaj jo poenostavimo in zapiSemo robne pogoje

Vi1 +yi(—2 — 4h2) + Yir1 = —4h*r;,

Yo :O7yn:2

Sistem, ki ga moramo resiti, je

[ —2—4h?
1

1 (7 —4h21,
9 4p? 1 " b2,
Ys | = :
. . 1 : —4h%x,_s
1 2 42| |Yn-1] | 4RPmn_ — 2]

(¢) Zapisimo diferencialno enac¢bo z aproksimacijami odvodov,

Yir1 — 2Yi + Vi1 _ Y1 — Y1

h2

2h

+ 2y; + cos z;.

Zdaj jo poenostavimo in zapisemo robne pogoje

Yi1(2+ h) +y;(—4 — 4h*) 4+ y;41(2 — h) = 2h* cos x5,

Sistem, ki ga moramo resiti, je

[—4 — 4h?
2+h

Yo = —0.3, vy, =—0.1.
2—h ; 1T n ]
—4 — 4h 2—h Yo
Ys
. . 2—h|| ¢
2+ h —4 — 4h? | Yn—1)

2
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(d) Zapisimo diferencialno enacbo z aproksimacijami odvodov,

Yir1 — 2 + Vi1 Yir1 — Yi—1
= 32— L oy 4 2, + 3.
52 o + 2y; + 2x; +

Zdaj jo poenostavimo in zapiSemo robne pogoje
Yo=2, y,=1.

Sistem, ki ga moramo resiti, je

[—4 —4h* 2+ 3h e
2—3h —4—4h? 2+ 3h Yo
. : : "
. 243n| | ¢
I 2 —3h —4 —4h* | |Yn—1]
[ 4h%x) + 6h% — 2(2 — 3h) |

4h%zy + 612

4h2$n_2 + 6h2
4h2x,_1 + 6h* — (2 + 3h)

(e) Zapisimo diferencialno enacbo z aproksimacijami odvodov,

Yirr =29t Y1 _ A Y — Y1 + 2, zlnm
h? x; 2h ?yz S

Zdaj jo poenostavimo in zapisemo robne pogoje

1
y0:_§7 yn:1n2
Sistem, ki ga moramo resiti, je
[—2x% — 21?2 22 + 2w1h 17y ]
x3 —2roh —2x3 — 2h? x3 + 2150 n
. . . s | —
: C 2,4 2m, 0k |
L 22 | — 2w, 1h —222 | —2h* | |Yn-1]
—2h?Inay + 3 (x} — 221h)
—2h2%In x
—2h%*Ilnz,,_s
|—2h*Inx,_y —In2(z} | + 22, 1h)]
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(f) Zapisimo diferencialno enacbo z aproksimacijami odvodov,

i1 — 2Yi T Yie i1 — Yie i
Yit1 hy2 Yi-1 y+12hy 1+2yi+(1—x?)e i

Zdaj jo poenostavimo in zapiSemo robne pogoje
Yot (2= (s + 1)) + sl =4 — 4B2) + o1 (2 + h(w; + 1)) = 202(1 — a2)e™,
Yo=—1, y,=0.

Sistem, ki ga moramo resiti, je

[ —4—4h? 24 h(z +1) 1T ]
2—h(zg+1) —4—4h? 2+ h(z2+1) n

Ys | =
2 — h(l’n_l + 1) —4 — 4h2 Yn—1

[2h2(1 — 22)e™™ + 2 — h(z; + 1)]
2h%(1 — 22)e 2

2h3*(1 — x
2R*(1 —z

g)e 2

2
o
e it

(g) Zapisimo diferencialno enacbo z aproksimacijami odvodov,

Yigr — 2Yi + Vi1 L Yis1 —yi1 3 Inz;
S i+
h? r;  2h * :E?y

Zdaj jo poenostavimo in zapiSemo robne pogoje

Yi1(227 + 2;h) + yi(—4x7 — 6h*) + yi 1 (227 — 2;:h) = 2h*x; Inz; — 2h%2?,

— 1.

)

Yo=0, y,=0.
Sistem, ki ga moramo resiti, je
(—4x? — 6h? 222 — a1k 1Ty ]
222 + xoh —42% — 6h? 222 — woh Yo

Ys =
. . 2%%72 — SL’nfgh
222 |+ a0 1h —4z2 | —6h% | [Yn—1

2h%xy Inzy — 2h%2?
2h2xy In e — 2h2x§

2h%x, oInx, o — 2h%22 ,
_2h2xn_1 Inz,_; — 2h2$i_1_
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14. Robni problem

15.

y' = () +ysinz, y(0) =1, y(1) =2
resite s strelsko metodo.

Resitev. Najprej prevedimo problem na resevanje zac¢etnega problema,
ki ga bomo resevali z Runge-Kutta metodo reda 4,

1 =Ly 8= L)

Ta sistem re§imo za razliéne v. Zelimo dobiti resitev, pri kateri bo
priblizek za y(1) ¢im blizje 2. Rezultati, ki jih vrne Octave pri h = 0.2:

izbrani v 0 1 0.5 0.3 0.4 0.48
priblizek y; | 1.1724 | 18.9775 | 2.0477 | 1.6067 | 1.8039 | 1.9941

izbrani v 0.49 0.485 0.482 | 0.483 | 0.4823 | 0.4822
priblizek y; | 2.0206 | 2.0073 | 1.9994 | 2.0020 | 2.0001 | 1.9999

Torej je resitev robnega problema resitev zacetnega problema za v =
0.48225. Obicajno postopek izbire v delamo z bisekcijo, kjer dolo¢imo
zeleno natancnost.

Robni problem
y' +e ™ +siny' =0, 1<z <2 y(1)=y(2)=0
resite s strelsko metodo.

Resitev. Najprej prevedimo problem na resevanje zacetnega problema,
ki ga bomo resevali z Runge-Kutta metodo reda 4,

Lot ][]

Ta sistem resimo za razli‘ne v. Zelimo dobiti reSitev, pri kateri bo
priblizek za y(2) ¢im blizje 0. Rezultati, ki jih vrne Octave pri h = 0.2:

izbrani v 0 1 0.5 0.8
priblizek y; | -0.3316017 | 0.1546324 -0.0814838 0.06149417

izbrani v 0.7 0.6 0.65 0.67
priblizek y; | 0.0143007 | -0.0333452 | -0.00946340 | 0.00005610

izbrani v 0.66 0.665 0.669 0.6698
priblizek y; | -0.0047013 | -0.0023220 | -0.000419430 | -0.00003900

Torej je resitev robnega problema resitev zacetnega problema za v =
0.6698.
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Uporabljeni programi
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