Numeri¢no reSevanje navadnih diferencialnih
enacb
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c Uvod

© Napaka numeri¢ne metode

© Enokoratne eksplicitne metode

© Eksplicitne vetkoratne metode

© Enokoratne implicitne metode

© Resevanje sistemov diferencialnih enatb prvega reda

@ Resevanje diferencialne enacbe visjega reda
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Uvod

@ Osnovni problem: ReSujemo zacetni problem prvega reda

Y(x) = fxy(x), y(a) =y
ali krajse
y'=rfxy), y@)=ya

o Eksistencni izrek o resitvi zacetnega problema zagotavlja, da
teoreti¢no resitev (vsaj lokalno) vedno obstaja, ¢e funkcija f
zadosca dolo¢enim pogojem (Ce je recimo Lipschitzova na drugo
spremenljivko).

@ Numeri¢no resiti zgornji problem seveda ne pomeni poiskati
analiti¢cnega predpisa za y.
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@ Numeri¢no zacetni problem re$ujemo takole:

» Na intervalu [a, b], kjer iS¢emo resitev, izberemo nekaj delilnih tock
(privzeli bomo, da so ekvidistantne)

a:x0<x1<x2<~~~<xN_1:xN:b, h::xiﬂ—xi,

zai=0,1,...,N—1.

» I8¢emo numeri¢ne priblizke y; za y(x;), torej y; =~ y(x;).

» Priblizke y; generiramo zaporedoma z eksplicitno metodo (nov
pribliZek izra¢unamo neposredno iz prejsnjih) ali z implicitno
metodo (nov pribliZek dobimo posredno z reSevanjem (nelinearne)
enacbe.

» Eksplicitna ali implicitna metoda je lahko enokorac¢na (nov
priblizek y,, 1 dobimo iz prejsnjega v,), ali ve¢kora¢na, nov
priblizek y, 1 dobimo iz nekaj prejsnjih, v, yy—1,-- ., Yu—k-
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Lokalna in globalna napaka

e Lokalna napaka metode je razlika med v, +1 — z(x,+1), kjer je z
re$itev robnega problema z’' = f(x,z), z(x,) = y(xn).

@ Globalna napaka je vsota globalne napake na prejSnjem koraku in
lokalne napake na zadnjem koraku.

@ Lokalna napaka jereda p € N, ¢e je
Yns1 = 2(xns1) = CHPTL+ O(0H),

kjer je C konstanta, neodvisna od 5.
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Enokoracne eksplicitne metode

@ Eulerjeva metoda (1. reda):

Ynt1 =Yn+hf(xn,yn), n=01,...
@ Metoda Runge-Kutta Cetrtega reda

ky=hf
ky=hf
ks=hf
ky=hf

1
yn-i-l:yn+6(kl+2k2+2k3+k4)/ n=20,1,...

X, Yn),
Xn+h/2,yn+k1/2),
Xn+0/2,yn+k2/2),
X+, yn +k3),

A~~~ I~ /N

@ Obstaja cel razred metod Runge-Kutta razli¢nih redov.
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Eksplicitne veckoracne metode

@ Najbolj znane veckoracne eksplicitne metode so
Adams-Bashforthove metode.

@ Dobimo jih s pomo¢jo interpolacijskega polinoma za funkcijo
f(xy(x))-

@ Nova vrednost y,,1 k-kora¢ne metode je odvisna od prejsnjih
vrednosti Yy, Yn—1,- -, Yn—k+1-

@ Primer dvokora¢ne Adams-Bashforthove metode je

h
Ynt1 =Ynt 5 B f(xn,yn) — f(xn—1,Yn-1)), n=0,1,...

@ Zacetne vrednosti v, k41, Yn—k+2, - - -, Yn dolo¢imo z neko
eksplicitno enokoracno metodo istega reda.
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Enokoracne implicitne metode

@ Splosna oblika implicitne enokora¢ne metode je

Ynt1 = q)(”l, XnsYn, yn+1/f)'

@ Neznana koli¢ina nastopa torej v enacbi implicitno (pogosto
nelinearno).

@ Zaizracun novega priblizka moramo torej resiti (nelinearno)
enacbo.

@ Najpogosteje uporabimo kar navadno iteracijo oblike

Ynt1 = &)(ynﬂ)r

za zaceti priblizek pa vzamemo pribliZek za y,1 po neki
eksplicitni metodi.
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@ Trapezna metoda (drugega reda):

h
Yn+1 = Yn+ 5 (FCon Yn) + f(Xn1,Ynra)), n=0,1,...
@ Navadna iteracija za

Ynt1 = &)(y”Jrl)/
je konvergentna, Ce je

oo
@(h/xn/ynzy/f) S 1/ y%yi’l-i—l'

@ Zgornji pogoj ponavadi lahko vedno izpolnimo za dovolj majhen
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ReSevanje sistemov diferencialnih enacb prvega reda

@ ReSujemo sistem

1= Al YLy, va),
]//2 - fz(le/lll/z; .. -z]/d)z

Yo = fa(x,y1, 92, Ya),
pri pogojih y1(a) = yia, - -, Y4(a) = Yaa-

@ Uporabimo lahko katerokoli metodo za reSevanje enacbe prvega
reda, prirejeno za sistem.
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e Uvedemo notacijo Y = (y1,v2,...,ya), F = (fi, f2,---, f2)T in
problem prepiSemo v obliko

Y =F(x,Y), Y(a)=Y,.
@ Eulerjeva metoda za sistem se tako denimo glasi
YnJrl:Yn_'_hF(x”,Yn), TZZO,].,...

Primer
Z Eulerjevo metodo resite sistem

Yy
Yy

= Y2,
= —Y1,

/
1
/

2

kjer je y1(0) = 0 in y»(0) = 1. ReSitev pois¢ite denimo na [0,2 r|.
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ReSevanje diferencialne enacbe visjega reda

@ ReSujemo enacbo

yW=flyyy .y ),
pri pogojih y(a) = ya,y'(a) = - .,y* D (a) = yi "
o Uvedemo nove spremenljivke y1 = y,12 = v/, ..., yx = y* D in
problem prevedemo na reSevanje sistema difefrencialnih enacb
prvega reda

vi =Y,
Yo = Y3,

!
Y1 = Yo

y;c = f(x'yll' . '/ykfl/yk)/

. .. k—
pri pogojih y1(a) = ya, y2(a) =y}, ..., yi(a) = yi V.
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Primer
Poiscite numericno resitev zacetnega problema drugega reda

v'=-y, y(0)=0, y'(0)=1,

na intervalu [0, 2 7t].

Primer
Poiscite numericno resitev zacetnega problema drugega reda

y' =ty, y(0)=03550, v'(0)=—0.2588,

na intervalu [0, 3] in na intervalu [—10,0].
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