Prirejanja in pokritja

Oznaka: Ce je A kon¢na mnoZica, z |A| oznacimo Stevilo njenih elementov.

Definicija. MnoZica M povezav grafa G je prirejanje v G, Ce povezave iz M nimajo skupnih
krajiS¢. Prirejanje M je popolno, Ce je vsako vozliSce grafa G krajiSce vsaj ene povezave iz M.
Prirejanje je najvecje, Ce ima najvec povezav med vsemi prirejanji grafa G.

Koenigov izrek o plesnih parih se v jeziku teorije grafov glasi:
Izrek. Vsak regularen dvodelen graf ima popolno prirejanje.

Definicija. MnoZica P vozlis¢ grafa G je pokritje v G, Ce ima vsaka povezava grafa G vsaj eno
krajiSCe v P.

Moc najvecjega prirejanja v G smo oznacili z mi(G), moc¢ najmansega pokritja v G pa s
tau(G). Pokazali smo:

1. Ce je M prirejanje in P pokritje v G, je |M| <= |P|.

2. Za vsak graf G je mi(G) <= tau(G).

3. Ce za neko prirejanje M in neko pokritje P velja M| = |P|, je M najvecje prirejanje in P
najmanjse pokritje v G.

Glede na izbrano prirejanje M smo definirali proste in vezane povezave, prosta in vezana
vozlis¢a, izmenicne poti in povecujoce poti.

Dokazali smo Bergeov izrek, ki pravi: Prirejanje M je najvecje natanko tedaj, ko graf ne
vsebuje nobenih povecujocih poti za M.

Ta izrek nam omogoca poiskati najvecje prirejanje z naslednjim postopkom:

1. M = poljubno prirejanje v G
2. dokler v G obstaja povecujoca pot P ponavljaj
......... povecaj prirejanje M z zamenjavo prostih in vezanih povezav na P.

Preostane nam problem, kako ucinkovito iskati povecujoce poti v grafu G. Odslej se omejimo
na dvodelne grafe.

Opisali smo madzarsko metodo (MM) za iskanje najvecjega prirejanja v dvodelnem grafu G.
Poleg najvecjega prirejanja v G nam ta metoda poisce tudi najmanjSe pokritje v G.

Z uporabo MM smo dokazali Koenig-Egervaryjev izrek, ki pravi: V vsakem dvodelnem grafu
je moc najvecjega prirejanja enaka moci najmanjSega pokritja, in Hallov izrek, ki pravi: V
dvodelnem grafu G = (X U'Y, E) obstaja prirejanje, ki veZe vsa vozlisca iz X, natanko tedaj,
ko za vsako podmnoZico U mnoZice X velja: |N(U)| >= |U|. Tu je N(U) mnoZica sosedov
mnozZice U, torej mnoZica vseh vozlis¢ grafa G, ki imajo kakSno sosedo v mnoZici U.

Madzarska metoda z utezmi (MMU)

Ogledali smo si madZarsko metodo z utezmi (MMU) za iskanje najcenejSega popolnega
prirejanja v uteZenem polnem dvodelnem grafu K, ,. Ves ¢as delamo z matriko cen povezav C,
ki je velikosti n x n.

Postopek:



1. korak: Od elementov vsake vrstice matrike C odstejemo najmanjsi element tiste vrstice. Od
elementov vsakega stolpca matrike C odstejemo najmanjsi element tistega stolpca.

2. korak: Ce v matriki C najdemo n nicel, tako da je v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu
natanko ena, koncamo (najdene nicle dolocajo najcenejse popolno prirejanje v G).

Sicer poiscemo mnoZico vrstic in stolpcev (skupaj manj kot n), ki pokrijejo vse nicle v matriki
C.

3. korak: Naj bo eps najmanjsi nepokriti element C. Vse nepokrite elemente zmanjsamo za
eps. Vse dvakrat pokrite elemente povecamo za eps. Ostale elemente pustimo nespremenjene.
Vrnemo se na korak 2.

Pokazali smo, kako lahko izvedemo 2. korak MMU s pomocjo MM na dvodelnih grafih brez
uteZi. Utemeljili smo pravilnost MMU.

Problem najcenejSega popolnega prirejanja v polnem dvodelnem grafu z uteZmi na povezavah
pogosto sreCamo v obliki problema prirejanja opravil. Ce Zelimo vsoto uteZi maksimizirati
namesto minimizirati, matriko C zamenjamo z matriko -C.
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