Drugi izpit - PDE(VSS)

1. Z metodo karakteristik poisc¢i resitev enacbe

Uy +y*u, = v, p.p. u(z,1) = za x,y > 0.

2+
Ali je resitev enoli¢na?
Resitev: Najprej poisS¢emo parametricna resitev karakteristicnega
sistema
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pri zaCetnem pogoju I'(s) = (s,1, 57=). Ta je enaka

r=t+s, y=

Eksplicitno jo lahko zapisemo kot
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Ty + 2

Zanjo je izpolnjen transferzalnostni pogoj
(T) — a(xO(‘?)?yO(S)) CL(J:O("S)’ y0(8)> — 11 # 0.
Zo(s) Yo(s)
Torej je to edina resitev enacbe.
2. Podana je parcialna diferencialna enacba drugega reda
Ugy — 2Ugy + Uyy = Uy — Uy.

Pretvori jo v kanoni¢no obliko in pois¢i njeno splosno resitev.

Resitev: Ker je 6 = 0, je enacba paraboli¢na. Za prvo novo tako
vzamemo funkcijo, ki resi enacbo ¢, — ¢, = 0. Na primer ¢t = x +y. Za
drugo spremenljivko vzamemo funkcijo, ki je neodvisna od ¢, na
primer s = x. Z njima se enacha izrazi kot

Ugs = Ug-.

To je enacba drugega reda v s. Njena karakteristicna enacba je
A2 = ). Splogna resitev je torej enaka

u=F(t)+ G(t)e’

u=F(z+y)+ Gz +y)e".



3. S separacijo spremenljivk pois¢i resitev enacbe
U —Uge =0, O<x<m, t>0

Uz (0,8) = ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =cosz, 0<uz<m.
Resitev: Prek nastavka v = X (2)7'(¢) dobimo sistem

X// T/

Najprej posicemo lastne pare sistema za X. Pri g = 0 dobimo
Xo = konst. Pri u < 0 dobimo

tn = —n*, X, (x) = cos(nx), n € N.

To porodi sistem za funkcije T’
/

T
T = 0 = Tp(t) = konst,

T 2 —n2t
== T,(t) = Cpe ™",

Nastavek za iskanje resitve je torej

u(z, t)=C+ > Cre ™ cos(na).

n=1

7 upostevanjem zacetnih pogojev dobimo

u(z,0) = C+>_ Chcos(nz) =cosz=C=0,Cr=1, C, =0zan>2

n=1

Resitev je torej u = e cos .

4. Podan je funkcional

F(y) Z/abL(ﬂs,y,y’)daf, p.p. y(b) = A.

a) Pokazi, da je funkcija y = y(x) njegova stacionarna tocka
natanko tedaj, ko sta izpolnjena pogoja
oL d (0L . 0L
—=—|=— | in —|s==0.
Oy dx \ 9y oy’
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Lz,y,y)=1+y*+ (¥)? a=0,b=1in A=e*+1.

Resitev:
Kriterij za stacionarne tocke je:
b oL oL
AF()() = [ 5 )t 5oy e =

bOL d (0L oL .,

Izpolnjen mora biti za dopustne variacije. Zanje velja h(b) = 0, saj je
vrednost iskane funkcije y v tocki x = b fiksirana.
Pri tocki b) upostevamo izpeljano pravilo in dobimo enacbo

y'=ypp y(0)=0, y(1) =€+ 1.
Njena resitev je
y=Ce"+De* C—D=0, Ce+DJe=e”+1,
kar pomeni, da je iskana funkcija y = e**! + e!7*. Ker je M, = R?

konveksna in Hj, diagonalna matrika s Stevilom 2 na diagonali (t.j.
A2 =2 > 0, funkcija L je konveksna), imamo v tej tocki minimum.



