Prvi kolokvij - PDE(VSS)
Resitve
1. Z metodo karakteristik poisci eksplicitno resitev enacbe
(2z +w)uy + 2y + w)uy =u p.p. u(r,—3z) =2z, x> 0.

Ali je tako dobljena resitev enolicna?

Resitev: Karakteristi¢ni sistem je enak
T=2r4+u, y=2y-+u, u=u.
Njegova resitev je
uw=Ce', x=De* —Ce, y=FEe* —Ce.
Iz zacetnih pogojev sledi C'=s, D =2s in £ = —2s in

r+vy
u(z,y) = — 5

Preverimo Se transferzalnostni pogoj

(T) = det 251+S _35;3 — 7.

Ker x = s > 0 je pogoj izpolnjen povsod. Resitev je enoli¢na.
2. Podana je linearna parcialna diferencialna enacba prvega reda
Uy + y2uy =yu, y > 0.
Z zamenjavo spremenljivk poisci reSitev pri pogoju u(z,1) = 2.
Resitev: Za novo spremenljivko resimo enacbo
te +y*t, = 0.
Dobimo splosno resitev t = f(z + 1/y). Mi izberemo t =z + 1/y. Za
s = s(x,y) izberemo funkcijo, ki bo neodvisna od t npr. s = x.
V novih koordinatah se enacha glasi
u
t—s
Splosna resitev te enacbe je u = C(t) - (t — s)~! oziroma
uz,y) =y Clz+y™).

Ko upostevamo e zacetni pogoj, dobimo C(z) = (z — 1)? oz.

w(z,y) = (x+y ' —1)%.

Us = YU = Us =

Opomba: Za s = s(x,y) lahko izberemo tudi s = y.



3. Podan je zacetni problem

(1= 2)uy —yuy =0, u(a,y) =Py, y>0.
a) V odvisnosti od a, 3 € R doloci Stevilo njegovih resitev.
b) Za ae =0 in # = 1 poiséi resitev z razvojem po spremenljivki z.

Resitev: Oglejmo si transferzalnostni pogoj za I'(s) = («, s, 5s)

(T)—detllga ‘131_1—04.

Za a # 1 je resitev ena sama, saj (T') # 0. Nadalje I''(s) = (0,1, 3) in
(a,b,c) = (0,—s,0) za a = 1. Torej, Ce je = 0 sta vektorja
vzporedna in imamo neskoncéno resitev, sicer pa resitve ni.

Za b) v enacbo vstavimo nastavek u =Y, ¢,(y)z". Ko ¢lene malo
preuredimo, dobimo

> [ewn (@) (n+1) = ealy)n — ye, (y)] 2" = 0.
n=0
Imamo torej u(0,y) = ¢o(y) = y in rekurzivno zvezo

Cni1(y) = (cnly)n +yc, (y)).

o+l
Iz nje ugotovimo, da je ¢,(y) = y za vsak n € N. Imamo torej

Y

u(z,y) =y(l+o+2>+2°+...) = T

4. Podan je funkcional
F(y) = /0 (¥)* — ydx

in pogoji y(0) =1, y(7) = —1 in [ ydz = 0.
a) Poisci stacionarno tocko y = y(x) in pokazi, da je ne moremo
klasificirati z izrekom, ki smo ga uporabljali na vajah.
b) Za stacionarno tocko y iz tocke a) izra¢unaj vrednost F(y).

Pokazi, da ta vrednost ni Pokazi, da ta vrednost ni maksimalna
za F.



sV Ve

in integralskemu pogoju, ter izracunaj F(y).
Resitev: Za Ly = (¢)? — y? + Ay nam EL sistem da enacbo

J =~y )2
oz. y = Csinz + Dcosx + \/2. Iz zacetnih pogojev ugotovimo
y0)=D+X2=1,ylr)=—-D+X2=-1=D=1, A=0.

Nadalje velja
/ Csinx + coszdzr = 2C = 0.
0

Stacionarna tocka je torej y = cosx. Pri klasifikaciji ugotovimo

2 0

2

M, = R*, HLO—[O _2].

Lastni vrednosti Hp, sta razlicno predznaceni, izrek ne pomaga.

Za b) najprej izra¢unamo
F(cosz) = / sin? x — cos® zdx = —/ cos(2x)dx =0
0 0

Premica, ki poteka skozi (0, 1) in (7, —1) ima enacbo y =1 — 2z/7.

Ker velja

4
F(1—2x/7r):——g>0,
T

vrednost v stacionarni tocki ni maksimalna.



